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10.1. GONDOLKODASI MODSZEREK

és feltétel

— megoldasok

AT @) Prim utdn csak az irraciondlis, V2, 2,22 nem Keriilhet.
Természetes mogott egész, racionlis, val6s dllhat.

Egész utdn raciondlis, valos dlhat.
Raciondlis vagy irraciondlis mogott csak valds dllhat.
V2 utdn irraciondlis vagy valds dllhat.

2 utdn az irraciondlist, vZ, 22-t kivéve bdrmi dllhat.

22 mogott természetes, egész, raciondlis, vals dllhat.
b) Négyzet utdin lehet bérmi.

Téglalap utdn paralelogramma vagy trapéz dllhat.

Paralelogramma utén trapéz llhat.

Rombusz utdn trapéz, deltoid, paralelogramma dlihat.

Trapéz és deltoid utdn nem irhatunk semmit a listdbol
) Barmit is frunk elGre, utina kerilhet az 1

1 utén nem irhatunk mést.

Prim mijgé esak az 1-¢t irhatjuk,

10 utdn 5, 2 dllhat.

9 utdn 3 dllhat

8 utdn 4, 2 dllhat.

6 utdn 3,2 dlhat.

4 mogott 2 dllhat.
d) A9 és a primek nem dllhatnak elol.

Elol: 21, utdna 7 dllhat.

Elol: 15, utdna 5 fllhat.

EI a) Ha valami bogir, akkor rovar. b) Ha valami holl6, akkor (az) fekete.

B ) Minden négyzet egyenl oldald. b) Minden 6-tal oszthat szdm oszthatd 3-mal s.
I @) Moziba viszi. b) Bérmit tehet.

8 a) Igen. b) Igen. ¢) Nem., d) Igen.

B8 ) 0:0, 1:0, 2:0. b) 0:0 és valamelyik csapatnak 1:0, ill. 2: 1.

) 0:0 és valamelyik csapatnak 1:0.
Fli a) Nem igaz.
b) Azllitis itdsa igaz: Ha a négyszig akkor van pirhuzamos oldalprja.
¢) Trapézra,
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Ha egy hammwou derékszogd, akkor két oldaldnak négyzetosszege egyenld a harmadik oldal
négyzcn.
Ha egy Iuromuugben két oldal négyzet
a héromszog derékszogd.
A tétel feliételeit teljesits haromszog oldalai koziil a keét rovidebbet bcfogéknak. a hosszabbat
dtfog6nak nevezziik. Mivel egy hdromszogben a 180°-0s szogisszeg miat 90°-o0s szig
lehet, rdaddsul ez a legnagyobb, ezért a d:mkwngnck alegnagyobb oldallal ~7:mhen Kell lennie.

szege egyenld a harmadik oldal négyzetével, akkor

B0 a) A: Haegy négyszog ikus, akkor
B: Ha egy hiromszdg szabilyos, akkor tengelyesen szimmetrikus,
C: Ha egy héromszog ki it kor kzéppontja az egyik oldal felezSpontia, akkor a héromszog
derékszogd.
b) B hamis, az Gsszes (6bbi igaz.
) Egy hiromszog pontosan akkor deré|
felezopontja. Atfogd, Thalész-tétel.

626, ha a koré irt kor kizéppontja az egyik oldal

I Két dolgot kell megfigyelniink. Egyrészt az ot kosirban dsszesen 95 darab virdg van. Misrészt
Rozsa iclentée (dscer anny iros,mint ehér) aat elen,hogy  virdgok sdma hrom (-
zirose. Azaz olyan kosirra gondolt, amit 95-bGl levonva hérommal oszthatd szimot ad. Tiyen esak

:gy van, a 29 virdgot tartalmazd. Bazsa R6zsa az els kosdrra gondolt.

2011

Két megoldist mutatunk, tessék tovabbiakat keresn
Mindent et it cae . Miskégp: Ha ll vl s eiméil. P gy
Gvet Ik:7l:|c: elsG fele, vagyis a feltétel nem teljesiil, az dllitas nem lehet hazugsdg.
E bekbvetkerhet éldiul skkor b s papaed siker.

Mindent elismétel, amit csak hall... Majd egy év miilva. Az idGtényezGrol nem dllitott semmit
a kereskeds!

Probiljuk ki a jitékor, szerezziink tapasztalatokat. A tapaszialat az lesz, hogy ezzel a médszerrel
nem lehet egyenlGvé tenni a két kupacot. Miért?
Legyen a két kupac kiilonbsége n. Ha a kisebb kupachol vesziink el x darabot, akkor a nagyobb
Kupacba teszink 2x-et. A kupacok Kilinbsége -+ 3x-re viltozik. Ha a nagyobbol vesziink el x-et
ésa hb|kbc rukunk 2ot kb kiliabatg e viltock M Lozt Kt exctben?
: iink el bérmelyik kupachdl, a kupacok
ok M crc(lcnlcn 3 ol hirom t6bbssbrdscinek hossdadisival vagy elvéeléve nem ehot 0
Megjegyzés: A feladat megoldisa sorn taldltunk egy viliozatlan (invaridns) mennyiséget, ennek
segitségével igazoltuk a sejtést. Az eljdrdst szokds invaridns médszernek is nevezni.

) Szedjik elemeire a kérdést. Két szereplje van: a mindent megtanuld dick 6 a megtanulhatatlan
matematika. Bontsuk két kdvetkeztetése: eldszir képzeljiik e, milyen az, amikor van minden
megtanul dik. Nyilvinvalo, hogy 6 mindent megtanul, tehit nincs megianulhatarlan. Ha van
mindent megtanul didk, akkor nincs megmnulhalallmt matematika (sem).

Most forditsuk meg a dolgot. Induljunk ki abbol, hog; ematika megtanulhatatlan. Akkor
viszont nincs egy didk sem, aki meg tudnd tanulni. Ha a ma/wmmku ‘megtanulhatatlan, akkor nincs
mindent megtanulé didk.

Osszegezve: azt nem jelenthetjiik ki, hogy van mindent megtanul6 didk, vay
megtanulhatatlan. Ezt nem tudjuk eldonteni. Csak annyit jelenthetiink ki
egyszerre nem Iétezhet, mert kizrjdk egymést

Megjegyzés: A feladat alapia cz.a ma miir Klasszikusnak szmiG kerdés Raymond Smullyantol
Mi térténik, ha egy dgyiigolyd egy oszlopnak itkisik?

hogy a matematika
tosan, hogy a kettd

5
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Erdemes jitszani a jdtckot, és gy tapasztalatokat szerezni a lefolydsdr6l. Ha mir kijdtszottuk
‘magunkat, és nem tudjuk a nyerd stratégit, akkor gondolkodjunk! A jdtékot korokre oszthatjuk,
minden kirben a kezd az eisG. Barmennyi szdlat is vesz el az els6 cey-cey korben, a mdsodik
‘mindig tud tgy elvenni, hogy a szdma 9-cel csokkenjen. fay viszont 11 kor utdn | szl gyufa
marad amit az ulsdaszabﬁlyok serint nem d elvenni, tehit & misodik — Péer —nyert

afeladatban Gdszert alkalmaztuk, i égazegy
Pl ayofik svima

B Ajitékot osszuk korokre. Egy kor alatt mind a ket jitékos egyszer vesz el a kupachdl. Figyeljiik meg,
Hozy mivel 3,4 vagy $ szilat vehetnek el az cayik a misik dlal elvett eyufik szimt mindig
ki tudja egésziteni 8-ra. fgy 12 teljes kort tudnak lej 4 szil marad, ami a kezdd.
ay6rclmet jlent. ValGhan.cbbena iékban s kesdonek vin nyerd traidia, Mégpedie & kovet.
kez6: elsd Iépésben vegyen el 3 szilat, majd a misodik dltal elvett gyufikat egészitse ki 8-ra.
A médszerrel 11 ki utdn (amiben 6.amésodik) 100~ (128 +3) = | szl gyufa marad
az asztalon, azaz az wtoljdra 16p6 nyert. Gabi tehit biztosan nyem fog, ha kezd, és a fent lefrt méd-
szerrel jitszik.

2és: Ebben a feladatban is az invaridns médszert alkalmaziuk, invaridns mennyiség az egy
Korben elvett gyufik szima,

Mivel valakinek mindig vissza kell vinni a limpit, célszert a gyorsabb holgyekkel megoldatni ezt
a feladatot. Misrészt viszont a két fidt érdemes egyiit ftkilden, igy akkor csak egy hosszabb,
10 perces séta lesz (nincs kiilon 5 perces is). A kettdt csak tgy kombindlhatjuk, ha elGszor
 hoTzyek mennek ft (2 perch, mad T vissaviei  iknak  onpét (1 pere). Utin thaladnak
az urak (10 perc) és Vilma viszi vissza a limpit (2 perc). Végil Irma és Vilma egyiit dtkelnek
(2 perc). fay dsszesen 17 perc alatt dtémek a tiloldalra.

Nem. Figyeljiink a szamok paritdsdra! Harom esetiink lehet

A: Ha két piros szdmot 1ol le az illetd, akkor pérost is i vissza
B: Ha keét pratlant, akkor is pdrost fr vissza.
C: Ha egy pirost és egy pératlant, akkor pratlant i vissza.

Tekintsik dt az eseteket, hogyan véltozik a pdros és pératlan szimok szima! A: -1
B:~2 piratlan, +1 piros; C: 1 piros. lgy a piratlan szdmok sz
(egész pontosan kettdvel csokken vagy nem viltozik). 1-161 30-ig
azaz 15 darab pdratlan szdm szerepel a tablan. Ahhoz, hogy az utols6 szdm
A pératian srimoknak,avar svimuknak 0ra kel cagkkenn. Azonban ha cak pisosivalcsokkenhot
a szimuk, akkor soha nem érheti el 15-r61 a nulldt.

Megjegyzések: Az invaridns médszert alkalmaztuk, invaridns mennyiség a pératlan szdmok
darabsziménak parit;
A tandr természetesen a jaték utdn igy modositja a feladatot, hogy aki kitaldlja, miért nem ér véget
a jaték, annak mégiscsak beir egy otost. Ty végill j6szivi is lesz...

Skatulyaelv — megoldasok

00 @) Skawlydk: hét napjai. b) Skatulydk: hénap napjai.
B0 a) Skawlyfk: év napja b) Skatulyfk: hetek.

¢) Az akuwilis v heteinek szimitol figgden: 5211+ 1= 573 vagy 53- 11+ 1
@ a) 6; b) 37.
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@ 6-7=42.

E73 Skawlydk: 1,3,7,9 végzodések.

Ebben a feladatban a skatulyk szdmét nem ismerjik. Kezdjik el képzeletben ketiesével felialteni
askatulydkat. Az 5.-nél mar elfogyott 5-2= 10 virgdcs, tehit a feladat szerint nem lolylalhauuk
afeist. A 1. virgisot pedig e meglévs skatulyik egyikében kell elhelyezni, vagyis a ski
tulyik - gy a vi bbl persze azt is tudjuk, hogy mindegyik fajta virgs
6 drab van a krampusy. 54kjiban.

B a) Egy jitékos hdrom nyilat dob el egy forduldban. Osszuk fel

22014 hirom caybeviz6 120% 0w oreikke Gy, hogy val-

melyik nyil éppen egy feloszt6 sugdma essen. Egy-egy ilyen

Korcikkben a két legtévolabbi pont a kériv két végpontja.

Szdmoljuk ki a tévolsdgukat. A hdrom vékony szakasz éppen

szabiilyos hiromszget hatdroz meg. A feladat misképp meg-

fogalmazva: adjuk meg a szabilyos hiromszig oldaldt, ha “
ismerjiik a kore irt kor sugardt.

Tudjuk, hogy R = 1675 cm, és hogy a silypont 1:2 arfinyban

osztja a silyvonalat (a silypont itt egybeesik a magassdg-

ponttal),

ElGszo

szdmoljuk ki a magassdgot az oldalbdl a Pitagorasz-tétel segitségével:

2
3

Ebbol megkapjuk a
Ha a fennmarad két nyfl egy korcikkbe esik, akkor tévolsdguk 29 cm-nél kisebb.
Ha a fennmaradd két nyfl kilon-kilin korcikkbe esik, akkor legaldbb az egyik olyan korcikkben
van, amelyik hatdrol6 sugardn van az elsGnek kijelolt dobds.

b) A tibldban ekkor 6-3 = 18 nyil van. Tekintsiik a kor koré
ithat6 négyzetet (amelynek minden oldala érinti a kort). Ezt =
anégyzetet osszuk fel 16 egybevigd négyzetre. Egy négy-
zeten belil a legtdvolabbi pontok a szemkozti csicsok, |
tivolsiguk a Pitagorasz-tétellel meghatdrozhat6:

V2:8,375=11,844.

A 16 négyzetben csak tgy lehet 18 nyil, ha vagy 3, vagy 2-2
egy négyzetbe esik. Barmelyik eset is kovetkezik be, lesz
22 nyil, amelyek tivolsdga biztosan kisebb, mint 11,9 em.

) A llcs biztosan eliesil  skatulydk  hét napjai,  megkérdezetek szdmapedig ennél (6bb.
b) Ezaz dllitds hamis. Képzeljik el példdul, hogy a sorban egymds utdn megkérdezettek ming
a kovetkezo napot mondjak: hétfd, kedd, szerda, csiitortok, péntek, szombat, vasémap, hétfo,

kedd, szerda. Nincs olyan nap, amit hiromszor hallottunk volna.
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) Eza kijelentés is hamis. Ha ugyanis mindenki ugyanazt a napot mondja, akkor nem teljesiil.
d) Erdekes m6don ez a kijelentés azt kivinja t6liink, hogy
forditsuk meg a skatulyaelvet. Nem azt kell igazolnunk, @ @ @ ¥
hogy legaldbb mennyi clem Keriil egy skaluly1b1 hal\cm lollo](0]|0][0]0]|®]
hogy legfeljebb menny kerilhet legaldbb mennyi
Osszuk szt elGszor a lehetd !egeﬂycnle!csebb:n az embel:kﬂ a skatlydkban. Ekkor van
hirom, amlybe 2-2-2 6 keriil. A leosztist esak tgy tudjuk vélioztatni. ha valahonnan
elvesziink és azt mashova tessziik. Az dllitds cifolatihoz a kettes skatulyfik szdmdt akarjuk
novelni, ezért vegyiink el valamelyik egyesbol s tegyiik is egyesbe. A mdsodik utdn elfogytak
az cxyes sknlulydk maradt kettS tires. Tovdbb nem tudjuk csokkenteni a legfeljebb egy f6t
tartalm: lydk szdmit. Utols6 dllitdsunk tehit igaz.
Meg\/eg)_u Ma< iton hamarabb célhoz ériink a d) kijelentésnél. Tételezziik fel az dllitds
euenkeus,en miszerint maximum egy olyan nap van, amit legfeljebb egy £ mond. Ehhez azon-
ban legaldbb 6-2 = 12 f6it kellett volna meginterjivolnunk, igy ez nem teljesiilhet. Ha 4
cllcnkcch nem igaz, akkor llitdsunknak kell igaznak lennie.
Az el6bb bemutatott gondolatmenetet indirekt bizonyi

isnak nevezziik.
Afeladat dsdhoz elGszor azt kell & iink, hogy mok utols6 szimjegyei
nem lehetnek akdrmilyen szdmjegyek. Az utols6 szimjegy csak 0, 1,4, 5. 6, illetve 9 lehet:
12=1, 22=4, 32=9, 44=16, 5*=25, 6>=36,
72=49, =64, 92=81, 10>=100 stb.
A feladat szerint ket eset van.
Ha van kivztik ottel oszthatd, akkor annak végzodése 0 vagy 5
Ha nines kisztik dttel oszthatd, akor lehetséges végzodésnek marad 1,4, 6, 9. Ezek koztt kell

lennie kettd azonosnak, hiszen &t szimot adtunk meg. A kettG azonos kiilonbsége pedig 10-zel
oszihato.

B Egy szém 7-tc] osztvs sk 0, 1,2,3,4, 5,6 maradekot adhat. Miskéop fogalmazea 7k +0,
Tkt 1, Tk +2, Th+3, Tk +4, Th+5, Tk -+ 6 alaki lehet (ahol & egész szim). A 7-tel val
oszthatésig ~1,emponlebul czek négyzetei csak 0, 1, 2, 4 maradékot ehamna, Kk a zénas
7-tel oszthaté szamot jeld, a tbbi harom nem. fay a vlasz: 1 =4. Ugyanis 4 négyzets
Kozott vagy van 7-tel oszthat6 (0 maradék); vagy ha nincs (1, 2, 4 maradék), akkor a négy szim
Kozott van kettd, ami azonos maradékot ad. Ezek killonbsége pedig 0 maradékot ad, ami 7-tel
oszthatd szimot jelent.

Sorba rendezés |. (kiilonbdzd elemek) — megoldasok
Em 3-2-
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Sorba rendezés Il. (tdbb tipusba tartozé azonos elemek)
- megoldasok

39916800.

) Robinak 4 +6+2 = 12 filmje van DVD-n. Ezeket sorba 12! = 479001 600-féleképpen ren-

b) ElGrevéve a vigjitékokat, azokat 41-féleképp helyezheti el. Utina a sci-fiket 61, majd a kri-
miket 21-féleképpen rendezhei sorba. Mivel a kilonboszS tpusd filmek sorrendici nem figenek
cgymistol, czért ossze kell Gket szoroznunk. Az credmény: 41-61-2! = 34 560.

) A b) résafeladatban Kapott eredményt meg kell szoroznunk még annyival, ahdnyfcleképpen
a hdrom tipust sorba tudja rakni a polcon. Mivel ez 3! lehetdség, igy ennél a kérdésnél az ered-
mény: 31-41- 6121 = 207360.

d) Nincs kikotve, hogy az azonos tipusi filmek ceymis mellé Keriilnek. Ha minden filmet
megkilinboztetink, akkor 121-t kapunk. Mivel kizotiik 4, 6, illetve 2 azonos van, igy ezek

e kell szdmolnunk: —L2-— = 13860,

e

maguk Kzt sorrendieit (41,

2043

) Sorban az ajt6hoz 4, az ablakhoz 3, a fal mellé 2, a kandallG elé 1 f6 ilhet: 4-3-2-1=41=

b) Uliessiik le valahogy a négy ot képzeletben, majd kérjiik meg Sket, hogy iiljenck dt eggyel

obbra. fzy a feladatban kérdezett asztal korili sorrendjiik nem valtozott. Mivel minden Gssze-

ltdsban négy cgyforma iltetés van, az el6z6 megoldast el kell osztanunk 4-gyel: 3! =6.

o chyendn:gy £6 A, B. C. D. Szemeljiik ki magunknak A-t, viszonyitsuk hozzd a tibbieket.

Anak kétszomszédia lehet: B és Ci vagy B é D; vagy C é D személyében (ekkora negye-
dik £6 mér meghatdrozot). Ez dsszesen 3 lehetdscg.

B0 a) Azelss oszlopba egyféleképpen keriilhet egyetien 1-¢s. A misodik oszlopot mfe 2, abarra-
dikat 31-féleképp tlthetjik ki. Ezek egymistd] fiiggetlenck, teh
1) Anéayfoki Iépestnél nem villozik semmi a gondolatmenctben: 41-31-2!-11 = 283
¢) Az eddigick alapjdn n fok 1épesonél az eredmény: nl-(n— D!-...-31-21- 11,
Megjegyzés: A c) részfeladat eredményét késobb teljes indukci6val igazolhatjuk.

9
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Teayiik fel, hogy EmGnek eddig 1 érméje van, mind kilonbiszd. Ezeket n!-féleképpen teheti sorba.

2 még szerez hozzd kettdt, akkor n+2 éméje lesz, amit (n + 2)!-féleképpen tud majd sorba
rakni (a két j érmével egyiitt sem viltozik az a feliétel, hogy minden érme Kiilinbiszd).
Felfrhatunk gy egyszerd cgyenletet:

20-n = (n+2)!
Mivel a faktoridlis szorzatot jelent, fzy a mindkét oldalon meglé
20=(+1):(n+2).

Mivel a 20 csak 4-5 formdban bonthatd fel két egymist kovetd pozitiv egész szim szorzatra,
=3 amegolds. Emonek tehit eddig tsszesen hirom érmét sikerilt gyGjtenic. Tényleg nemrég
kezdhette.

& tényezokkel tudunk egyszertsiteni:

A fels sarokbdl az als6 sarokba hat Iépésben juthat le a katicabogr. A hat 1épés sordn egyszer fog
ferdén elre (a), kétszer ferdén jobbra (b) és hdromszor ferdén balra (c) 1épni. Minden lejutdst
egy a.b, b, ¢, c, ¢ tipusi sorozat fog jellemezni, ahol a betdk valamilyen sorrendje szerepel. Ha hat
KiilonbozG elem lenne, 6! lenne a megoldis, viszont a két b-t 21, a hdrom c-t 31-féleképp lehet

sorba rakni. Az eredmény tehdt =60.

12!

Megjegyzés: A feladat térbeli megfelelGie a gyakorlopéldik kizot taldlhaté Barnabis-féle 2037.

feladatnak.

a) Mivel az egyes kircikkeket megkiilonboztetjik, igy az eredmény n!.

b) Ha csak a sorrendre koncentrélunk, akkor az elforgatdssal egymdsba vihetd szinezések nem
Kiilinboznek. (Tipikus korberaksi feladat.) Azonban a visznat n-féleképpen forgathatjuk,
gy az eredmény: (n - 1)!.

¢) Attkell észrevenniink, hogy a szomszédsdg nem valtozik, ha a kiriljirdsi sorrendet megfor-

(n-1)!

ditjuk. Vagyis a b) részfeladatban kapott eredményt el kell osztanunk kettGvel:

Megjegyzések: A feladat dltaldnositisa a kor alak asztalka melletti négy székrdl sz616 feladatnak
(2043. feladat).

Ab) résat gy is meggondolhatjuk, hogy az egyik szin helyeét rogzitjik. majd ahhoz képest szinez-
2k @bbit: (1 1)

ElsGnek aztkell féleképpen dllthatjuk el a Keltesek ossze-
zeként, majd meg kel szimolnunk, hogy az egyes escicket hinyéle kilonboz dben irhat-
juk fel Vegil az sz esetet ss7e kell adnunk, Példiul 5 egyes és 2 kettes osszegét — == 21-féle
sorrendben llithatjuk el5. Vigyiink rendszert a felirdsba tdblizat segitségevel.
Hessksama 9 7 5 3 [
Zeoksmma 0 1 2 3 4
Srmdomis | 1 =< e 3
[Somodksznszerien |1 8 2 2 s

Hogy a feladatban feltett kérdést megvalaszoljuk, dssze kell adnunk az utols6 sor szimait. A kilenc-
foki 16pesdt tehit 55-féleképp miszhatjuk meg, ha egyesével vagy kettesével Iépkediink.
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Legyen a megvisdrolni kivint érmék szama n. Ekkor az n+3 darab érmét, amibGl n, illetve

hirom egyforma,
(43! _ (43 (1421 o,
32:1 B

sorrendben lehet egymds mellé tenni a polra. (A 84-t az iizleti partnertdl tudjuk.) Alakitsuk it
az utols6 egyenlGséget:
(+3)-(n+2)-(n+1)=504.

Halvégezatk a sorst,barmadoks egyenettkapunk, amelyetnem tudunk megoldu. Azon-

i az n-t: bontsuk hit primtényezok szorzatdra
az 504-¢t, ha a bal oldal mdr tgyis szorzat lmnmbnn van:

504223327,

Ahdrom zirjel olvashat tgy is, hogy hdrom egymis utdni szm szorzata. Ki tudjuk tigy osztani
504 primtényezdit, hogy ilyen szimokat kapjunk? Igen, rinézésre adodil
B=g=n+2, T=n+l
Keészen vagyunk, 1= 6. Emé teht beszesen 6 érmére alkudozots,
Megjegyzések: Mivel egymés uténi szdmok szorzatdr6l van sz6, ithattuk volna (N + 1)-N-(N— 1)
alakban s Gt ekkor N 5. Avonban desreszororva fay is sk egy N N alakhor jutunk.
ami tovébbra is harmadfokd egyenletre vezet.

A feladatot természetesen probilkozssal is megoldhatjuk. Mivel a hdrom tényez6 kiszel van egy-
méshoz, az eredménynek 504 kobgyoke: Y304 = 7,958  koril kell lennie. ValGban: a kizépss szim-
nak 8-at kaptunk.

) a) A feladatban bir szerepel alegaldbb” 526, nem érdemes dtémi az ellentett eseményre.
Ugyanis 8-nak a fele 4, fgy nem lenne kevesebb a megvizsgdlando esetek szdma.
Els6ként vizsgdljuk meg, hényféleképpen dll el6 a 8 hirom pozitiv egész szdm dsszegeként, ahol
az egyik szdm legaldbb 4. Készitsiink egy tiblazatot. A feliételek mellett a lehetdségek:

Csirkefalat 4 4 4 5 5 6
Szalonna 1 2 3 1 2 ik
Gyiimbles 3 2 1 i 1 "
e = - - -

B N = S T - - = N

[
Az utols6 sorban dsszegyGijtoteik, hogy az egyes esetekben szerepld ételdarabkakat hanyféle
sorrendben tizhetjiik a nyarsra. A feladat megoldisit az als6 sorban levd szimok dsszege adja:

280 +420 +280 + 168 + 168 + 56 = 1372.
Kriszta teht az dltala clkésziteni kivint nydrsat 1372-féleképpen dlithatja dssze.

b) Csirkefalatokbol:

4-(280 +420 +280) +5- (168 + 168) + 656
darabot kell szeletelnie, ami 10-5936 = 59360 g = 59.36 kg.
SzalonndbGl a sziikséges mennyiség:

1:280+2:420+3-280 + 1168 +2-168 + 156 = 2520
darab, ami 10-2520 = 25200 g = 25.2 kg.
Gyiimolesbol pontosan annyi darabka kell, mint szalonngbdl, fgy tomege is ugyanaz.

936
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@) Tudjuk, hogy » kiilonbozs elemet n!-féleképpen lehet sorba
rendezni. Kezdjiik el kiszamolgatni Gket sorban:
=1, 2=2, 3 4, 51=120,
40320,

6

720, 7t
Figyeljiik meg, hogy n= ndeg) végzodik.
e aae ao e Ao Barssh visal s sz
mok és legalibb egy 5-6s, valamint megjelenik a 10. fgy

5040 8!

=1{0;1;2:4; 6}, azaz |A
b AL eloz6 részl'elaml alapjén mir kinnyen dbrizoljuk a csak
pontokbol . A fiiggvény utén minden

Caten helyen 0 énéket ves fo.

a) Az 1 +2+3 + ... +n dsszeget kell meghatdroznunk. Ezt tobbféle triikkel is megtehetjiik.
rjuk példdul az osszeg ald még egyszer ugyanezen értékeket visszafelé, majd adjuk Gket
ssze oszloponként:

2+ 3+ + on
n_+ n-1 4+ n-2 + 5 1
n+l + n+l + n+l n+l o n+l n+l.
n-(n+1
A vonal alatt n-szer szerepel n-+ 1. A keresett dsszeg ennek fele: _ﬂz__)

Misk ehetduég, ha mjzolunk (b e yis
van $26). Mindegyik 1épesdi kic
téglalappd, ha elforgatjuk és

maga mellé illesztjik. A téglalap egyik il
n, amasik n+ 1, nekiink viszont csak a fele

kell.

Megjegyzések: KésGbb rekurzfv sorozatként is hivatkozhatunk a fenti osszegre: az n. Osszeget
megkapjuk, ha n-t adunk az (n - 1). dsszegher.
H tanuljuk majd, haszndlhatiu a eles indkcidt s @ megsejiet formul igazoldsira.

gy ol lpattnl - D1 (=2} 31211 feekdppen itk ool
Irjuk 4t a szorzatot mds alakba, soronként kl fejtve a faktoridlisokat:

b)

1223 (n=2)-(1=1)n-
1:2:3-...-(a=2)-(n~1)-
3(n=2)

i35

Egy ilyen szorzat egyetlen n, kettG (n - 1), hirom (2 ~2), ..., n -2 darab 3-as, n — 1 darab
2-es és n darab 1-es tényezGt tartalmaz. Azaz fgy is irhatd:
A e
Azt, hogy egy szim végén mennyi 0 van, a benne megtaldlhat6 2 és 5 primtényez6-pirok szima
donti el. Ebben a szorzatban pontosan ot darab 25 pérak kell lennie. Mivel 2-bo1 mindig tGbb
fez, ok 58, sz e oK ph, et ol 1 .10 Mg nkdth

25 Kitevaiée: pontosan 5-nck kelllenic. Mivel a kitevak egyesével exikkennek, gy a tis
elétt még négy szamnak kel dlinia, tehdt n = 9. Ellendrizziik: 9'-82-7% 6‘ 5%.46.37.28.19,

12
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Ebben a szorzatban pontosan 5 darab 5-6s primtényezs szerepel. Ezekhez pirositva ketteseket,
éppen ot nullfra fog végzGdni a szdm. (9-nél kevesebb nem lehet n, mert akkor az 5 kitevdje is
esokken.)
) Azt lgondolis lapfn nem lhetséges hissen b cgeye ovib Lépink 1 = 0.1, kkor
1928 szorzatban van 6 darab 5-0s primtényez5 az 5%-ban, de van
egy a10-1 hen is. Aznz nem ludunk pontosan 6 darab 5-6st tartalmazé szorzatot késziteni.

Kivalasztas és sorba rendezés I. (kiilonbdzd elemek)
— megoldasok

@ a) 21!~5,1-10% b)11v10-19=( 2”3 7980.
36!
P 36-35-34-33-32-31-30 = — = 42072307 200.
= G6-7)!
D 20-19-...-14-13=— 2L~ 5079110 400.
T@o-8) :
m30'29‘23»27»26»25=(
7.6:5-4=— 1
B 7-6-5:4=— 0
Kiva as és sorba ésll. azonos elemek is)
— megoldasok

@M 3-3-3-3-3=3°
@B 9-9-9=93=729.
A 3-3-3-3:3:3:3=37=
@ 2-2-2:2=2*=16.
I 37-37-37-37-37=37° = 69343957
@ 3:-3-3-3=34=81.
2:2:2:2=2=16,

43.

2187 (haiiresen is hagyhat: 47 = 16384).
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) Panna 4 tisztséget szeretne kiosztani az osztdlyban (ez nem konny feladat). Valamilyen sor-
rendet fellit a tisztségek kozott, majd hiznak: az elsG tisztségre 28-b6l, a msodikra 27-bol,
a harmadikra 26-bl, végiil 25-bG vilasztanak. \/ugy s:
28-27-26-25=—>"_ =491 400

(28 4)
lehetGséat van ha visszatevés nélkil hiznak.
Ha visszateszik az tt nevét, akkor & tjra indul a kivetkeze
a cayes hirisok egymistdl ﬁxg-‘crlcnck Akérdése:

28-28-28-28 = 28 = 614656

y az is lehet, hogy egyetlen személy lesz a titkdr, a gazdasdgis, a kul-

z

lasztdson is. Ekkor

lehetdség adddik (bi
tiros és a sportos).

@) Minden tresiit 7 dllapotba forgathatunk egymdst6l fiiggetlenil, fgy a vilasz:
7-7-7-1=7=
b) Négyjegy(i szdmot akarunk elGdllitani, vagyis az elsG jegy nem lehet zérus. Arra marad
6 lehetdség, a tobbi szimjegy viszont akdrmi lehet. Az eredmény:
6:7-7-7=2058
@) Ha mindenki mésféle fagyit kért, akkor az els& 20-félébo] valasztott, a kivetkez 19, azidn 18,
7, 16-félébol vilasztouak (képzeljiik gy, hogy minden fagyibél csak cgy gomboc volt).
A vila i

20-19-18:17-16= 1860 480.

(20-5)!

b) Ha legaldbb ketten azonost kéfrtek, akkor kérhettek ketten, hdrman, négyen vagy akir dten is

egyformit. Még felsorolni is sok eset (bdr vannak kozottiik egyszertiek ). Probaljuk meg ellen-
kezgleg! Szdmoljuk ki, mennyi eset ez dsszesen (birki kérhet birmit), majd vonjuk ki azt,

amikor mindenki mdsfajta fagyit kér (az eldzs eset). Szémszerden:
205- 221339520,
(20

Megjegyzés: Sokszor érdemes az esetek osszeszimoldsdndl duériink az ellenkezG, komple-
menter események sszeszimolisira. A feladat szivegében a Jegaldbb”, legfeljebl
drulkodnak dltaldban arrdl, hogy fgy konnyebb lesz a feladatot megoldani.

a) Ha van kett6, akkor lehet hdrom, négy, t vagy akdr hat egyforma is (rdaddsul lehet tobbféle
szdmiegybdl is 1obb). Térjiink dt a komplementer eseményre, azaz amikor minden szimjegy
Kiilinbosz6. Mivel 0-t nem irhatunk az elsd szdmjegy helyére, az dsszes esetek szimas:

9-10-10-10-10-10=9- 10’
EDbol vonjuk le a csak kiilinbivzd jegyeket tartalmazd hatjegy szimokat:
6,080
(elsdnek 0-t nem irhatunk, mésodiknak viszont nem frhatjuk az elsGt. de O-t igen). A v
a kettd kilonbsége: 763 920.

) Abaossiendabentt sinogy van: 0, 1,23, 4. 5. Enk kil e ok gy 12 eyt

0t késziteni, hogy ne legyen legaldbb egy jegy tobbszor (mdr hétjegydt sem tudndnk).

Mlvel minden szim ilyen, szdmoljuk dssze Gket. EISG helyen 0 nem dllhat, utdna viszont birmi:

5-6!1 = 1813 985 280.

z




11-11:10-9-8-7 = 609 840.
Ab) részfeladatban milyen elver hasznlunk?
@) 26 betd kétszer, illetve 10 s74

tjegy négyszer alkalmazva, egymdstdl fiiggetleniil:
6 67

b) A mai rendszdmhoz a régiben egy szimot betire cseréltek, azaz eredményiinket 10-zel oszta-
nunk és 26-tal szoroznunk kell. Vagyis 2.6-szer 10bb rendszdmot lehet (elvileg) az tj rend-
szerben kiadni.

Megjegyzés: Termé: nem minden

extra rendszimok is (egy betd-it szim példdul)

ahat6sdgok, illetve vannak

2073

Két megoldist is adunk. Elsonek kedvezziink a formuldk szerelmeseinek.

1 megoldis. Tételezziik fel, hogy Emé n darabot dllithat ki érméi koziil (0<n < 15). Ezeket
15!

(15-n)

akkor sorba rakisukra (—,)). lehetség lesz. Adodik egy egyszerd egyenlet, ahol 15-sal
n+
egyszeriisithetiink, majd mindkét oldalt megszorozhatjuk (15~ (1 + 1))!-sal:
15!

5-m+n)

~féleképpen teheti sorha a vitrinben. Ha eggyel novekszik a kidllithaté érmék szdma,

12

(15-m)!

12
15-n
n

I megoldds. Ennél joval egyszeriibb, ha elkezdjik a szorzist elvégezni: az elsG helyre 15-féle,
a misodikra 14-féle stb. érmét tehet Emd. A kérdés: meddig menjiink l, hogy 12-szeresére
novekedjen a szorzat? A vllasz: 13-ig, 12-15-14-13 = 15-14- 13- 12. Vagyis Emé 3 érmét
llithat ki

Tegyiik fel elGszor, hogy p darab bclul (az ahc clc_)crol) g darab szimot (0-val kezdve) akarunk
relh.mn..lm egymastdl fiiggetl drom szdm kombin:

P> = 8000 lehetGséget ad. En a k: Rm:mllene\ egy:nlc(cl kell megoldanunk a pozitiv egészek
Raimazin,
Bontsuk fel 8000-t primiényezokre: 8000 = 26+ 5% A kapott szorzatot 4llitsuk el két harmadik
hatviny szorzatakeént. A lehetGségek a kivetkezok:

i 2 @2 5 @5 @25

@-2:5° @5 s @20 i 1

Amjegy::kel jeloli, nem Iehet 10-nél 6bb. Ezért az els6 lehet6ség kiesik. Marad
( 4),(10;2) é (20; 1) a (p; ) pirokra. Tehdt 6t megoldas is adodik a tavoli

bolys tavoli kis orszigdnak a rendszdmidblak kidolgozdsira.
ériéke sem lehet 26-ndl 1bb, de ez most nem volt érdekes. Az egyenletet
egyenlemnek nevezziik, ha csak egész megoldisokat keresink. Ha nem jut esziinkbe

f bontisa, ki is i

a

I*Il‘
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A feladat szovege tartalmazza a ,legaldbb” kifejezést. Ebbal azt sejtjik, hogy érdemes dttéi
2 komplemente eeményre. Az eletet ey az, b kapus nem véger. ofegyeten zabud-
rigist sem. Az dsszes eset pedig, ha birmelyik szabadriigdst birmelyik jdtékos righatja a 11-bol.

Vagyis a kérdésre a valasz: 115 10% = 61 051-félek végezhetiék el az 6t tgdsta csapat
jitékosai

Megj nem tériink dt akkor is.
Veyik sorba, hiny s7abadot ghatott  Kapus! Mengunk vieszafelé ha mind a7 81t 6 i,
at egyféleképpen tehetie meg. Ha négyet, Akkoregyelm jitékos rigott: 5-10 = 50 lehetdiscg.

Ha hdrmat rigott a kapus, akkor az Gsszesen $+102=1000 lehetGség. Ha kettdt, akkor
5

majdnem az elGz0t kapjuk, =10000. chul ha csak egyet, akkor 510

108
203
Ezek dsszege ismét 61051,

GID i el g aegendds Bk, akorighator 0,1, 2.3, vagy 5 satgltet Emél ol

abban ugyanis csak kettG eset van: m hdl. vagy

et segleet adott be. Mind  hett egyféloképpen ighatta Divid. Hatotpedig 7-9 = 63-féeképpen

(ne feledijiik, a hétbdl egyet rigott valaki s és Bekkemen kiviil még 9 mmnyjmem van nagy-
palydn). Azaz eseteink szdma:

107 - (1 +63) = 9999 936.
Ha mégis nekidllunk az eredeti esetek ésszeszimoldsihoz, akkor a

97+7-95+ =92

Megjegy:

311
5120
Gsszeget kell meghatdroznunk.

Most is érdemes dttémi az ellentett események dsszeszdmoldsdra. (Eredetileg 0, 1,2, 3 vagy 4
csirkefalat Iehet — érdemeschb helyettik 5. 6 vagy 7-t tekinteni.) Ha a nyirson minden falatcsirke.
azt egyféleképpen dll n.up Gssze Kriszta. Ha hat, akkor 7-2 = 14 lehetGsége

a lehetGségek szima ﬁ 22284, Ezek Gsszegét kell levonnunk az Osszes lehetdségbdl, ami

most 37 (mivel a nydrs sszes helyére hiromféle ételbdl keriilhet egy). Ezek alapjin az eredmény:
2187~ (1+ 14 + 84) = 2088,

Megjegyzés: Nem térve it a komplementerre:

204 9322088,
4!

\
247064 1 05,
20 3

Vegyes feladatok — megoldasok

I @) Ha tavasz van, akkor a madarak csicseregnek.
b) Haa madarak csieseregnek, akkor tavasz van.
) Akkor 6s esak akkor van tavasz, ha a madarak esicseregnek.
FIHE) @) Négy oldala egyenlG; mind a négy szoge 90° és mind a négy oldala 3 cm; mind a négy oldala
cgyenl hosszisigi és mind a négy szoge 90°-0s.
b) Piros; oszthatd 24-gyel; oszthatd 3-mal és 4-gyel.

16
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Skatulydk: percek.

4.7=28
@B 6!=720.

AT 10! =3 628 800.

210.

.956-1016;

B0 ) 32! ~2,631-10%;

@) 3=6561; b3 2’ 384,
21021024,

am =427518000.

30!
(30-6)!

2090 =5040.

{0-a1

21 12! 12

a@m 4 =1 2 2am 2 oia; rab A2
i (12 T P T (P 0 az2-nt

Mindosszesen:
11880+ 1320 + 132+ 12= 13344,
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10.2. A GYOKVONAS
Racionalis szamok, irracionalis szamok — megoldasok

B a) 2,62
) 1.538461: 1) 03941176470588235,
191 21973 3
L ) 228, S
€ o) 2 ) 15000 95
ey 0T,
% 999
5t 31531
g 1L, DE==
500 " 5999

EIIT) Mindegyik bizonyitds indirekt tton torténhet.
FITH a) A derékszogd hiromszog dtfogdja 2, befogdi 1 és 3.
b) A derékszogd hiromszog befogdi 1 és 2. dtfogdja V5.
¢) A derékszogd hiromszog dtfogdja 4, az egyik befogdja 1, a masik VT3,
d) A derékszogh haromszog dtfogda 5. az egyik befogdja 1. a masik V24,
) A derékszogi hiromszog befogdi 3 és V2, dtfogdja VT, ebbsl 2-t elvesziink.
f) 3-b6l elvessziik az a) részben szerkesztett V3-t.
2) Aderékszogd hiromszg befogdi 2 és V3, dtfogdja /7, ezt megfelezziik és elvessziik a 2-bél.
h) A derékszogii hiromszog dtfogbja 8. az egyik befogéja 2, a mésik V60.
i) Aderékszigt hiromszoig befogdi 44 és \/T3 (egy mésik derékszogi haromszghol szerkeszt-
het6, melynek befogdi 8 és 3). az dtfogé v2009.
BB a) Példdul: 1.23112311123111123...; 1232232223222
b) Példdul: 11,123112311123...; 12,212112111211112...;
¢) Példul: 3121221222122221...; 32.213211321113...;

121213213321

@m o) % =2,5625; a2009-dik jegy 0. 6; 2200-dik jegy 6.

) %:2,16; 22009-dik jegy 6. u;g

0.5; a2009-dik jegy 5.

,571428; 6 jegy ismétlddik, mivel 2009 = 3346 + 5, a keresett jegy 2.

12516+ 9, a keresett jegy 2.

,7058823529411764; 16 jegy ismétlodik, mivel 2009 =

) Raciondlis példdul: 5,991; 5,992; 5,993.
Irraciondlis példdul: 5,9912112111211112...; 5,99232232223....; 599565565556

18
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@D a) Igaz.
b) Hamis, példdul (1 +v2)+(3-2)=4.
) lgaz.

310
) lgaz, példdul =+~
) Igaz, padaul =

) Hamis, példdul (V2-1)-(v2+1)=1.

) Tgaz Visd az el6z6 példt.

) lgaz.

1) Hamis, minden racionlis szdm reciproka raciondlis.
i) Hamis.

A négyzetgy agai =

Eim»xzéz b) x20; ) x<0;

wxsk ek oo
g;xozvagyxz%; m;zé; Dx22;
) x<$-3 vagy 2€x; k) x<-1 vagy x2 1.

@ «) 6; b) 3
d) 2; €)5;
83 1s;
2 k) 16;
m) 2401; n) 121;
kS 912
BB a) V50> 45, b) NTT <IT8; ©) V20 =20;
d) N20 < V2T o) V3<% 1) 30 =30;
o VB< T 1) T <V, o [EsL
G0 a) 24+11-6; b)5-\2+1; ol
d) 12 e 14 N
2) 34-24-7; h) 484243 i) 45-20-5;
J)19+4-421
@D a) 2; b) s o5
d) 4 €5 16
) 30: "2 i) 56,
J) 289 -18; k) 2-NA1-12.
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BB o) V75> 72; b) 108 >/98; ) /500 > V486;
d) 99> 92; ) NT2=4T2; f) A48 <450;

A 13 [35 9. s
8 VZ=42; h) 7 <\5 )5 >\5
L
D

@D ) 0; b) 643 PR )3 b
82 h) 47; )3 k) 0 ) 14-42x.
o%5 045
)3T,
) 27, B 13410
9= o
225 s, R )
3y
@D o) 8-(J5-2); 5)6-(F+1); o) -5-(2+7);
) 2-(f6-1); ) 2:2-V3+1): H1-GZ4T);
22-(4:42-3-43); 1) 5T +6-43; i)19+6-V10;
k)m,azﬂ,a$l: I;M,Mm”yv
1 ey
7-45_7-45-5
) 6+3 ) = ;
) 6:43; )T T
) 5+21; N
P LINEe DEIE=6 o0 pes;
9 S’Z'ﬂ;,yzo,ys:.
=

Em o) V5 b) V15, o \/% &) 6 o) %
@ 12a%;  h) Jab: RC

D A nevezdt gyoktelenitve:

1 1 "
(U‘/gi‘/g:~/ﬁ+\/§,ez.én \/gﬂ/gdv\/é,

7 7
”‘Jﬁ,ﬁzz'ﬁ+ﬁ'°"é“3'ﬁ<m,ﬁ‘

20
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) Gyoktelenités utdn:

(V7+V3)-(20-2-84) _(10+2-21)-2-(10 - V84)
4 4

=

_(10+89)-(10- V89) _100-84 _16
- 2 T2 2

b) Anevezs dtalakitdsdval:

[f” T 2)] (1047-35)=(7-45-10)-(7-V5 +10) =49-5-100 = 145.

@B A behelyett
o JE+2 JE-2 Wr+2)-(r-3+(Wx-2) - (Wx+3) _2c-12 29,

s eldtt végezziink dtalakitdsokat:

T - x-9 x-9 22
py 3Eel 3 VE 1 BV 4 )@ Vx49)+6:-V =)0 Vx -5
zJ’ 5 5+2:x 4x-25

120410 62

oo

@D A bal oldali tort nevezdiét gyoktelenitsik:
1254518 _(125+51-J6) (5 +V6)

49+20- 6.

5-V6 25-6 ¥

A jobb oldalon lev nevezdt gyoktelenités utdn emeljik négyzetre:

[ﬁ]:(sﬂ.ﬁf:wnuﬂﬁ

Mivel Vax?—12x+9 = 2x =3)? = [2x - 3], ezért:

a)l2x-31=2x-3, h“>§.

@D a) Ahdromszog oldalai: a=3; b=72=6-V2 c=9 egység.
b) Akétbefogs VT5 és V210 egység, az dtfogd 15 egység.

¢) APitagorasz-étel alapjdn:

=(EF 1) + ({2 D),

ahonnan:
A=dxdbdrtl,
2=Qe+1),
c=2x+1.

Mivel x € N*, az itfog6 h

21
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a) Gyoktelenitsiik a tortek nevezdit:
VE+V2_(5+42)-(J3+42) :
Foh 3%2_,/19./10“/34»2\

V20 -8 _ (20 -8)-(V3-+2) 1
W,T,z VI5-2-410 -2 V6 +4.

Nézziik a keét kifejezés kiilonbségét:

A

A=B=-\T5+3:10+3-V6 -2=(3-V10 - V15) +(3-V6 - 2)>0.
Mert mindkét zdrdjelben pozitty szém .
Tehit A > B.
b) Egyszerisitsiink:

A=5.Y2-2-3

_20-4-J6 _10-2-v6 _(10-2-V6)-v2

=5k 5 - 7 5.42-2-43
Tehdt A = B.

) Hozzunk Iétre a gyokok alatt teljes négyzeteket:

POV P LNPREIVG BN 24 %mm’:mﬁﬁ-' ﬁ&r'.

ez )= L=

oo T
Tehit A =B.
Vegyiik észre a gyokok alatt a teljes négyzeteket:
354234~ 35234 = (V34 + 1) — (V3 - 1)’ =
=3+ 11-IV3a - 1l=2.

@D «) Gyoktelenitsik a nevezoket:

1 _2-V3
= =205 6 b=2+43
e e e
Behelyettesités:
e VN T |3+ 3-8
L W 1 L 8WN3 3085
a+l b+l 3-\3 V3 9-3 7 9-3

b) ElGbb a nevezok gyoktelenitésével hozzuk egyszeribb alakra az eredeti kifejezést:
+a)-(1-VT+a) (1-a)-(+T-a)

1-(1+a) 1-(I-a)
_l+a-T+a-a-Vita-l+a-Vi—a+a-JT-a _

+Vva )
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Mieltt helyettesitenénk, szamitsuk Ki a két kritikus kifejezést:

(]

va=.= 35
Ezeket az ercdmc’nyekct Juk be (1)-be:
REE)
2 1
N
Z
VBN B _a? b5 —lal- 02 _
a-(b-ap b a-(b-a?-b-Jb
Bia=D. Loy e
lal-b_| a-b-a? a-b
g @) Gtb o0

a-b-a? (b-a?
b) A gyok miatt a2 0, atort miatt a—5-va +6# 0. Helyettesitsiink: x = Va.
X2-Sr+6=a2-2r-3x46
= (@-2)-3:(-D= (-2 (x=3)
tehit a% 4, a%9.
A szimldlot i

lakitsuk szorzattd:

P-x-2 +X-2x42=
(et D=2+ 1) = (et 1) (r-2),
Visszahelyettesitve az eredeti trt:

Wa)-(fa-2)_Jast
Wa-2)-(a-3) Ja-3

) A gyokok és a tortek is értelmezhetdk, ha x> a? és a #0. A zirdjelen belil hozzunk kozos
nevezdre:

i ((E-md) (Fedama)

x—(x—ad) x=(x-a?)
V5 xtx-a?-2-Vx-Jx-a—x-x+a?-2-Jx Vx-da®
P
Vi c4xx-d 4
/ a a?
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d) A gyokok és a toriek értelmezéséhez az kell, hogy a >0, b= 0 és a# b teljesilljon.
El6bb a szimldléban hozzunk kiszis nevezdre, majd probiljunk egyszerdsiteni.
aJa+b-\b
“Jasdh_ VP 2 b _aarbB-a-vb-b-va, 2B

a-b Ja+b (a-b)-(Ja+b) Ja+ b
_Va-@-b)-b-ta-b), 2:Vb _(a-b)-(Ja-vB)  2-Jb
@-b)-(a+¥b) " Va+b~ (a-b)-Na+b) " Ja+b

_a-Vb, 2.0 _Ja+ib
Va+Jb  Ja+Vb Ja+\b
Az utols6 szorzatot irjuk it az (a +b)-(a — b) = a? ~ b? azonossdg alapjén:

2009-2011 =20102 - 1.

V1420061 +2007-T+2008 2010

Alkalmazzuk Gjra az el6z6 médszert

Ezzel a kifejezés:

1420061 +2007-J1 + 20082010 =1 + 2006 I + 2007 -2009 =
=/1+2006-2008 = 2007.

a) El6bb a gyokok alatii

ejezéseket hozzuk egyszeriibb alakra:

o3 @HECHI6 L a8 416 (@4
£ v 2 Yl i

_go a2
4a

(a1+4>2 [@=aF _a+4 a4l
W@ 2dd 2l

és la2-4l=4-a

at-8a2+16 _(a® -4

Ezek utdn helyette:

A feltételek miatt |al

4-a®_8 _4
2a

b) Kovessiik az elbbi médszert:
@420 B2+ bt—da? -5 (=02
(@+59

. L et |
P40 \(24p2) @D @b
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EbbGl:

22
Fr0 a e b
w={ v
W2 P -a®_a+b?
v e
) EIobb esak az (e 1)-et irjuk fel a-val:
coatl
2-Ja’
e +2a+1-4a_(a-17?
4a T 4a

Gyoktelenitsiik h(x) nevezGét:

,,(X):jﬁxz;l 20T V@) (4 V),

x2-1 x2-(x2-1)

ebbe az alakba helyettesit

_y [@ 17 (a1 a1y
=2 [ [2>J;+ =

Ebbol:

Vizsgljuk meg a k-adik tagot:
1 VT - VR
o — =V T-
Frdirl ek F
Az Bsszeg tagjait dtirva:
VZ-1)+(B-v2)+ (V& -3 +..+ (i - =T1)=9,

ugyanazok a tagok pozitiv és negativ eldjellel is megjelennk,

Alakitsuk dt f(x)-et a szdml4l6 gyoktelenitésével:

2 ') (2 +100) - (¢ + 1) 9
)=+ 100 -Vl r 1=t )
L * 2100 + @+ 1T Va2 +100 +Va% + 1

Az f(x) figgvény piros, mert f(x) = f(~x).
Ha x>0 a fiiggvény szigordan monoton csikken, maximuma van, ha x = 0, ekkor £(0) = 9.
Mivel f(x) >0, a lehetséges egész énékek: 1,2,3,4,5,6,7,8 (ezeket két helyen veszi fel) és a 9.
zesen 8-2+ 1= 17 helyen vesz fel egész értéket.




003 e

2
[212 RUR b)lal;
o) lxl; R
9t i) a%
m) —4x%; n) 27x%
a) 15; b) 6
Xy
2b; -t
e N5
i) 2% J) 2xy
@M a) 3; b) 4
o2 3

B a) Y184 < Y189; b) Y135 <136
o) Y1024 <1053, 1) Y3159 < Y3168.

BHD o) 0 ) 0;
o) 4x-¥x; 1) ax 4
| o V7 ) ¥77;
¢ az0.4a=Ya%  f)beRr. W
i) xeR, I =X, j) x>0, 43,
m) x>0, 4,
2
@ o) T\E; DERE
¢ 5-95% 1) 6-925%
¥ 7-¥a
=
@B o) ¥ bV
227 1) Yt

o) Y1377 > Y1375,
o) 0;
) 6a-Ya;

PRGE
&) xe R,

k) x>0, ﬁE:
X

PER

5.9a
8 3

o ¥
8) 24T,

d)-x;
) x%
sl

d) 15;

e

d) Y405 > Y400;
)543
1) 6a*-Ya.

o Y27
1) x20, %0

) x>0, 4%

@) 543
¥

w2,
2

) T0;
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Egyrészt 2 =44,
Alakitsunk ki kozss gyokkitevoket:
=G5
i hatvényokat:
57 <323 =215 =85 < 93 =310,
B<2={1<¥.

a) lgaz b) Hamis, mert 117 =11
<) Hamis, mert Ya’® d) Hamis, mert Y0 = (a)*
A bal oldalon:
Y332 ax -1V oA der a2 = Y= 17+ Vx? + -2
@) x=1+lxl+lx-2l=x+1 ha0<x<2.
b)x—1+lxl+lx-2l=3x-3 hax22.

Elég dsszehasonlitan a gyok alat

‘Tehit novekvs sorrendben:

—L+lxl+lx -2l

) x=1#lxl +lx-2l=1-x ha x<0,
a) Ertelmezés: x#£1. A gyokjel ald bevitel utdn haszndljuk fel, hogy (¥x?
5. 32 Yior P2t
-1 Y21 -1

b) Ertelmezés: a-x>0 é a+x>0.
A zérjelben 16v6 kifejezést hozzuk kozos nevezore:
a-(@+x)-x-(a-x)-22 a?—x? (a-x)-(a+x) —Jao@Tn.
Jla=v-(a+x) Ja-x-a+n Jla-v-(a+x
Az eredeti kifejezés:
Ya-v-@-v-@+n Ja-x-Ja+tx Ya+rx \(@+x .
c) Ertelmezés: a2 0; x20; a#x
Els6 Iépésben alakitsuk a zdrGjelben 1évG tortet:
ar¥ad _Ya ({4 40) _ ({Yar$5)- W Yo +42) gz
Va+dax Ya-(Ya+¥x) Ya+¥x

Az els6 tort is egyszerfisithetd;

ax +

Az eredetibe behelyetesi

e F - (7 24+ ) =2 4
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d) Ertelmezés: a=0; b>0; x> 0; de a és x egyszerre nem lehet 0.
A zirGjelben 16v6 trtet alakit
o’ + Yaox_ 4ox (42 +4) _ g
Ve+va Vx+a
Eat beirva, és elvégezve a négyzetre emelést
4brebeed (hesd) (b)) o

Vbx +3 Jbx +3

a) A gyok alatti kifejezéseket alakitsuk teljes négyzetté:
e Vi -4 ={6+2-2) {622
=\3+2 2 -3-2- 2
Alkalmazzuk az el6z6 médszert:
N e EN s RN (G AT
=(V2+1)-W2-1)=2.
b) Legyen Yfa+b-ve —Yfa—b-Je = x pozitiv egész szdm.
x2=a+be +Ja-bc -2-Ya? - b%,
PNy v oy o AR
2+ =a+b-Je+a-b-Je+2-Ja¥ bk,

(2+202=2a+2. a fehérel miatt |

Eredményiink szerint x piros szim,
Legyen x=2k xe N*.
(2 +2)%=(4k2+2)2 = 16k* + 16k* +4=2a +2,
amibl:
a-1=8k + 8k =8K2- (K2 + ).
Mivel k2 és k2 + | szomszédos szdmok, a szorzatuk pdros, ezek szerint 16]a
Tehdt az a szim 16-al osztva 1-et ad maradékul.

Vegyes feladatok — megoldasok

. az 1-nél kisebb szamok esetén nem.
a—1-nél kisebb szdmok esetén nem.
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BID a) acR; b bz o) ceR; d) d<0; €) x20.
B o) Y55 >N, b 22 < o) YR =GP 3
B8 a) 33 b) 6 o) 1+4-15;
&) 6-39 o -1 N
g»ﬁl_; WY -2 Y- 21y i
a a-1
@B o) 9243; b) 9500; o %53,
) QF; o &) 1) 05T,
3 5
5
2 ¥b: )=
a
B o) 5+5-95-5-45; b) 2T ¢ a-a-Ya+a-Ya.
Mivel @ ﬁ"’ﬁ:z-(«ﬁhﬁ), behelyettesitve a®— 47 -a=-20.
Ha a befektetést b-vel, a hasznot h-val, az ardnyossigi tenyezdit pedig g-val jelolji

h=q-3b.
a) Az 500=¢- 1000000 cgyenletbdl: ¢ =5.
b) h=5-Y2000 000 ~ 630 Ft.
) Az 1500=5-Yb egyenletbdl: b= 300° =27 000 000 Ft.

@I ) A fondlinga lengésideje '7' V2 -szeresére novekszik.

b) Afondlinga lengésideje '7

&

—‘g—i -szorosira csikken.

., amib6l

) Ha 1, =31, akkor vagyis 1 =91.

‘F
1 an‘ﬂ 1
8

Teht a fondlinga hosszit 9-szeresére kell novelniink, ha a lengésidejét meg akarjuk hdrom-
szorozni.
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@) H artalmazza az egész szamokat, a Kifejezés éncke a, ha b=0.
b) Legyen x=a+b-v2, y=c+d -2, ahol a, b, ¢, d € Z. Ekkor:

+O)+(b+d)2eH,

x-y=(ac+2bd)+(ad + bc)-N2 € H.

) Amegadott szim eleme H-nak, mert:

VITS10V3 =25-10- V2 +2=\(5-42)

d) A szim reciproka:

5-V2l=5+(-1)-V2eH.

1
a+b-2" @-2?

Akkor kapunk egész szimokat, ha a tortek nevezdinek ériéke 1 vagy ~1. Ennck megfelels
@ és b ériékek, példdul a=3, b=2 vagy a=7, b=S5, természetesen ezek ellentetti is
megolddsok:

7-5-42.

242

L 1
3+2-42 7-5-42
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10.3. A MASODFOKU EGYENLET

A mésodfoku egyenlet és fiiggvény — megoldasok
B0 a) (x-1)% +3;

) (x+8)2-60;

0)2:(x=2)*+5;

215087)

b) (=32 o) (427 d) (x-6)>
8 (x-152-025  h) (x+252-525;

k) —(x+5)+27; D -(x-42+19.

<)

Zérushelye nincs. Zérushely: Zérushely: x, =4,
Minimum értéke: y =2, Minimum értéke: Minimum értéke: y
helye: x =4, hely helye: 1
) )
wrsp-1 [ K L
s B (x=5¢.
s B

Zérushely: x, =
Minimum értéke: y
helye:

Zérushely: x= 5.
Minimum értéke:
helye:

rushely: x, = 1, x
Minimum értéke:
helye:

Zérushely:
Maximum értéke
helye:

31
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K p P

ET I s

s

fie :

=R e B 3
3 (x+2P 43
23
Zérushely: x, = >, Zérushely: x, =7, x; Zérushely: x;
o Maximum ériéke Maximun értéke:
Minimum értéke: helye ety 5
helye:
a) a(x) = x>~ 1, zérushelyek: x; =1 és x,

b) b(x) = (x+ 1)* + 1, nincs zérushely.
) e(x) = (x=2)%, mshely 2
&) d@) = (x+3)2- 1,
) e(x) = (x~4) - 1, zérushelyek: x, =3 é x, =5
f) f(x) = (x +2)? - 4, zérushelyek:
2) 8(x) =2:(x~1)* -2, zérushelyek: x;
1) h(v) ==(x+4)? +9, zérushelyek: x,
@) f() = (x+3)*+c-9.

Nines zérushely, ha ¢ > 9. Egy zérushely van, ha ¢ = 9. Két zérushely van, ha ¢ <9
b) g =(x-4)2 +c-16.

Nines zérushely, ha ¢ > 16. Egy zérushely van, ha ¢ = 16. Két zérushely van, ha ¢ < 16.

2
) h(n) = [rféjnfﬁ

Nines zérushely, ha ¢ > % Egy zérushely van, ha ¢ % Két zérushely van, ha ¢ <?.

) 2~ 14x +p'= (x—7)2 - 49 + p minden valds helyen pozitiv, ha p > 49.

2
b) 2 —6x+p=2 -[x - %] - % + p minden val6s helyen pozitiv, ha p> %

) Sx2-Bx+p=

»[x - g) - g +p minden valds helyen pozitiv, ha p > ?.

x-272+1
x-572
) f)=(x+3)2-3=

4x+5. Tehit b
10x +25. Tehit
+6x+6. Tehit b=6; c=6.
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B f() = (x~2)? - 4, a fiiggvény grafikonja az dbrn lithato.
) Az adott intervallumon egy zérus helyvan: x = 0.
b) Az adott intervallumon maximun taldlhat6 az x =3 helyen,
értéke: y 1,

Minimum az x =2 helyen van, értéke: y =
) A filggvény szigorGan monoton csokken, ha x & [-3; 2],
novekszik, ha x &

@) 2:3-b-3+18=0, cbbél

2

2
b f=2 [xf—]f—‘*IX Nincs zérushely, ha le—>0 —12<b<12.

2
a8 4
f)=2-(x~1)*+ 16, a minimum érték 16 és nem 10. Tehdt nincs a feltételnek megfelels b.

o) f) =2 =1, tehit b=4 eseténleszaz x= 1 helyen a minimum, ekkor

A i egyenlet 0 - a
88 o) x, = b)x
&) x5 =0,x €) x, =20, x,=-20;

& x h) nincs megold:
Qa= Ha=dx
BH) a) x,=0. x,=5; b) x, =0, x,=-T;

& x=0,x P
gn= B x=0,x
@0 o) x,=2,x, b)x=2x

e) nincs megold:
B #5233

@D a) x,=-4, x,

dx

b)x=1x

@ x=dxn

W) x =

Kx=

1) nines megoldis;
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e,
1=% %
5

P

1
5
4
=7 =
P @ x 3

@@ o) x=-2,x5,=1;

dx=lxn

b)x =43

&) X =2

a) x#5 és x#-5, xeR. Beszorzds és rendezés utin: 2x - 50 =
b) x#4 6 x#-4, xeR. Beszorzis és rendezés utdn: x - 6x +
Az egyenlet megoldisa az adott szémhalmazon: x = 2.
1
3

. Nincs megoldis.

x € R. Beszorzds és rendezés utdn: 6x? + 4x + 1 = 0. Nincs megolds.

1
o) x#s bsx#
3
d) «:% é xa%‘ x € R. Beszorzds és rendezés utdn: x> - 3x— 10=0.

Az egyenlet megolddsa az adott szimhalmazon: x,
e) y#+2, ye R~ A

és xy=-2.

3.(0+2)(v-2) y-2

Rendezve: 3y*+ 7y -6 =0, amib6l: y, = g by, =

Az egyenlet megoldiisa az adott szimhalmazon: y = -3,
f) a#+3, aeR*. Awlakitds utén:
M+12a _ Sa

@+3)-(a-3) a+3

Rendezve: 6>~ 17a -3 =0, amibdl: a) =3 és a, i
Az egyenletnek az adott szdmhalmazon nincs megolddsa.
8) b#+2, beQ. Atlakitds utin:
16+2b b-1 2+1
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1) d#0, d#£2, d e N. Awlakitds utdn:
4

1
d-@d+2) @d+2)-d-2) d-@-2)
., amibél: d, =3 és dy
szdmhalmazon:

Rendezve: d*-5d +
Az egyenlcl megold:
i) e#5. e%-2.ecN. Al

Rendezve: ¢2 —20¢ + 96 = 0, amibdl:
Az egyenletnek mindkét gydke mcnoldés a2 adot srémbalmazon.
J)y#-1,y#3, y e Z". Aulakités utdn:

Rendezve:
Az egyenlet megnmm az adott szdmhalmazon:

B Az egyenlet diszkrimindnsa: 16 - 20c
@) Keét Kilinbiz valos megoldss van, ha 16 ~20¢ >0, vagyis ¢ < 2.

b) Egy valos megoldds van, ha 16 - 20¢ =0, vagyis ¢ =

) Nines valés megolds, ha 16~ 20¢ <0, vagyis ¢ > %,
9
>
b) Az egyenlet diszkrimindnsa: 36 +da.
Egy valos megoldds van:
1. Ha az egyenlet elsGfoki:

@) a(-3+6-(-3)-1=0, haa=

=0, ekkor x=1
6

1L Ha a#0, D =36 +4a=0, vagyis a=~9. Ebben az esetben x=51

) Két kiilonbisz6 valos megoldds van, ha @ #0 és 36+ 4a >0, vagyis ha a>-9, de a#0.
d) Nines valds megoldds, ha 36 +4a <0, vagyis ha a <~9.
Az egyenlet diszkrimindnsa (2m + 1) = dm-(m -3) = 16m + 1.
) Egy val6s megoldds van:
1. Ha az egyenlet elsfokd, azaz m = 0, ekkor x=

1L Ha m 0, a diszkdimindns 16m + 1= 0, amibGl m =~

0, a megolddsa x=-7.

1

A let: ——
2 egyenlet: —o T
b) Két megolds van, ha 16m + 1> 0, azaz m >-é, de m#0,

) Nines megoldds, ha 16m + 1 <0, azaz m<—#.




Vizsgaljuk meg az egyenlet diszkrimindns
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D=4-(5k+3)2-20-(5k? + 6k + 1) = 16.
Eredményiink azt mutatja, hogy konnyen megkaphatjuk az egyenlet gyokeit:
2:(5k+3)+4_10k+10 o2 GkE—d 10642 1

k+l & o
10 10 2 10 10 5

A gyokok kiilonbsége: x, - x,= %, valban fiiggetlen k-tol.

Ha van valés gyok, akkor az egyenlet diszrimindnsa nemnegativ:

B a) x*-Tx+12

D=4-(a-b+c)-12-(a®+b*+ ) 20.

Atalakitva:
[@=b+c)*=3-(@+b>+c?)] =-8-(a® + b2 +c* + ab —ac + be).
Teljes négyzeteket

a
D=-4-[a+b?+(a~
ez a kifejezés soha nem pozitiv, csak akkor van megold:
Ekkor a+b=0,a-c=0 6 b+e
Mindhdrom feltétel teljesiil, ha a =
Ekkora e helyére a1 és b helyére (-a)-t helyetesitv és 3-mal osatva ztaz egyenltet kapiuk,
hogy a2x?+2ax +1=0, ahol a#0.

b+e)?].
. ha 0-val egyenld.

Az egyenlet egyetlen megoldisa x =

A gydktényezds alak. Gyokok és egyiitthatok kozotti
osszefiiggés — megoldasok

B0 @) (x-2)-(x+3); b) (x+4)- (4 3); o) (v=5)-(x+
d) (x+10)- (x+ 6); o) (x-8)% f) nines megfelel szorzat;
&) Qx+3)-(x-3% B2+ Dk i) Gr+2)-(x+2)
J) @x=1)-(r+5) K (320 +6); 1) (4=39-@x+ ).

o) X+ x4+ 18=0;
0;

@D Példaul:

2171 )

d) X+ 4x 0; f

8) 2 +dx=0; B 62— Trs2=0; 152+ x-220;
) 2002+ 195+ k) 3022+ 19528 =0; 1) 7262 - 41x-91 =0.
a) x2-3x+2

b) ¥+ 2x-3=0; ) 3 +x-2=0;

d) 4%+ Tx +3 €) 13x% - 35x+22=0; N
2odr+ 1 h) X%~ 14x+31=0.

Tx+12_(c4d)-(c43) _x+3, b'z.‘l-m-lo Gr+2)-(x-5) _3x+2
FP+20-8 (x+4)-(x-2) x-2 22-7x-15 (x+3)-(x-5) 2x+3’
2343c-5 _(Qe+5)-(=) _x=1 102 -13x=3 (x4 D)-Qx=3)_Srel
22 +11x+15 (0 +5)-(x+3) x+3 -8+ 14x -3 (3-20-(4r-1) I-4x



A MASODFOKU EGYENLET

BB a) x+x,=

b xex

L1 _x+x
o= =1
PR

=5

&) xR r xR =25 xz%’;

az egyenlet: 2x

5
€ xy =+ 1) = 2=

f) Ha xy=x, ~2 és xy=x,~2, akkor:
1

& xyx=xm-2 (r|+‘1)+4:%.

BAx =yt -4

Az egyenlet: 207 + 13x + 17 =0,
a) Az x;2-x + x,-x,7 Kifejezést dtalakitva: x, -x,- (x; +x,), majd ebbe helyetiesitve a Vieté-
formuldkkal kapott eredményeket (x| +x, = =7 x,-x, = 12) kapjuk, hogy:
x4 xt =84,

Vegyiik észre, hogy x,2 + k a Viéte-formuldkkal

Kapott eredményeket (x, +x.

x
b) Hasonléan az a) feladathoz, kapjuk, hogy:

X2 Hxat= 3 és
) Hasonléan az a) feladathoz, kapjuk, hogy

2 s x2ec22
X+ & xPexP==
1

A X2y )= 2-xyx, dtalakitdst elve,,em az egyenletbe helyettesftjik a Victe-
mulikkal kmpullcrcdm:nyekcl( ).
34=(pP-2-(-15), almbél p=22.

1), =~15), gy kapjuk, hogy:

Oldjuk meg a megfelel egyenleteket paraméteresen, és alakitsuk szorzattd:
—2y-3y2 _ () (r=3y) _x+y

W=
x74xy+3yz (=y)-(x=3y) x-y

(42 x+2y (-2))-(c-1)
62 +(15+4y) - x+10y _ (Bx+2y)-(2x+5) _2+5

d)

62+ (dy-9)-x -6y  (x+2)-(x-3) 243
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A gyokok és egyiitthat6k kozotti dsszefiigaések alapjdn:
nEa 3=+ )7 -2 xy = p2-2q,

Yy =+ a3 =0+ ) = 30f e xp = 3w 43 = 0y 1P = By (g ) =

Akeresett cgyenlet egyitthatdi szintén felithatok a gyokokkel, czért a megfeleld egyenlet:
=02 =290+ Gp-g=pI]-y + (P>~ 29)- Gp-g - p*) =0.
Felbontva a zdrdjcleket:
Y+

PP=3pq+29) y-pS+5pq-6p-q

a (ira vi ] ami egyenletek,

+ nincs megolddsa.

1 vagy

 vagy ¥
P =olix =l gy £ =85, =2
=3 vagy

b)x=8,y=
dx=1,y=

Pu=2y=
Wam-bon
) x
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@D o) Haa=(x-2
Visszahelyettesitve: (x - 2)?
(x-2)2=

b) A b=(x+3)? helyettesité:
Visszahelyettesite

2 5a+4=0. Megold:
L amib6l x, =3, x,

a=lésa=4.

I;
, amibol xy= 0, v, = 4.
~7b~18=0, aminek megolddsai: by =9, by

9. ahonnan x; =0, x, =-6;
~2, aminek nincs megolddsa.
) A c=(x+5)? helyettesitéssel: ¢~ 13c - 4
Visszahelyettesitve: (x + 5)% = 16, amibél x, =
(x+52=
d) A d=(x-3)? helyettesitéssel: 3642 - 13d + 1 = 0, aminek megolddsai: d, = —,

. aminek megol

3, aminek nines megol

Visszahelyettesitve: (x—3)2 = %, amibél x, =~

(\7:92:%‘ amibél x1:1.%, ..

BID a) Az a=x*+ 6x helyettesitéssel: a-(a +4) -
Visszahelyettesitve: x>+ 6x="7, amibsl x, = 1, x
x2+ 6x=~11, aminek nincs megold

bAD 4x helyettesitéssel: b-(b~3)~ 10= 0, aminek megolddsai: b
Visszahelyettesitve: x? - 4x = 5, amibdl x,
X2 =4y ==2, amibdl x;

) Az egyenlet dtalakithat6: (1% - 2x)2 ~ 11+ (% - 2x) + 24 = 0.

{estve a mésodik cayonltbe: 13 1 S +4.20, ¢obol x=
b A2 els6 egyenlethez hozzfadva a mésodik 4-

L y=8
) m?:m :hho

x, ==l
ftve a mésodikba, beszorzds utdn: 12— 17x +30 =0, ebbdl x, = 15,

202 +64 =0 egyenlet adédik, ebbol
=yt
x2-54=0 egyenlet adddik, ebbdl

£3)

h) A két egyenl:l hal oldaldt szorzattd ‘l|dkll\d é :Inqlvﬂ az elsét a médsodikkal:
visszahelyettesitve: x, =4,
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) Mivel az x = 0 nem megolds, eloszthatjuk mindkét oldalt x>-tel:
+ '),9.(”1}.4:0.
X x
1
¥
Az egyenlet: 2-(y ~2) - 9y + 14 = 0. A megolddsai: y, =

gt

1
iik az y=x +—-et, ckkor x2+
x

Visszahelyett

b) Mivel az x = 0 nem megoldds, eloszthatjuk mindkét oldalt x>-tel:

),5.(“1‘],33:0

1 2
Helyettesitsik az y=x+-ct, ekkor x>
x

Az egyenlet: 6-(y* —2) - 5y - 38 = 0. A megolg

Visszahelyettesitve: x+

19 A megolddsai:
3

. A megolddsai: xy=-2,

Z 2

a) Hamegvizsgdljuk az egyenletet, kideril, hogy az x, = | megoldis, ennck megfelelden alakitsuk:
x2(r-1)-x-(e=1)-12-(x-1

(2 -x-12;

. A megolddsai: x.

A szorzat misik tényezdie is lehet 0:
b) Az egyenlet egyik megolddsa az
22 @) —x () =6+ 1)=0,

@+ (2 -x-6)=0.
tényez6 0: x2 ) aminek a megolddsai: x, = 3, x3 =
¢) Az egyenlet egyik megolddsa az x; = 2. Alakitsuk szorzautd:

A2 (r=2)+ 93 (1 =2)+20-(x~2)=0,
(x=2)-(x2+9x +20)=0.
A misodik tényez6bol: 12 + 9x +20 = 0, aminek a megoldasai:

Ha a misil

Masodfoku egyenlétlenségek — megoldasok

B a) x<-7 vagy x>7; b) -10<x<10; €) x<$—6 vagy x26;
d) ~20<x<20; ¢) xeR; f) nines megoldds;
2) V15 <x<15; h) x<—[7 vagy x=T; i) x<-3 vagy 0<x;
i -§<.\<o; k).v<0vngy.v>%: ) 0<xss.

a0



A MASODFOKU EGYENLET

@m a)

b)

°)

8

e

nines megolds; x<=6 vagy -1 <x; reR;
T h —
LTI FAmmGar
Beisy [ xeR;
2 2 2
I v L2 ¥ x U "
os os s
o o d
eI EO R A 25
2 1 g
x<og vagy —3<x nines megolds
b) (-5 -4;-3;-2-1;0;
d) minden egész szim megoldds;

=4
) {~6;-5;~4; ~
“2-h0 234

i
3-2-1;0; 152}
8).

3

a
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@) Az x kiemelése utdni masodfoki kifejezést alakitsuk szorzattd:

Bl 2v=x-(x+4)- (-3 <0,
Amegoldds: x <-4 vagy 0<x<3.

b) Az x kiemelése utdni masodfoki kifejezést alakitsuk szorzattd:

-2:3- 722+ 15x 3-2x)-(x+5)>0.

Amegoldis: x <5 vagy 0<x < %

) x? -8 vagy x> >4, az elsének nincs megoldisa,
d) 1<x2<9, amibdl -3 <x<-1 vagy 1 <x<3.

a) Anevezs: x> +7>0. b)

x4

amisodikbol: x <2 vagy 2<x.

318 (14369
-4

A megoldis: x <5 Amegoldis: x<-3 vagy 4 <x<6.

y=xtsr

(x=2)-(x+1)
ezért: x<-2 vagy -1 <x<2 vagy 3

7 y=r-x-2

y=r247x-18

) = Pt e Y
x2+7x-18 (x-2)-(x+9)
Amegoldds: ~9 <x<2.
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ﬁxtanls x-95-(x-3) D) 22-Tx-4 (-4 Qu+D
2-3x-4 (x+1)-(x-4) X4x-6 (x+3)-(x-2)
A megoldds: —1 <x<3 vagy 4<x<5. Amegoldds: 3 <x< Iv‘.\gyZ(rSA

yexi-gct1s

fy=xt-3c-4

yeout Tt

_G-dtd)
247 (x+4)
A megoldis: 4 <x<6

A

BT R EY AT

<0.

y=2+x-15

y=-x2 15050

fy=xt-2x-24

)(x 2)

>0, x#3.

Mc\vhalamzzuk hogy a feladathan sereplS (x5, (+~2) s
(3-2) kifejezések mely értékekre pozitivak, illetve negativak.
Az dbra szerint a megoldds: x<2 vagy 3 <x<S5.

2oly222 iadxnl.
25

Redukiljuk nulldra az egyenlGtienséget, majd a kozos nevezdre

b)

hozatal és dsszevonds utdn kapjuk:
L Y
G=-1)(x-2)

3
A kifejerések eldjelvizsgilata utin a megoldds: 1 <3< .
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1+ L x#22, o
el Fet
Redukiljuk nulldra az egyenlGtlenséget, hasonléan a b) feladat L3011
megoldisihoz. A kozds nevezdre hozatal, és az osszevonds utin L aeix0
akovetkezs egyenlGilenséghez jutunk:
Bred o 42D
(+2)-(x-2) (+2)-(x-2)

Ahdnyadosban szerepl kifejezések eldjelvizsgdlata utdn kapjuk, hogy az egyenldtlenség meg-
oldsa: x <=2 vagy -3 <x<2.

d) 14 ——<— x#0x#1

2+ z. X
Atalakitds utin az aldbbi cgyenlGlenséghe jutunk:
RN D B T8 Coo VL it}
2(+m x 2o (+2)
A kifejezeések cldjelvizsedlat utin kapjuk, hogy

megoldisa; 2<.x< -1 vagy 0<x< .

16 Konstans és negativ, fgy a hnyados akkor pozitiv, ha a nevezde negativ.
A nevezdit teljes négyzetté alakitva kapjuk: (2x— 1)%, amely Kifcjezés soha nem lesz negativ.
Az egyenltlenségnek nines tehdt megoldsa.

6
20, x#-2,x% 1.
e . x-150

Mivel a szimldl6 konstans és pozitiv, fgy a hdnyados akkor pozi-
i, ha a nevezs pozitiv. (Az egyenldség soha nem teljesiilhet.)
A 6-5x 22 Kifejezést szorzattd alakitva: —(x+6) (x=1)>0, oo
vagyis (x+6)- (x - 1) <0 egyenlGtlenséghez jutunk.
Eldjelvizsgdlatot tartunk. E szorzat akkor negativ, ha a két ténye-
26 ellenkez6 eldjeld (és ez egyszerre teljesil).
Az egyenlGtlenség megolddsa: ~6 <x < 1.
Az x?-3x-10=0, ha x; =5, %,
Az egyenlilenség kiilonbisz alaki lesz:
I. Ha x<-2 vagy 5<x, akkor x*~3x—10<x+7.
Azaz x2 - 4x - 17 0, ennck megolddsa: 2 - V21 Sx <2+ 21
Afeltétellel dsszevetve: 2 - V2T Sx<-2 vagy 5<x<2++21
I Ha -2 <x <5, akkor —x? + 3x+ 10 Sx +7.
Azaz 0 <x? - 2x -3, ennck megolddsa: x < -1 vagy 3 <x.
Afeltétellel dsszevetve: ~2 <x< -1 vagy 3<x<5.
A végeredmény: 2 - V2T <x<-1 vagy 3<x<2+ 21,
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D «) Atbrtnek és a gyokoknek akkor van értelme, ha:
R-3r-2820 és x2+3x-18>0.
Az els6 megolddsa:
x

vagy 7<x.
A masodik megoldsa:

EqEn

x<-6 vagy 3<x.
Akozos megolds: Reuem
x<-6 vagy T<x.

b) A gyoknek akkor van értelme, ha:

20.
43c-18
A szamldl6t s a nevezot szorzattd alakitva:
(=3)-(c+6)" FEREE
A megoldis:
x<-6 vagy —4<x<3 vagy 7<x.

. akkor a harmadik egyenlGilenség

Mivel az egész szimok korében keressitk a megoldast, ha x
att 2= 0, 6s a mésodik miatt y =
Altalfban is igaz, hogy ha valamelyik ismeretlen 0, akkor a mésik kett3 is az.
Ha egyik ismeretlen sem 0, adjuk dssze a hirom egyenlGilenséget:

302 +3)2 4322 + 20y + 22+ 2 <34 a2+ )2 422,
202 +2y2 #2224+ 2y +2yz+ 212 €3,
x4y +(y+ 2P +(x+22 <3,
Acteljes négyzetek nemnegativak és az
Csak akkor kaphatunk megoldist, ha:
(c+2<1 (421 (40 S
Ateljes négyzetcken bell tagok nemIheinek azono el mert akkor pl. -+ y122 mia
]

meretlenck 0-t6 kiilinbiiz6 egészek.

Tehm csak az fordulhat el6, hogy x és y ellentétes eljeld. Minden pirra teljesiilnie kellene

az elbbinek, ami lehetetlen.

Tehit az egyenldtlenség-rendszer egyetlen megolddsa az egész szimok korében a kovetkezo
rmas:

szimhiy
x= 0.
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Paraméteres masodfoki egyenletek — megoldasok

Az adon cgyenlel ayokei akkor. cgyenk)ek ha a diszkrimindnsa 0. Tehdt dtalakitva az cgyenletet,
Kapjul —2-(@p-1)-x+ 152 -2p-T=0

Vagyis: [-2-Up- D —4-(15p2 = 2p-T) =0.
Az egyenlet megolddsai: p; =4 és py=2.
Valéban, a p =4 helyettesitéssel kapott egyenletiink:
tehit a parabola érinti az x tengelyt
A p=2 helyettesitéssel kapott egyenletiink:
szintén érinti az x tengelyt,

~30x+225=0, ami (x~ 1512 =0, igy

14x+49.=0, vagyis (x—7)2=0. Eza parabola

a) Az egyenlet diszkrimingnsa: 81b% Megolddsai: x, = 2b, x,=~Tb.
b) Az egyenlet diszkrimindnsa: 9 +24b + 16b% = (3 + 4b)% Megold:

¢) Az egyenlet diszkrimindnsa: 28952 = (17b)%. Megolddsai: x, = g, ==
d) Ha b =0, akkor az egyenlet elséfok, a megoldisa: x = 0.

Ha b # 0, akkor az egyenlet diszkrimindnsa: 16b* + 1667 + 4 = (4b2 + 2)2,
.\ xy=—db.

2y a megolddsok:
n=y
a) Vizsgiljuk meg, hogy az egyenlet diszkrimindnsa mikor nemnegativ:
(27 -8-(b+4)20,
b2 =2b-820.
Ennek a megolddsai: ~2> b vagy 4 <b.
Tehit az egyenletnek nincs megolddsa, ha -2 < b <4;
1 megolddsa van, ha b=~2, ekkor x=1,
vagy ha b= 4, ekkor x
2 megolddsa van, ha 2> b, vagy 4 <b.

b) Ha b=0, az egyenlet elsSfoki, egy megolddsa van: x= %

Ha b #0, vizsgdljuk meg, hogy mikor lesz a diszkriming
64-4b-(10- )20,
52 =10b+1620.

s nemnegativ:

Megoldisai: b <2 vagy 8<b.
Tehit az cgyenletnek nines megoldiisa, ha 2 < b <8;

I megolddsa van, ha b =0, ekkor x

ha b=2, ekkor x=2,

ha b =8, ekkor x

2
2 megoldsa van, ha b< 0 vagy 0<b <2 vagy 8 <b
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@) A tortek miatt x#3b s x#-3b. A kozds nevezs az (x—3b)- (x+ 3b) =
ezzel beszorozva: i
(@x+b)- (x+3b) + Br+7b) (v~ 3b) = 8x7 + 652

Elvégezve a miveleteket:

1bx +24b = 0.
b, ez uibbi nem megold:

Megoldokeplettel megoldva: x, = 8b, x,
akkor, ha b#0.
Tehit ha b =0, a7 cgyenletnek
b) Vizsgiljuk meg a nevezoket: 2+ bx + b # 0, mivel az x*+ bx-+ b* = 0 ceyenlet diszkrimi-
niinsa —3b% csak akkor van megolds, ha b =0, ekkor x=0.
Az X353 %0 és b—x#0 mindketts teljesiil, ha x# b.
Tehdt minden (ort értelmezhetd, ha x #b.
Legyen a kizos nevezd az (x? + bx + b2 b3, ezzel beszorozva mindkét oldalt:
x-(x=b)=3b2=~(x? + bx + b?).
Megolddsok: x, = b, x, = ~b, az elsG a feltételek miatt nem megolda:
Tehit ha b =0, az egyenletnek nincs megoldisa, ha b # 0, akkor x=

ics megolddsa, ha b # 0, akkor x = 8b.

3

-b)

b.

haaz x>~ 2bv+2b+ 15 = 0 egyenlet diszkrimindnsa

jezts minden valds szdimra pozi

(=2b) - 4-(2b+15)<0,
b2-2b-15<0.

b) Aklfejcus ‘minden val6s szimra pozitiv, ha b>0 ésa bx> + by~ 4v +4 -
mindnsa negativ:

=0 egyenlet diszkri-
(b-4)-4b-(4-b)<0,
(b=4)-(b-4+4h)<0,
(b-4)-(5b-4)<0.

Az egyenltlenség megolds:

a) A kifejezés minden valds sz
diszkrimindnsa negativ:

% <b <4, é ez mindkét kezdeti feltételnek megfelel.

mra negativ, ha b <0 és a bx> + bx + 3x+ b + 3 =0 egyenlet

(b+372-4b-(b+3)<0,
(b+3)-(3-3b)<0.

Az egyenltlenség megolddsai: b< -3 vagy 1<b
Mindkét feltétel teljesil, ha b <~3.
b) Akifejezés minden valds szimra negativ, ha b <0 ésa b2~ 12x+ 15— b= 0 egyenlet diszkri-
mindnsa negativ:
144 -4b-(15- b) <0,
b?~15b+36<0.
Az egyenltlenség megolddsa: 3 <b < 12.

Mivel a két kezdeti feltétel metszete az ires halmaz, nines olyan b paraméterérték, amelyre
a kifejezés minden valds helyen negativ értéket venne fel

a7
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Vizsghljuk meg elszor az egyenlet diszkrimindnsdt: D = (b + 1) +8- (b2 + 1) > 0, ezért minden
valés b esetén két megolddsa van az :gyen]em:k

Nézziik a gyokok szorzat: , negativ, mert b2+ 1> 0.

1

Pl
A szorzat negativ elGjele azt jelenti, hugy megolddsaink ellentétes eldjeliek, tehdt a J0; 1[ inter-
vallumba legfeljebb az egyik gyok kerilhet, a pozitiv elGjeld.

Gondoljunk most az f(x) = (b2 + 1)-x2 + (b + 1)-x - 2 mésodfoki fiiggvényre, melynek b2+ 1>0
‘miatt minimuma van, és két zérushellyel rendelkezik.

pozitiv zérushely akkor keriil a ]0; 1] intervallumba, ha a fiiggvény a 0 és az 1 helyeken ellen-
tétes elGjeld érteket ves fel.

Mivel £(0) =2, ezért f(1)= b+ 1+ b+ 1 =2 > 0 kell teljesiljon.

Ebbol b2+ b>0, ha b<—1 vagy 0<b.

Tehit b< -1 vagy 0<b esetén teliesiil, hogy az egyenletnek pontosan az egyik gyoke esik a J0; 1]
intervallumba.

Négyzetgydkos egyenletek és egyenldtienségek — megoldasok

a) Ertelmezési tartomdny: x > -4, megoldds: x = 5.
b) Ertelmezési tartomdny: x > 5, megoldds: x = 86.

¢) Ertelmezési

artomdny: % megold

d) Ertelmezés

i 3 ;
artominy: -2, nines megoldis.

1

e) Ertelmezési tartomdny: , megoldis:

f) Ertelmezési tartomény: x zg, megoldds: x = —.

. 5 £
© Frielmezési tariomdny: > <, megoldis

h) Ertelmezési tartomdny: . megoldds:

i) Ertelmezési tartomdny: x> 2, azt kapjuk, hogy x= 1, de ez nem megolds.

J) Ertelmezési tartomdny: x> 7%‘ megoldds: x=

k) Ertelmezési tartomény: xz%, megoldds: A i

1) Az értelmezési tartominy az ires halmaz, nincs megolds.
a) Ertelmezési tartomiiny: x> 0. A misodfokd egyenlet gyokei
Csak x= 3 megoldd:
b) Ertelmezési tartomdny:
Csak x =7 megoldis

>4. Amésodfoki egyenlet gyokei

a8
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[2202]

¢) Ertelmezési tartomdny: x > 1. A mésodfokii egyenlet gydkei:
Csak x=5 megoldis.
d) Ertelmezési tartomdny: x > ~4. Megolddsok: x, =4,

2, mindkett megoldas.

e) Ertelmezési tartomény: x < 1. A médsodfoki egyenlet gyoke
Csak x=-3 megoldi N
1) Ertelmezési tartominy: x> 2. Megoldisok: x, =4, x, =, de esak az x= 4 megoldis.

. ) . 4 "
) Ertelmezési tartominy: x> -~ Megolddsok: x, =0,

-3, ;=2

x

. mindkett6 megoldis.

1) Ertelmezési tartomny: x zg. Megoldsok: x; =3, x, = 2, mindkettd megolds.

i) Ertelmezési tartomény: x 23, Amésodfoks egyenlet gydkei: x; =4, x;
Csak x = 4 megoldss.

j) Enelmenési tartomény: x> -2. A mésodfokd egyenlet gydkei: 1, = 0, x
Csak x =0 megoldss

k) Ertelmezési tartomdny: x < % A misodfoki egyenlet gyokei: x; = g x=-2.

Csak x =2 megoldds. :

1) Ertelmezési tartomdny: x %- Megolddsok: x, =5, x, = % decsak az x = 5 megoldds.

) Ertelmezési tartomény: ‘27% négyzetre emelés utdn: x> 1. A megoldds: x> 1

b) Ertelmezési tartominy: x> % Négyzetre emelés utdn: x < ’2—9. A megolds: % <x< ?.

) Ertelmezési tartomdny: x > :.
pedig negativ, ezért a megoldds:

Mivel az egyenldtlenség bal oldala nemnegativ, a jobb oldala

023
i

d) Ertelmezési tartominy: x> % Négyzetre emelés utdn: x> % A megoldis: x> %

&) Ertelmenésitartomdny: x> 2. A bal oldala nemnegati, a jobb oldala negatfv szém, ezért nincs
‘megoldis 3

f) Ertelmezési tartomdny: x > — ; Négyzetre emelés utdn: x < : Amegoldis: ~L<x< %.
2) Ertelmezési tartomény: x < 4. Négyzetre emelés utdn: x < % A megoldis: x < — ;

h) Ertelmezési tartomdny: x < 3. Négyzetre emelés utdn: x >—22. A megoldds: ~22 <x <3,

a) Ertelmezési tartomdny: x = 3. Két négyzetre emelés utdn a megold

b) Frtelmezési rtomdny: x> &, Két négyzetre emelés utdn a megoldisok: %, =3, x,
az els6 megoldds. 5

¢) Ertelmezési tartominy: x > -1. Két négyzetre emelés utdn a megolddsok: x; = 47, v, =
Az ellendrzésbl kideril, hogy esak a mdsodik megolds.

a9
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d) Ertelmezési tartominy: x> 0. Két négyzetre emelés utdn a megolddsok: x, = 112,5,
Az ellendrzésbol kideril, hogy esak a masodik megoldis.

¢) Ertelmezési tartomdny: x > ~2. Két négyzetre emelés utdn a megolddsok: x; = -2, x,
Cak az elsS megolds.

f) Ertelmezés
mindkett6 megoldis.

2) Ertelmezési ur\ummy X 2 6. Két négyzetre emelés utdn a megolddsok: x, =7, x,

az elsS megold:

h) Ertelmezés m:&ny

Csak a misodik megold:

x<

%. Két négyzetre emelés utdn a megoldisok: x, = 0, x,

4<xs < <. Két négyzetre emelés utdn a megolddsok: x, = 29

D ) Vegyiik észre, hogy a négyzetgyok alatt teljes négyzet alak dll, igy az egyenlet: 2% ~|x— 1] =0.
x-1, ha x21,

—x+1, ha x<l.

x+ 1= 0, amelynek a diszkrimindnsa negativ, ekkor

Az abszolit érték definicioja miatt: |x - 1]= {

lgy x2 1 esetén az egyenlet: 2
megolds

&

Az <1 esctén wegyenltink: 222 + ¥ 1 gyokei, az adott
egyenlet megoldasai.
b) Az a) feladathoz hasonléan az egyenlet felithat6 |x+ 1| =2 x| -2 alakban. Az abszolit
Grték definicija miati:
Ha x <1, akkor az egyenlet:
mezési tartomdnyon.
Ha —1 <x <0, akkor az egyenlet: x+ 1 =
deti egyenletnek.
Ha x>0, akkor az egyenlet: x+
Osszefoglalva: az egyenlet megolddsai: x, = -1 és x;

=0, melynek az x, =

1
2

(-0 -2, amib6l x=

1. Ez nem megolds az értel-

2x-2, amib6l x=

1. Ez megoldiisa az adott ere-

2x-2, amibl x= 3. Ez megoldisa az adott egyenletnek.
=3

) Az egyenlet felirhat6 |3 - x| = 10 -2~ x| alakban. Az abszolit érték definicija miatt:
5

Ha v<2, akkor az egyenlet; 3= v= 10~ (2 =), amibsl =3,

Ha 2<x<3, akkor az egyenlet: 3 —x= 10— (-2 +.x), amibl 3 12.

Ha x 23, akkor az egyenlet: x +x= 10~ (24 ), amib6l x = ->. ‘5
Az egyenlet megolddsai: x, :’i x=b
a) Ertelmezési tartor 920, ha x23 vagy x<-3. Vegyik észre, hogy a Va2 -9 =p

iny: 3
helyettesitéssel a p?— p - 6= 0 egyenlethez. Julunk amelybdl py =3 és py=-2.
Ha p=3, akkor Jx? -9 =3, ekkor x> = I8, amibél x = +3-2.

Ha p =2, akkor az egyenletnek nincs megolddsa, hiszen az Vx?~9
oldal nemnegativ, a jobb oldal negativ.

EllenGrzés ~ bal oldalon:

2 egyenletben a bal

VI8=9-(18-9)=0-9=3-

mellyel a jobb oldal eredményéhez jutottunk.
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b) Ertelmezési tartominy: x> 0. Vegyik észre, hogy mindkét oldal négyzetre emelése utdn a kovet-
kezd egyenlethez jutunk:

Ez megoldisa az eredeti egyenletnek.
Ellendirzés — bal oldalon:

R A SN SN N AN

3
T8_[Z,. ; ssher
(373 =3 Adobb oldalon s kifesésher jutotunk.

D @ Frielmezesi tartominy: x > -, ekkor a jobb oldal i poritv. Négyzetre emelés s rendezés

Ezutin az %rel vigyiik be a gyokjel al

utin: 0>x2 —x, amib6l a megoldds: 0 <x < 1.

b) Ertelmezési tartomny: x <5, mindkét oldal nemnegativ. ha 3 < x <5. Négyzetre emelve és
rendezve 0<x* - 5x + 4, ennek megolddsa x < | vagy x<4. A végeredmény: 4 < x< 5.

3

¢) Ertelmezési tartomdny: x <
Ha x+1<0, azaz x<-1, a ;ohb oldal negatiy, nincs megoldds.
Ha x2 -1, négyzetre emelés utdn rendezve 0 <x2+ 4x— 12, amibGl x <6 vagy 2<x.

A végeredmény: 2 S

d) Ertelmezési tartomdny: x>-7.5.
Ha x> u‘ @ jobb oldal negatf ejeslaz cgyenlilensée.
0, négyzetre emelés és rendezés utdn: 0> x* ~ 2x— 15, amibGl 3 <x < 5. Ebben az
s megoldas: 0.
Avégeredmény: -3 <x.

) Anégyzetgyok alatti kifejezésnek

es zérushelye, tehdt minden valos szimra értelmezhets.
Ha 2x-1<0, vagyis x <, ajobb oldal negaiiv, az egyeniGilenség teljsil

Hax2 % négyzetre emelés és rendezés utdn: 0> x> —2x -3, amib6l —1 <x <3, ebben az
esetben a megoldis: % <x<3.

A végeredmény: x<3.
/) Ertelmezési tartomény: x < ~4 vagy 2<x.
Ha 16 +2x <0, azaz x <8, a jobb oldal negativ, n
Ha x > -8, négyzetre emelés és rendezés utdn: 0 < 3¢
~6.<x. Csak a misodik ad megoldist.
A végeredmény: —6 < x <-4 vagy 2<x.

megoldis. w“
+620+ 264, amibdil x <= vagy

51
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M a) Ertelmezési tartomdny: x> >. Négyzetre emelés utdn:
Ertelmezési i >; Nég 16 utd

~N6xr =9 +2- i~ (6x - 9) + x +/6x -9 =36,

VAT —6x+9=18-x.
Mivel a gyok alatt teljes négyzet il
lx=3=18-x.
= 18- x, megolddsa: x=10,5.

8-, nincs megoldds.
zdmok halmaza.

Vezessiink be Gj viltozét: y = V242 ~3x+5, ahol y20.
Azegyenlet: y — 6 +y =0, ennek megold:
Az els6t visszahelyettesitve:

b) Ertelmezé:

, a mésodik nem megoldds.

Megoldisok: 1= 1, = 3.
¢) Ertelmezési tartomdny: x > 9.
Alakitsuk dt a gyok alati kifejezéseket (érdemes a misodikkal kezdeni):

Vr8-2Vr -9 =\x-9-2Vx -9+ 1=\(1-v¥-9) =l1-Vx=9l,
V=647 -9=Jx-9-6-vx-9+9=y(3-vx=9) =[3-Jx-9l.

Az egyenlet:

13- Vx=91+l1- Jx=9|=2.
Hammemm bontva:

Ha x=9 <1, akkor 3= Vx=9 +1-vx=9 =2, amibsl vx =9 = I, nincs benne a kiindu-

" Idsi halmazban,
1L Ha 1 <X =9 <3, akkor 3—vx—9 ~ 1 +x~9 =2, minden szdmra igaz, ami benne van
akiinduldsi halmazban.

I Ha 3<Jx—9, akkor —3+Vx—9 — 1 + Vx—9 =2, amibdl Vx—9

Tehdt a megoldas: 1< x=9 <3, amibsl négyzetre emelés utdn 10 < x< 18

d) Ertelmezési tartomdny: x > 3, és ldthatéan az x = 3 nem megoldds.
Alakitsuk a hatodik nyok i ifjesést
-3
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¥
Alakitsuk a bal oldalt:

6y} —6y2 — [

62 (y-1)-(?-1)=0,

62 (y-D)-(y-1)-(y+1)=0,
=16y -y-1)=0.

Ha y=1, akkor nincs megoldds

. csak az els6 megoldis.

2—'?. ami eleme az értelmezési tartomdnynak.

Ertelmezési tartomény:
2 abszolit érték miatt az els6 tényezG nemnegatiy, csak akkor van megoldds, ha a mésodik

tényez6 pozitiv: —x2 + 4x -3 >0, aminek a megolddsa: 1 <x<3
Osszevetve az értelmezéssel: 2<x<3.
Tlyen x-ck esetén az elsG tényezs: 0< 1 - -2 < 1.
A mésodik tényezé: 0 < —x2+4x -3 -(x-2)2<1
Mivel mindkét (ényez legfeljebb 1, a szorzatuk csak gy Iehet 1, ha mindkét ényezé 1-gyel
egyenls. Ez pedig csak akkor igaz, ha x=2.

Ertelmezési tartomdny: x>
Mivel az egyenlet bal oldala nemnegativ, ezért p > 2x, ami &
akkor ad megolddsokat, ha p >
Négyzetre emelés utdn rendezziik az egyenletet:

0=4x>—(@dp+1)-x+p’
Akkor van megolds, ha a diszkrimindns nemnegativ:
D=@p+1)2-16-(p?-2)=8p+3320,

2t jelenti, hogy ~2 <x< g ami c:

aminek a megoldisa

Osszevetve a kezdeti feltétellel azt kapjuk, hogy p = ~4 esetén lesz az egyenletnek megolddsa.
Meg kell vizsgdlnunk, hogy teljesiil- ilyen esetekben a megolddsokra az értelmezés x -2 feltétele.
Ha p2-4, akkor D2 1, mivel a megolddsok:

az egyik gyok:

8
osan van megoldisa.

“Tehiit ha p > ~4, akkor az egyenletnek
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A szamtani és mértani kdzép, szélsdérték feladatok
— megoldasok

D) a) A szdmtani kizép: 15, a mértani kozép 9, kiilonbségiik 6,
i ko 5, a mértani kozép 18, kiilonbségiik 1,5.
2.5, a mértani kozép 30, killonbségik
d) A szimtani kozép: 65, a mértani kozép 60, kiilonbségiik 5.
tani kivz6p:12.5, a mértani kozép = 12.25,
amtani kozép: 21, a mértani kozép = 20,98 , kiilonbségiik = 0,02

tani kivzép: 179, a mértani Kozép = 66.97 . kiilonbségiik = 112,03,

1) A szmtani kozép: 1033, a mértani kozép . kiilonbségiik = 697.5
&0 o) 26 b) 2645; ) 30; 4 3571

B A négyzet oldala 12 cm.

D Atlagosan 12,4%-kal csokkent az iizemanyag dra.

1. megoldds. Ha a négyzetek oldaldnak hossza a és b, akkor a keriilet: a + 4b = 200, amib6l
a+b=50.

A teriiletek négyzetosszege:
a+b?

Minimdlis, ha a =25

{gy a teriiletssszeg minimuma 1250 cm?.

1L megoldds. Az a® + b> = (a + b)* - 2ab minimdlis, ha 2ab maximélis.

A szimtani és mértani kozép kozotti egyenlGtlenség alapjdn:

2ab<2 [””
2

g
): 1250,

akkor maximilis a szorzat, ha a = b =25,

) Haa téglalap oldalainak hossza a és b, akkor 2a-+2b = 100, vagyis a+b=50.
A szémtani és mértani kozép kit dsszefiigaés alapidn:
abs[4b
2

aszorzat maximalis, ha a = b = 25, tehit a megoldds a négyzet.

625,
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b) Legyen a vizpartra merdleges oldal hossza x, akkor a masik oldal 100 - 2x.
Keressiik a (100 -2) - x szorzat maximumt.
A szimtani é mértani kozép kozotti osszefiiggés alapjdn:

1250,

(10072;().;:7““’"22")

aszorzat maximilis, ha 100 - 2x = 2x, amibl x = 25.
Tehit a téglalap oldalait 25 m és 50 m hosszira kell vélasztani.
Legyen a és b a téglalap két oldaldn elhelyezett jdrolapok szdma.
) Ebben az esetben a-b = 100. Keressiik a 2-(20a +20b) kifejezés
A szémtani é mértani kozép kozott osszefiiggés alapjdn:

20a+ zub 20a+20b ey

=10.

b) Most a b 200, s djra a 2+ (20a +20b) kifejezés minimumit keressiik.
Alkalmazzuk az el6z6 modszert:

Mf””znwzubﬂuu.ﬁ.

az tsszeg minimdlis, ha a = b= 200 = 14,14.

Mivel a jarélapokat nem vighatjuk el, ez nem valGsithatd meg

Keressitk az a-b = 200 egyenlet egész megolddsait, és vizsgdljuk meg, hogy mikor lesz mini
mlis a 2+ (20a +20) kifejezés.

Alehetséges szorzatok:

200=2-100=4-50=5-40=8-25=10-20.
Rendre kiszdmitva a keriileteket:

8040; 4080; 2160; 1800; 1320; 1200,
Tehit akkor lesz a legkisebb a kirakott églalap kerilete, ha a két killonbiszs oldal mentén
10, illetve 20 darab jarolapot helyeziink el.

a) Ahajok tavolsdgit Pitagorasz-tétellel szdmolva:
d(12) =300 + 4007 = 500 km,
d(13)=3207 + 2607 =412.3 k.
b) Atdvolsig négyzete 1 id6 milva:
d(H)* = (400 - 801)? + (300 - 40
= 800012 — 88 0001 + 250 000 = 8000 (1 — 5.5)% + 8000.
volsdg 5.5 6ra milva lesz a legkisebb.

=+/8000 = 89,44 km.

Ahajok kozotti
il
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Alakitsuk dit a bizonyitand6 dllitds bal oldaldt, ha ab
2+ b2 2 +2a

a b
Mivel a—b >0, alkalmazhatjuk a szimtani és mértani kozép kozo

PN FYW e
a

=\2-3.

Akkor van egyenlség, ha a =2 +3 és
Ezzel az dlitdst beldttuk.

Masodfokii egyenletre vezetd problémak — megoldasok

B a) Az x-(x+12) = 45 egyenletbl a két szim a 3 és 15 vagy a ~15 ésa -3,
b) Az 2+ (r+12)? =314 egyenletbdl a két szim az 5 és 17 vagy a ~17 és -5,

dma 12 65 24 vagy a 1 és 11

10 egyenletbol a két s

B a) Az x-(20 - x) =36 egyenletbdl a két szdm a 2 és 18.
b) Az x?+ (20 —x)? = 208 egyenletbGl a két szim a 8 és 12.
) Az ¥~ (20 - x)> = 200 egyenletbdl a két szim a 15 és 5.
BB Az x*=3
B Az (x+5)° + x> = 493 egyenletb6l a négyzetek oldala 13 cm és 18 cm.

(+3)+ 1 egyenlet alapjn a visrolt sapkik széma 5.

@D Az %: 190 egyenletbl a bajnoksdgban résztvevé csapatok szdma 20,

@B Az

gyenlGtlenséget:

(3x+3)? = (3x +4)* egyenlet megolddsdbol a téglalap oldalai 7 em és 24 cm.

B Azx-(v+1)=10-2x+ 1) + 56 egyenlet megolddsa alapjdn a két szdma 22 és 23 vagya -3 & 2.

Az egyenlet: 80, 80 . Megolddsa alapjdn 16
célhoz. £ HEE

sebességgel haladiak, és 5 ra alatt értck

) Azegyenlet: 2+ % =1. Megoldis: az anya 3 6ra, a ldnya 6 6ra alatt takaritana ki egyediil
X x4

B Azegyenlet: 0004
x

palinta 250 Ft-ba keriil, 16 darabot lehet megvenni 4000 Ft-bol

D o) Az %’3), 0n egyenletbl n = 103.
b) Az w 01 cgyenlet pozitiv megolddsa x = 12,8, Teht ninc:
o) Az wﬂl? cgyenletbdl a sokszsg 17 oldald.

sszevonds utdn: x2 - 90x — 40 000 = 0. A muskdtli

lyen sokszog.
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AképernyG 28,5%-a: 261,63 em?.

A keret teriiletébdl felithaté egyenlet:
4x24 2343 + 2 27x = 261,63,
Akeret koriilbeliil 2 cm széles. l27em

Jeloljik x-szel azt, amennyi autdt gydrt naponta a hagyomnyos részleg. Az egyenlet:
400 40035,
Beszorzds utdn:
9x% — 155x - 500 = 0.
A pozitiv megoldisa:
=20.
Akt izem, naponta 20, illetve 25 autGt gyfrt, az els6 20 nap, a mdsodik 16 nap alatt

EED Tudjuk, hogy  kiilonbozs dologh6l 2-t (’2’} ”'("2’” leképpen vil ki
Az egyenlet:

ERCA2) Y
2

Beszorzis utdn:

A pozitiv megoldds:

Tehdt az osztdlyban 24-en vannak.
Legyen a hiromjegyi szim: Ixy. A kovetkezG egyenletrendszer frhat6 fel
100+10x +y

Xy
l+x+y=12

A misodikb6l y-t helyettesitve az elsG egyenlet:
22— 19x+35=0.

Aminek megoldsai

x=7, n=25

Csak az elsG lehet szdmjegy, ebbdl y = 4.
Akeresett szim a 174, ellendrzéssel lithat6, hogy valdban megfelel.

a) Legyen x andk szima, y a férfiaké.

. akézfogisok

A puszik szdma: %

g 220D,
3

Mivel x>y, ezért az els tort nagyobb, tehit tbb puszi van, mint kézfogs.




. s tudjuk, hogy x+y=27.
kifejezve és beirva az elsGbe:
2% -27x+182=0.

x=14, =13,
Aférfiak szdmira y, = 13, y, = 14 ad6dik, a feladat feltéieleinek az cl
Tehit a tdrsasdgban 14 nG és 13 férfi van,

Akézfogisok szima:

A mésodik egyenletbdl y-

A megoldisok:

zdmpir felel meg.

@) Ha az eziist fakandl drdt elsG alkalommal x%-Kal emelick, akkor a kovetkezs egyenlet frhaté fel:

x 2
) E it b 1 b e
100, 100
Beszorzs és egyszertisités utin:
2%+ 150x - 1600 = 0.
megoldisa felel meg:
=10.
eldszor 10%-kal, mé

,32.

Az egyenletnek csak a pori

odszor 20%-kal emelték.

Tehit az eziist fakan;

b) Ha x%-o0s volt a kardcsony elGitti emelés, akkor a kvetkezG cgyenlet ithaté fel:

x
142 12 |=1,08.
100, 100

A beszorzis és egyszerGsités utdn:
%= 100x + 1600 = 0.
Aminek megolddsai:
x1=80, x,=20.

Mindkét megoldds megfelel.
Tehit az arany fakandi drit decemberben vagy 80%-kal vagy 20%-kal emelték.

a) Ki kell szimitanunk h(2) ériékét:
h(2)=-5-22+40-2+45=105.
és utdn 2 misodperccel 105 méter magasan lesz a rakéta.

Tel

K
b) Alakitsuk teljes négyzetté a figgvény hozzdrendelési szablydt:
(1) = =512 + 40t +45 =5 (1= 4)? + 125.
Amibdl kideriil, hogy 4 mésodperc milva lesz a legmagasabban, a foldi] 125 méterre.
<) Amikor foldet ér, =0 lesz.
Meg kell oldani a kovetkezs egyenletet:

~512 4401 +45 =0.
A megolddsok:

0=9, h=-1.
Csak a pozitiv megolds felel meg.

Tehdt a rakéta 9 mésodperccel a kilovés utdn ér foldet.
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Vegyes feladatok — megoldasok
B a) x=7€Z; b)x:;el}. c)x=3eN; d)y=5€Z.

D o) x =

L 6=

b) %

i
3

d)x=3x

1) x

Wx=ln=6xu=4

b) x<-§ vagy %<x:

zw%s«

(2241
@ o e

x<1 vagy x>5. x< -4 vagy x>-2.
izgvények felhaszn:
felad nmuggvenye fe dli

Az (x-3 )— >4 rendesése utin Kapjuk, hogy:
—6x+5>0.
Hatirozz g o oldnlon 416 kifejezés zérushelyeit (x, = 5,
x= 1. Mivel az 22 egyiitthatGja pumw, aparabola felfelé nyil6, igy
Chysrert dbrd Késztus Kapjok, hog
x<l \aky x>5.
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11 megoldds
Rendezés utdn kapjuk, hogy:

x5>0

2 -6x+5>0.

Megoldis lehet a bal oldali kifejezés szorzatd alakits
=1):(x=5)>0,

Abrét készitiink és megkapjuk, hogy a bal oldal akkor pozitiv, ha: T

x<1 vagy x>5. — =

x1>0

) Haa befogdk x és y, a kovetkezs egyenletrendszert kapjuk:

Az egyenletrendszerbGl a befogok hossza

cmés 12em,

BB Ha a sokszogek oldalszima x és v, az aldbbi egyenletrendszerhez jutunk:

x@=3) y &

2 2 .
(x=2)-180°+(y — 2)- 180° = 2700°
A misodik egyenletbdl érdemes helyettesiteni. A sokszigek 7. illetve 12 oldaliak.
a)A={xeR|-1<x<3);
B={xeR|x<0 vagy 2<x}

b)AUB=R.
) ANB={xeR|-1<x<0 vagy 2<x<3} SRS
a) Teljes négyzetté alakitds utdn kapjuk .
= ] + 2
4
amelybé leolvashatd, hogy az f figgvénynek maximuma van az x = > helyen, énéke y = 2.

2
A zérushelyek megdllapithatdak a mdsodfoki egyenlet megoldoképletével. E szerint x; =6
s x, = | az egyenlet ket zérushelye.
b) Teljes négyzetté alakitds utn kapjuk
20 =10-(x=1)+ 10,
amibal leolvashatd, hogy a fiiggvénynek minimuma van az x
A zérushelyek meghatdroz

isinl vegyiik észre, hogy a diszkrimindns negativ, mert:
b~ dac =400 -4- 1

ezérta g fiiggvénynek nincs zérushelye, nem érinti és nem metszi az x tengelyt.

Az egyenletrendszer megoldsaibol a kivetkezs négy pont adédik:
P2 Py b Py(=2;5), Pi(=2;-5).
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a) A gyokok négyzetosszege: x2 + (0 +39) =22,y

b) Az 5x% + 6x +3 =371 egyenletbdl x=8.

¢) Ahifnyz6 szimiegy: x=5.

Ha b=2, az egyenlet elsGfoki. megold
Ha b#2, a misodfoki egyenlet diszkrimindnsa:

D=(b+1)2-4-(b-2)-3=b2-10b+25=(b-5)%

Ha b =5, egy valés megolds van: x=~1

Ha b#5, a diszkrimindns pozitiv, e

:x

ft keét valés megoldis van.
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10.4. GEOMETRIA

Korrel i =

PZ0) A Koreikk teriiletét T-vel, a hatdrol6 koriv hosszit i-vel jeloltiik.
838 cm?, i =209 cm; 3351 cmz‘ 5
606 cm;,

38 cm;
0,94 cm;

= 150,80 cm?, i = 37,70 cm; =41,89 cm.
EZED A korcikk kozépponti szogét a-val jeldlve:
) @=5730°= 1 radifn; b) @=91,67°= 1.6 radidn;
o) a=13151=2, d) 0=286,48° =5 radidn.
B A korcikk sugardt r-rel, a kizépponti szogét a-val jelolve:
30°= 1 radidn; b) r=547em, = 122,61°=2,14 radidn;

) r=4.62cm, o= 171,89° = 3,00 radiin.

) A korgylirdicikk teriilete a nagyobb sugard koreikk és a kisebb sugard korcikk teriletének kiilonb-
sége. A nagyobb korcikk terilete T.méﬁ:ms,uz m2, a kisebbé :=2°23’f% -
= 174,53 m2. A nézditér teriilete igy 1963,5 m?.

) A koriven nyugyd kerileti szog nagysiga

a) 8 b) 15 ) 35% &) 90°; ) 105° 1150
EZ) A koriven nyugvé kozépponti szog nagysdga
a) 20 b) 70 ) 180°; d) 300°; ) 320° 1) 350°.

D A Koriven nyugvS Koaéppontiszoget vl a kerlet satget fval el
a) a=120° 16% = 108% o) a=330% B =165%
d) a=180° f 70° = 135°

) A Kerilleti szg 70°-0s, a kozépponti szog 140°-os.

o a

Ha a kiszépponti szoget a, a kerilleti szoget 8 jeloli, akkor
@) a=5333 f=2667 ) a=160° f=80°
) A keresett kerileti szog:
@) 1725%  b)1615% o) 155%
) a) Ahdromszig szigei: 30° 45°. 105°. A kbrivek hossza rendre: 15,71 cm, 23,56 cm, 54.98 cm.
b) Ahdromszisg szogei: 10°, 70 100°%. A kirivek hossza rendre: 5,24 cm, 36,
) Ahfromszig szogei: 52.5° 60°, 67.5% Akirivek hossza rendre: 27,49 cm, 31,42 cm, 35,34 em.
) A két érintG hajldsszoge:
) 160°; ) 120
P7) Az ABC hiromszig s

) 50°
i 48°, 559, 77°
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25 Mindhdrom esetben a szakasz adott szoghz
tartoz6 litészogkoriveit kell megszerkeszteni.
A Kiriveken belili pontokbdl a szakasz a meg-
adott szognél nagyobb, a kiriveken kiviili pon-
tokbol pedig kisebb szdgben litszik.

FIE) Szerkesszink anégyzet AB, valamint CD oldalaira befelé w os

moszo«konvckc: AKéLkoriv P és 3
a CD oldal is 60" 0s ms,, ot s, Hasonlo eljd-
isal we.kemhem meg az a két pont, amelyekbdl a négyzet
BCés DA okl Htspanak 60%0s szoghen.

PP Az A csiicsbol indul6 magassdg talppontja legyen E, a B cs 7
induldé D. A CDME négyszisg két szemkiszti szoge 90°-os, chn A
amésik két szigének dsszege 180°% iy DMES = 180° - 7. Mivel

AMBS, & z0gek, ezért megegyeznek, ami NG

igazolja, hogy az M pont illeszkedik a sz6ban forgd litészog-

korivre. Az dllitds igaz derékszdgl és tompaszogh hdrom- DAC

szogekre i ’.

i s

B Az n oldali szabilyos soksziget a ko jib6l a cstcsokig tartd szakaszok n i,

egybevigs bontjdk. Mindegyik hd akozg il Kialakuls szg 22,

ami bizonyitja az dllitds helyességét. n
(2265 1) A megadott arny sabge lchetnec egy h szogei. Egy ilyen himé;

gek: 67.5° 112.5° 90°, 90°.

b) A mcgadon ardnyd szogek nem Iehetnek himégyszog szogei, mivel nines koztiik két olyan,
amelyeknek az osszege megegyezne a misik ketd dsszegével,

B A himégyszog szbgei az egyes esetekben:

@) 90, 60° 90°, 120% b) 45,30, 135° 150% ©) 25° 100, 155, 80°
EID) A himégyszg szogei az egyes esetekben:
@) 145% 607 35°, 120% b) 1105 115, 70% 65° ¢) 957,25 85° 155°.

) Ha a himégyszog eay belss sutge a, akkorszemkiz sage 180°-a, gy annak k1S saige

180°— (180° o) =
F7D) Vilasszuk ki a himégyszog egy oldaldt! A négyszog koré irt kor kizéppontia az oldal két végpont-
jét6! egyenld tavolsdgra van; ez a tivolsdg éppen a kor sugardval egyenlG. A két ponttdl egyenls
tavolsigra 16v6 pontok illeszkednek a két pont kozti szakasz felezmerdlegesére, ezért a kor kozép-
pontjaraja van a kmlMuu oldal felezmerdlegesén. Mivel az clmondotak a négyszog birmelyik
zért valdban egy pontban, épp a négyszog koré

{ehats Kor Kbvéppontiban metszk cgymist.
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E70) A héromszog két csicsa, valamint az egyik magassdgvonal talppontja olyan derékszogi hirom-
szisget hatiroz meg, amelynek a hiromszdg egyik oldala az tfogja. Ekkor Thalész tételének meg-
orditdsa alapjdn 2 magassdgvonal talppontja illeszkedik a hdromszog megfelel oldala, mint

mérs fo1é emelt korre.
Ugyanez természetesen érvényes a mdsik magassdgvonal talppontjdra is. fgy a sz6ban forgd négy
pont valéban egy koron helyezke és ezért himé hatdroz meg. A négyszog koré frt

kor kozéppontja a hdromszig megfelel oldaldnak kozéppontjdba esik.

A feladat szvege alapjdn Budapest a Fold kozéppontjdbol 47,5°-0s szog alatt ltszik az EgyenlitG-
hisz képest. fay fovirosunk EgyenlitGiol vald tivolsdga:

2.6370-7-47.5°
360°

5281km.

A Riktérité és a Baktérité a Fold kozéppontjabol kiilon-kiilon 23°27" = 23,45° alatt Lits
az Egyenlitohoz képest. Ebbol kovetkezik, hogy tavolsdguk:
2.6370-7-46.9°

360°

=5214km.

Az dbra jeloléscinek megfelelden a gazda az ABC szabilyos
hiromszdg AB oldaldnak F felezdpontjdhoz kottte ki a j6szagot.
A keeske il legelhetsterlett kit saabilyos hiromszgre
(AFH, valamint FBG hiromszigek), valamint egy 60°-0s kiszép-
ponti szoggel rendelkezs korcikkre Iehet felbontani. " ¢
A hiromszog kizépvonalai a hiromsziget négy egyb::vmgu kis
hdromszogre bontjak, ezért az AFH, valamint FBG hdrom-
sziogek teriilete megegyerik, és egyiitt éppen az Anc hiromszog 4 ¥ ]
teriletének felét adjdk, vagyis:

Tan

w =42,44m2.

Tarn + TrnG

Az FG és FH sugarak dlal hatdrolt 60°-os kizépponti szoggel rendelkez6 korcikk terilete:

Tieitt =25.66m?,

727 60°
360°

gy a keeske Gsszesen 68,10 m? terileten legelhet.

Mivl birmely saablyossksat K e ik, ekt fladat i gyect ivelkeaménge
a kerilet sziigek télelénck. A keresett szg nagysiga minden esetben annak a szognek a fele, amek-
Kora ssgben a vabilyos ok oldala  sokerog Kséppontiibe Hisrik. A megoldis a cgyes
esetekben: .

a) 36°% b) 30°% c) 15% d) 5—
2n

EAD A 2275. feladatban kiszdmitottuk, hogy a hosszabb kriv pontjaibdl mekkora szog alatt litsz
ks: rovidebb koriv pontjaihoz a Kiszdmitott vngek kiegés:

sabge tartozik, ezért a megoldds az egyes esetekben:
@) 144% b) 150°
o) 165% unxuuﬁ -1)-15¢,

n
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Hiizzuk be az ABCDEF szabilyos hatszog AC. CE és EA dU6it

akkora szogben litszik a hatszog O kizéppontjdbl, és fgy ez
aszog csak 120° lehet. Errdl gy is meggyzddhetiink, hogy
meghtizzuk az OF, 0D, OC sugarakat, és a kialakult OED és
C szabilyos hiromszogekre hivatkozunk.
Az elmondotiakbol az is kivetkezik, hogy az ACE hiromszig
szabilyos. Ez azonnal beldthatjuk a keriileti és kizépponti szo-
‘gek tételébdl, hiszen a rovidebb EC koriven 120°-0s kzépponti
szog nyugszik, ezért a hozzi tartoz6 Keriileti szogre igaz:
EACS = 60°

Hasonléan lithatd be, hogy a hiromszog € és E esicsdnl szintén 60°-os szogek vannak.
Megjegyezzik, hogy a feladat fllitdsa a keriileti és kozépponti szogek tételére twrténG hivatko:
nélkiil a kovetkezG médon is igazolhaté. Forgassuk el az ECD hdromszoget az O pont il
~120%-kal; ekkor az ED oldal képe a CB szakasz, DC oldal képe a BA szakasz, és fgy természe-
tesen az EC oldal a CA oldalba megy 4. Mivel a forgatds a szakaszok hossit meg6ivi, ezért
[EC = CA. Hasonl6 médszerrel igazolhat6, hogy EC = AE is teljesiil, azaz az ACE haromszog val6-
ban szabdlyos.

Tekintsiik a szabdlyos nyoleszog koré irhat6 kort. A nyoleszog
leghosszabb és legrovidebb dtldja dltal meghatdrozot
cey olyan kertilet szogeként i felfoghatd, amelyhez trtoz6 Kor-
iven 90°-os kozépponti szog nyugszik. Ekkor viszont a két 4tl6
dltal bezdrt szog 45°.

Megjegyezziik, hogy a két dtl6 dltal bezdrt szig a kerilleti és
kochponu szigek tételének alkalmazdsa nélkiil is kiszdmolhatd.
Ha ugyanis meghzzuk a két dtld nem kivz6s végpontjait Gssze-
KotG szakaszt (az dbrin szaggatottal jeloltisk), akkor a nyole
stisgben szintén gy legrividebb it kapunk, és ezért az a két
G6val egyenld szt h alkot. Mivel a o v
a kor egy dtmérdje is egyben, ezért Thalész tételének megforditdsa szerint a két rovidebb il
merdleges egymasra. Ez viszont csak gy lehetséges, ha az egyenld szdrd hiromszog alapon
fekv szogei 45°osak.

B Azl dbra jeloléscinck megfelelden legyen az AB .
ssza 10 cm, az 2 AB Kiriven nyugv6 kerii- M Ng

hiir hos

pedig f. Az A0 hiromszs egyenls sadri. N
B

tovibl
a) Mivel p= 60“ ezért az AOB hiromszog 7%
szabilyos, és igy a kor sugardnak szintén
10 cm adédik.
b) Mivel = 90° ezért az AOB hiromszog derckszogd,
2=102=100.

gy Pitagorasz tétele alapjdn:

A sugdr hossza: 5-v2 (= 7,07) em.

Akeriileti és kozépponti szigek helyzetét a I1. dbra szemlélteti. Mivel B=300°, ezért az AOB
hiromszog O esicsdndl 60°-0s szog van, igy a hiromszog szabilyos. A kor sugara ebben
az esetben 10 cm.




A hir ket végpanija ki Kinéppontval minden cstben egyenld
amclym.k alapja éppen a hir, szirainak

a)

2251 JP)
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G hromszoget alkot,
hossza pedig a kor  sugardval egyenld.
Haa hir hossza r, akkor az egyenl szdri hiromszisg szabdlyos is, igy a hir a kor kizéppont-
JabG1 60°-os szgben litszik. A kirvonal (az adott hiir végpontjaitdl kulonbnzé) pontjaibol a hir
vagy 30° 0°-0s sz0g alatt litszik, aud fiiggden, hogy a hosszabb, vagy a rividebb
Koriv pontjdrsl van 526
Ebben az esetben az egyenlG
Eszrevehetd, hogy r2 + r2=(r
szbg derékszogi.
A hiir a kor kizéppontjdbol 90°-0s, a kirvonal (az adott hiir végpontjait! kiilnbisz6) pontjaibl
45°-05, vagy 135%0s sz0jg alatt litszik, au] fiiggen, hogy a hosszabb, vagy a rovidebb koriv
pontjdrol van sz
Az r sugard kolhcn elhelyezhets leghosszabb hiir az dtmérS, amelynek hossza i . Ebbol
kovetkezik, hogy a hir  kor kizéppontidbol 180°-os, a kor (az adott hiir vc"ponuauél ku]on-
bisz6) punumhul pedig 90°-0s szoghen latszik.
A szerkesziés lépései:
. Azadott BC=a oldal folé o szogi litdszogke
kesztiink: a hdromszog A csticsaa Kemonala lesskedik.

2. Az a oldallal pérhuzamos, att6l m, tévolsigra halado
enest az A csiics illeszkedik

m hiromszog szdrai . alapja pedig r-2 hosszisdgtiak.
V2’ igy Pitagorasz tételénck megforditdsa alapjn a harom-

3. Megjeloljiik a IitGszogkdrivet, valamint az a oldallal pér-
huzamos egyenes metszéspontjait (az dbrdn A és A).
4 Acsiesokat Gsszekdiik.

ésa BC-vel datok felvételétdl fiiggden

0, 1, esetleg 2 metszéspontot hatdrozhat meg, ezért a feladatnak 0, 1, 2 megolddsa lehet.

Az dbrén lithaté elrendezés mellett két megoldis adddik, azonban a két megoldis egymds

tiikorképe a BC szakasz felezémerdlegesére.

Haz a vakas o sz idszogkorivet  saisz misik oldaldra” szekesaik meg, akkor

tovibbi 0, 1. 2 megoldis adddik, amelyek természetesen az imént kapott megoldisok BC egye-

nese vonatkoz6 tkorképei.

A szerkesztés 16pé:

1. Azadott BC=a oldal f6l6 e szogd I4t6-
szigkirivet szerkesztiink; a héromszog
A csticsa a korvonalra illeszkedik.

2. C kiszéppont, b sugard kit szerkesz-
tiink; a hdroms cstics: s
akorvonalra.

3. Megjeloljik a ldtdszogkorivet, valamint
2. pontban szerkesztett kor metszs
pontjait (az dbrdn A és A)

4. A csiicsokat dsszekotjiik.

Megjegyzdsek: A ket komek 0, 1, esetleg 2 kivzos ponta lehet az adatok felvételétdl fiiggden,

iay 2 megoldiisok szdma is 0, 1, esetleg 2 lehet.

Ha a Mntsatghictvet s BC sakass misik ool s megsomtkesati,skor ovibhi 01

megoldist kapunk, melyck a megoldisok BC egyen
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2263]

(2204]

(226:]

Afelérelek szerinta kines helye a Két fit 6ss2ekot5 AB szakasz

0°-05 e toszigkrivén taldlhato (az dbrén 1-es jeldli.
A feladat szbvegében szerepld misik kaloz emlékképei alapjdn
akincs az AB szakasz F felezGpontjdtdl ismert x tivols

amit ezl gy is értelmezhetiink, hogy a kines az F kozép- H o
pontd, x sugard ki is rajta van (az dbrdn 2-¢s jeloli). Az arany- P ’
ldddt ezért a két korvonal metszéspontjaiban kell keresni g
(az dbrén 3-as szimmal jeloltik). A feladamnak 4, 2, esetleg s

kevéshé j6 emlékezoképességgel megdldott kal6zok esetén
0 megoldisa lche, 16 Hggen, hog  idszogkirivek hény
pontban metszik az F kbzéppontd, x sugard kort.

@) Afeladat geometriai modellje:
Adott az AB szakasz, amelynek hossza 2 m. A szakasz16]
A méter tavolsdgra parhuzamost hizunk. A feladat meg-
oldisa a6l fiigg, hany kizds pontja van a pérhuz'lmasnak

i (cayik) li

valamint az AB szakaszhoz tartoz6 45° sz

Kerivénck, Az brin a mesfelels ikor kizéppontidt O-va
ik, Exkor a kertlth 6 kiuéppont szosek éicle alapiin
az ABO hiromszisg derékszogl és derékszoge az O c
van. Mivel az ABO hiromszog egyben egyenld szd
(40.= 05, mert mindken ki ugara) et b ki agarit 7 el akkor  Phagorasz- el
2 2, Ha o ididiock oz AB sosksml logévolab pongi
T jeloli, tovibbd az AB ~74|.k|1~7 felezGpontja F, akkor FT=FO+OT=1+r=1+ V2=241m,
Nitvel 3.4 < 241 fay 2 AB-vel pihusamos Kiuel metsziaz FT szakasn, amibel Kvetkerik,
hogy a kotél mentén két olyan pont van, amelybd a festmény 45°-os szog alat litszik (az dbrin
ezeket P és Q jeloli).
b) Akitelet a festménytd] 2,41 m tavolsdgra kell vezetni ahhoz, hogy a koté] mentén pontosan egy
ponthel litszédjon a festmény 45°-0s szigben.

kezd esetek lehetsé;
- A 3ox, 6 2.5 nagysig szbgek szemkiztiek. Ekkor 3-x+ 5
Ekkor a négyszdg szdgei: 67.5°, 112,5° 45 135°.
A 3-x, ésa 2-x nagysiigi szogek szemkoztick. Ekkor 3-x +2-x = 180°% amibdl x = 36°
Ebben az esetben 5-.x = 180° adodik, ami nem lehet a négyszog szoge, gy a 2. eset nem valo-
meg.

A feltételek szerint a négyszdg hirom sz6gét 3-x, 5-x, illetve 2-x alakban kereshetjik. A kovet-
ségesek:

!~'

sulhat

3. Az 5-x, ésa 2-x nagysfgh szogek szemkoztick. Ekkor 5-x+2-x= 180% amibdl x=25.71%
gy a négyszog szogei: 77,14° 128.57° 51.43°, 102,86°.

A feladatnak két megoldsa van.

Tegytk e, hogy a2 ABCD négysasg himégysaty, Ekkoraz ACB, valamintaz ADBS a gy
sz0g koré frhat korben az AB korfven nyu ugyanazon fven nyugvd keriileti szigek
megeayenek, EbbG] adodik, hogy 4 himégyeso birmely oldats a mésik ét stsbdl ugyan
akkora szg alatt ldtszik.

Forditva: Tegyiik fel, hogy az ABCD négyszogben az AB oldal a mdsik két csticsbol ugyanakkora
a szog alat latszik. Bzt tgy is megfogalmazhatjuk, hogy a C és D csiicsok illeszkednek az AB
saakase 0l emelt gk a st Hoktfvére. Nyugodun cvethelk. hogy az ABCD négysedy
hurkolt négyszog lenne, ezért C és D ug a a litokorivre esnck. Ez azt is jelenti, hogy A, B,
Cés D ugyanazon korre illeszkednek, és fgy aban himes gyszoget alkotnak.
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Tekintsiik az ABCD hirtrapézt, amely egyben érintaitrapé B G
lapjait jeloljik a-val és c-vel, szirdt b-vel. Jelolje tovébbi
siicsbl huizott magassdgvonal talppontét T: ekkor nyilvin-
= & o
valdan AT = % L tovibbd DT =2, ahol r a beirt kor sugara.
Az ADT derékszogi hiromszogben Pitagorasz tétele alapjdn - ,

2+ <

Mivel a ege megegyezik, azaz
ave o <
S amit behelyettesitve a

\égyszog érintdnégyszog is, ezért szemkozti olda
agorasz-tételbe megkapjuk, hogy

arel e, (ac)
(o2 {25

A Kijellt miveletek elvégzése, az egynemi tagok Gsszevondsa utdn adédik, hogy (2r)
vagyis 2r =+Jac. A feladat adatait behelyettesitve r = 6 cm adédik.

a) Hamis. Gondoljunk arra, hogy a himégyszog szemkozti szogeinek osszege 180° igy egy hr-
négyszdghen egyetlen szdg sem lehet 180°-ndl nagyobb, azaz konkdv.

b) Hamis. A négyzet, mint himégyszog dtldja a négyszoget két derékszogi hiromszogre bontja.

¢) Tgaz. Atrapéz szirira lleszkedd két belsd szjgének dsszege 180° Ha a trapéz himégysziig, akkor
sremkoi sgeinek ssvege is 80" EDDG1 Kovetkerik, hogy a trapet.alapjan 166 KELkét bels

16, gy az alapok gyenesre tengelyesen “Tehit

seirai egyenl hossziiak.

d) Hamis. A trapézok kivzil a paralelogrammakban a szdrak egyenlok, mégsem feltétlenil hir-
négyszogek.

¢) Igaz. A paralelogrammdban a szemkozti szogek egyenlk.
ha egyenként 90°-osak.

/) Igaz. Mivel a rom
tasdbol.

fay Gsszegiik csak dgy lehet 180°,

is, ezértaz d al adédik az e) részfeladat dl

) Hamis. A négyzet himégyszig, tompasziget mégsem tartalmaz.
1) Tgaz. Ha a négyszog nem tartalmaz derékszoget, akkor a szemkozti szogek osszege csak gy
lehet 180°, ha kozilik az egyik hegyesszg, a misik tompaszog. Ugyanez érvényes a misik
szogpdrra is.
ED Kétfeéle elrendezést érdemes vizsgdlni.
Az elsG esetben a D kezdGpontd félegyenes nem metszi az AE
seakaszt. Ha az ABCD négyszidg A cstiesindl 16v6 sziget o jeloli,
gy az EF egyenesis o szoget zirbe az AE félegyenessel, hiszen
AD s EF pithuzamosak (egyillst sz i
yszogrol tudjuk, hogy h
180° - & nagysigd szoge van, dmlnek Kiils6 szogére teljesi
BCF=180°~ (180"~ o) =
Az clmondottakbl adédik, hogy a BEFC négyszdg C estesindl 16v6 belss sziy ugyanakkora,
mint a szemkozti £ csicsingl 16vG kils szog, igy a szeml sszege 180°, ezért
néeyszog himeeyszoe.
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A masodik esetben a D kezddpontd félegyenes metszi az AE
szakaszt Ebbu\ “ esetben ADF$ = DFES = 8, hiszen valt6
zigek. Mivel az ABCD négyszog himégyszog. ezérta B csiics-
nil léve k..lus\mge megegyezik a D csticsndl 16v6 belss szog-
gel. azaz CBES = 6. Ekkor viszonta CE szakaszaz F és B pon-
tokbdl ugyanakkora szbg alatt Hitszik, fgy mindkett6 |1Ie\zkcd|k i
a CE szakasz. & szogii litGszogkirivére, azaza C, E, B, F pontg

egy korre illeszkednek.
Megjegyzés: A msodik esetben a B és F pontok a CE szakasznak ugyanazon partjdn vannak,
ezért nem fordulhat 16, hogy a CE szakasz kiilonboz6 litGszogkorivére illeszkedjenck.

a) Forgassuk el az ABC hdromszog AB oldaldt az A cstics koriil
tgy hogy a elforgatot vnkz\»z illeszkedjena CA oldal meg-
hosszabbit pont képét P jeloli, akkor a PBA
héromszog cgyenlG szir, tovabbd az A csicsndl 16vG kiilsG
szbge o,

Mivel a hdromszog kiilsG szoge a nem szomszédos belsG szogek
osmuc’vcl cgyenld, ezért a PBA hiromszog alapjdn fekve

1gek 2 nagysdgiak. Eredményiinket tgy is m:gfugalmdr

hatjuk, hogy a P pont illeszkedik a BC sukmz 2 suogi

valamelyik lit6szogkorivére.

A fenti megillapitisokat figyelembe véve,
a szerkesztés Iépései a kivetkezok lehetnek.

Az adott a = BC szakasz folé % szvgl

lit6szogkorivet szerkesztiink (k;).

. A C Kozéppont il adot b + ¢ sugard
Kot szerkesztink (ky).

. Megjeloljik az a szakaszhoz tartoz6 16
szdgkiriv, valaminta C kbzépponti kir
metszéspontjait (az dbrén P és Q).

. Megszerkesatjik a PB és OB szakaszok felezGmerSlegesét (fi, /).

Az ABC hiromszog ismeretlen A csicsdt az imént szerkesztetett felezGmerdlegesek met-
szikkia PC., illetve QC szakaszokbol.

A feladatnak 0, 1, 2 megoldisa lehet. Ha az adott  szakasz msik lit6szogkirivét is meg-

szerkeszjik, akkor tovibbi 0, 1,2 megoldist kapunk, amelyck az AB cgyenesre vonatkozo

tengelyes tikrdzéssel adédnak a mir megszerkesztett hiromszda(ck)bal.

@ s

b) Eziittal az AB oldaltaz A esiics koriil tgy érdemes elforgatni,
hogy az elforgatott szakasz illeszkedjen a haromszig AC
oldaldra (AC > AB). A B pont képét P-vel jeliluik az

dbrin =
Ekkor az ABP héromszog egyenl szdrd, amelyben a szdrak g &
@ szoget zirnak be egymassal, ezért az alapon fekve szonck ="y
o0 s
muyeagu Vegyiik észre még, hogy PC=b

A

. tovibbda P cs

Gesnil fekv killsd szoge 90°+ E
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Ezek alapin a szerkesziés menete nagyon hasonl az a) ré ismertetett

1. Azadott a = BC szakaszhoz tartoz6 90° + 3;’- szogl egyik litGszigkbrivet megszerkesztjik.

2. Megszerkesztjiik a C kozépponti, adott b — ¢ sugard kot

3. Megjeloljiik a BC szakaszhoz tartoz6 lit6szogkorivet, valaminta C kozéppontd ki meg-
felel6 metszéspontjdt (P).

4. A BP szakasz felez6merSlegese kimetszi a C kezdGpontd CP félegyenesbl az A csticsot

Ebben az esetben csak 0 vagy 1 megoldds lehet.

@D A volgyhid végpontjait A és B, a vele pérhuzamos utat e jelli az dbrn. Néhdny konkrét eset vizs-
gdlata utdn sejthetd, hogy az AB szakasz felezOmerdlegese metszi ki az e egyenesbol azt a pontot,
amelybol az AB szakasz a legnagyobb szogben litszik. Jeloljik ezt a pontot C-vel, az ACB%-ct

i Ekkor a keriileti szogek 1étele alapjdn az AB vlgyhid az ABC hiromszisg koré ir-
haté kor C-tis tartalmaz6 AB korivének minden pontjdbdl o szog alatt litszik.

Megmutatjuk, hogy az ¢ egyenes C-t61 kilonbiszo tetszleges

P pontjdbol az AB szakasz a-ndl Kisebb szogben lithat6. Mivel — ———5

a C esiics az AB szakasz felezomerdlegesére illeszkedik, ezért

az ABC héromszog egyenl szird, igy koré irt korének kozép- g

pontja az AB oldal felezomerdlegesén taldlhatd. Ugyanakkor

az e és AB pirhuzamosak, ezért a C esiieshoz tartoz6 sugdr

nemesak az AB szakaszra, hanem az e egyenesre is merdleges y

(az e egyenes a ke irt kor C pontbeli érintGje), vagyis a P pont

sziikségképpen a kor kiilsS pontja. Kossik ossze a P pontot az AB szakasz végpontjaival;

zakasz és a kor metszéspontjat az dbrinak megfelelGen jeloljik Q-val. Mivel a Q ponta

Korvonal pontja, ezért kordbbi megjegyzésiink alapjin AQB% = ACB< = ¢z. Vegyiik észre, hogy

az AQB% a POB hiromszog killsG szoge, ezért megegyezik a nem szomszédos belsG szogek

QPB& + QBPS > QPB< = APBS.

dlva tehdt o > B, ami egyben azt is jelenti, hogy az AB szakasza C pont-

b6l nagyobb szog alatt litszik, mint a P pontbol. Ezzel igazoltuk, hogy az e egyenes pontjai

Kisziil valoban a C pontbol ldthat6 az AB szakasz a legnagyobb szog alatt.

Az adott k kort az AB hiir két korivre bontja. Bebizonyitjuk.
hogy attdl fiiggben, hogy a C pont melyik krivén viltozik,
az ABC héromszogbe irt kor Q kozéppontja illeszkedik az AB
szakasz egy-egy megfeleld szogd litoszogkorivére. Tegyik fel,
hogy a C pont az ibra szerinti hosszabb AB ko ozog.
Ekkor az ACB< a C pont helyzetétdl fuggetleniil dllandd, amit
y-val jeloltiink. Az ABC hiromszog misik két szoge termé-
szelesen mir fiigg a C pont aktulis helyzetétl. Ha e szogeket
a és f jeloli, akkor figyelembe véve, hogy a © pont az ABC
hiromszog szogfelezGinek metszéspontja azt kapjuk, hogy

CAQ% = QABX % tovibbd CBO% = OBA% =

2
Mivel az ABQ hiromszdg bels6 szogeinek dsszege 180% ezért:
A0 =180 —(% + B) = 1800 (00— )= 000 + L.

272 2 2
Akapott szig a C pont helyzetétd] figgetlen dllandd, ezérta Q pont az AB szakasz egyik 90°+ L.
szogi litoszogkbrivén mozog. 2
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Haa C ponta k kor masik AB korivén oo akkoraz Acmx 180°— 7, és gy az
180°~

AQB%=90°+

2

ami mutatja, hogy a Q pont az AB szakasz megfelel 180° - £ T seopidoszogkorivére esik.

Megjegyzés: Az A és B pontok nem tartoznak a mértani helyhez. A fenti litGszogkorivek minden
mis pontja a mértani hely része, ugyanis egy rogzitett O ponthoz tartoz C pontotaz AQB hrom-
2 AQ, illetve BQ oldalira felmért QAB, illetve QBAS szrai metszik ki egymésbol.

) Tekintsitk az dbra jelléseit: az ABC hiromszog magassig-
pontja M. az AB egene\mmmnkuw iikorképe M’ az A és
B csiiesbl indulé magassigvonalak talppontjai F és E,
ahdromszog C cesind) 6v6 szoge 7.

2i5g himégyszisg, mivel két szemkozti szoge

s crtrt EAII = 180° 3. Mivel bz AMBS s a7 EMES

gek sk AMB = 180y il Ha ek

a magassdgpontol, hanem az AMB héromsatget s kitzzik
27 A eayencsre, akkor AMB
kapjuk, hiszen a tikrozés so
helyben marad. A tegelyestkitads sabgrand njdonséen
miatt az AM'B< = AMB< = nt az AM'BC
négyszdgbena C és M’ csicsokndl 166 Crogek dssseee 180° amibol kivetkezk,hogy a négy-
sziog siiesai egy korre illeszkednek. Ez a kor tartalmazza az A, B, C pnmum azaz saikség-
képpen egybeesik az ABC hiromszog koré irt korrel. Ezzel a feladat 4ll zoltuk

b) Az llitds az a) részfeladat dllidsd médszerrel bi a ponlol ezittal
az AB oldal G felezSpontidra tikrzziik (L), akkor a tikirképként kapott M’ pont az A, B, M
poniokkalparselogrmmit feszit i amelyben ekl sasgk termeszetesen gyenlc fgy

rin a tengely A s B pontja

AMBE _y, ami ismét igazolja, hogy az M* pont illeszkedik az ABC héromszbg koré
irt kirre.
L 1L
.
s o
.p
o~ y ;
Q
PR
L /
>

Avlisok r.levek\mgu. h:lvc tompaszgl hiomszgre s érvényben maradak. A derchszogt
(L dbra)a (C-vel),atik
kA.pc (0 pedis ssimén derdkszbt iromrgralkota iiog6 kétvégpongval ey s
Tml 2 tételének megforditdsdbol azonnal adédik. Az dbra az oldalfelezs pontra vonatkozo
litist szemlélteti.
Tomp'lszo"ﬁ héromszg esetén (11, dbra) az A és B csiicsokbl induld mag: asm«vonamk talp-
pontjai (az dbrn E és F) a hiromszosg oldal
Az EMFC négyszogben a C cstcsndl 16v3 szog csticsszoge az ABC hiromszog v vugenek
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ezért egyenl vele. Mivel a sz6ban forgd négyszisg himégyszog, ezért az. M esicsndl 16v6 szoge
180° 7, amibol a mir szoksos gondolatmenettel belthato, hogy AM'B = 180° - y ezittal
is teljesiil. Ekkor viszont az AM'BC négyszig ismét himégyszog, azaz az M’ pont illesz-
kedik az ABC haromszog koré it koire. Az oldalfelezG pontra vonatkoz tikorképrol hasonl
médon lithat6 be ugyanez a tlajdonsdg.

) Készitsiink dbrit, majd keressiink himégyszogeket a Kialakult
dbréban. Az APMS négyszigben a P és S csicsoknil derck-
szgek vannak, ezért himégyszog, amibol kovetkezik, hogy

(a koré it korben ugyanazon a koriven

zek). Ha az SAM szirait meghosszab-
bitjuk, akkor a vele megegyez0 nagysigéh DAC4-ct kapjuk,
ezét DACS = ot is teljesill. Mivel az ABCD himégyszog
Ko ithat6 korben a DACS a DC fven nyugv6 keriileti szog
csakiigy, mint a DBCY, ezért DBC% = DACE = a. Vegyik
még észre, hogy a BPMQ négyszog is himégyszog, amit
ugyanigy i amint azt az APMS dgnél
tettiik. A négyszog koré fit korben az MPQ és MBQS szdgek ugyanazon az MQ Koriven
nyugv6 kerilleti szogek, ezért MPO = MBO% =
foglalva lithatjuk, hogy SPM< = QPM:
illeszkedik a PORS négyszog P csics:
hogy az M pont a négyszog dsszes szgfele: 2
Grintonégyszog, amelyben a beithatd kor kizéppontja egybeesik az ABCD négyszig dlGinak
M metszéspontjdval.

b) Az @) részfeladat eredményei alapjdn az dbrén o-val jelolt
szigek mind megegyeznek. Mivel a négyszog 4lloi ezittal

merdlegesek egymdsra, ezért ADM% = BCM% = 90° -

Vegyilk észre, hogy az SMRD négyszog is himégyszog

(az R és S esticsokndl derékszdgek vannak a pontok szdrmaz-

tatds
Keriileti szogek megegyeznek, azaz SDM< = SRM:
Ugyanigy az RMQC hiimégyszisgben: az MQ kiriven nyugvé.
Keriilei szgek megegyeznek, azaz MRQS = MCQ%=90°~ ot
“Tekintsitk mos ayszoget: a P estesndl I6vG szoge
2@, az R csiesndl 16v6 szoge 2+ (90° - ) = 180°~ 2+ cz.
Mivel a szemkozti szogek osszege 180°% ezért a himégyszogek tételének megforditisa alapjdn
a PORS négyszog hirégyszog.

Az ABC hiromszog koré irt kirének P pontjdt
merdlegesen vetitve a hiromszog oldalegyene-
seire, az dbranak megfelel jellésekkel a Q, R,
S pontokhoz jutunk. Az dbra hemzseg” a hir-
négyszisgektl, amelyek kol elgszi elemezziik
az ABPC négysziget. A himégyszogek ismert
tulajdonsiga alapjdn a CPB% = 180° - CABS.
Az ASPQ négyszogben az § és Q szemkozti
st kndl derékszogek vannak, ezért szintén
himégyszog, fgy:
QPS% = 180° - QAS% = 180° — CABS.

Az elmondottak alapjn tehdt CPB< = QPS<.

72



GEOMETRIA

Ha a fenti egyenlGség két oldaln dll6 szigekbol a QPBs-ct elvessziik, akkor a visszamarads szo-
gek is megegyeznek, azaz
CPB% - QPB& = QPS% - QPBS,
CPQ%=BPS<=4.

Az dbra tovdbbi himégyszoge a BSPR négyszbg, hiszen S és R esicsainl derékszogek vannak.
A négyszog koré it korében a BS koriven nyugvo kerilleti szogek megegyeznek, azaz

BRS$=BPSE=5. (1)
Végill srintén himégyszig a CORP négyssi, hiszena CP szakisz.a 0 & R pontokbl egyarént
90°-os g alat litszik, fey mindkét pont illeszkedik a CP szakasz Thalész-korére. A Thalész-
Kor OC korivén nyugv keriileti szogek megegyeznek, ezért:

QRCZ=QPC3=5. ()
Az (1) és (2) egyenlGségek dsszehasonlitdsa utdn ldthatjuk, hogy
BRS%=QRC% =3,

mi azt is jelenti, hogy az RS egyenes és az RQ egyenes

a egyardnt & nagysiei szdget zir be
4 BC egyenessel, ami csak tigy képzelhetG el, hogy a O, R.

5 pontok egy egyenesre illeszkednek.

F szelik és i tétele,
szdgfelezdtétel — megoldasok
B Akitolstt tabldzat:

o b c d - ¥
som 4om 3om 240m Zom 1260m
2cm 25¢cm 3cem 375¢cm 4cm 9cm
3om 6om 20m 4om g o 8em

ések a pirh 16k tétele alapjdn ki 6 kesztési Iépések

a)

zadnetbnen s pammmos szelGk tétele alapjan hirom egyenld részre osztjuk, fgy megkapjuk
aszabilyos hiromszog oldaldnak hosszt.

B Az adott szakaszt felu\zlj k 2:3:4 arfinyban; a kialakul6 szakaszok a szerkesztends hiromszig
oldalai lesznek. A hdrom oldal ismeretében a hdromszog mdr konnyen szerkeszthetd.
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meg az snow i Gl i e o mlo,a b2, Afel-

setani kivint AB szakasz A kezdGpontjibol indul félegyenesre
ik fel a négyzet oldaldt, majd dtlgjdt. A parhuzamos szelok
Létele alpjin sserkeszthets  megfelel oszigpont. (m)

FEID A trapéz KiegészitG haromszogének oldalai 6 cm, 4,67 cm,
4,67 cm hossziak.

EEI) A trapéz szérainak hossza: 2,29 em, 6,87 cm.
FEID A trapéz alapjainak hossza: CD = 14 cm és AB= 18 cm.
) A DE egyenes a BC oldalt 1:3 ardnyban oszta.

FEID) Az dbra segitségével is meggydzddhetiink arr6l, hogy a feladat

feliteleinek két téglalap tesz. cleget. Az eayik téglalap oldalai
6em és 12,8 e, fey terilte 76.8 cm?. A misik lalap oldalai
3.2cm és 24 em, fgy teriilete szintén 76,8 cm®. (=) ol
B8 A hiromszisg alapidhoz 12 cm hr.mzu magassiig tartozil
felezdtétel alapjdn a maga az alapon fekvs szdy ! o 5

z6ije 5+ 13 ardnyban, 8,67 cm 393 e hosst réeloe osttja.

EEIH A hdromszog dtfogdja 10 -y2 = 14,14 cm hosszsdgi.
A szibglelezGtétel alapjdn a szigfelez a szemkiszti, 10 em hossza befog6t 1: v2 ardnyban osztja.
A derékszogi cstcshoz kizelebbi s7akav ho\\7a'

=4,1dcm,

1+ J'

1042

1+2

A 45 méteres fa helyét A, az ismeretlen, x magassdgiét B,
a hegytetét C jeloli. Ekkor AB = 300 méter, ¢ mivel Barnabs
£61 6ra alatt 1000 m utat tesz meg, ezért BC =700 m. A pérhu-
zamos szelGszakaszok tétele alapjin:

amésiké pedig:

.86 cm.

Wy socrricie e
T000 = 35 - 2mib6l x =315 m.

a 31,5 méter.

D A feladat geometriai modellje az dbrfin |mlhdl()
AH jeloli az ismeretlen magasségu létesitményt, a
BG a 7 méter magas fit, és D azta pomol, g
nan a fa és az ipari Iétesitmény teteje egy vonal-

ban litszik. A pérhuzamos szelGszakaszok tételét (g

alkalmazva az FDH-re kapjuk, hogy: A s i
x_150 2| 2
I o x=25 D n
=0 4 I 5 wm ©

Az ipari Iétesitmény magassdga tehit 27 méter.
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B0 a) Tikrozziik az ABCD trapéz rovi

EE @) Megmutatjuk, hogy SR és PQ pirhuzamosak az AC dl6val.

Tekintsiik chhez az ADCS-et, amelynek szirait az SR és AC
egyenesek tigy metszik, hogy a szdrakbol kimetszett s
szok ardnyaira:

ka-

DS _DR _1

DA DC 4’

és igy a pi tételének ftdsa alapjdn SR
és AC valban pirhuzamosak.

Hasonléan lithatjuk, hogy az ABCX széraibGl PQ és AC olyan szakaszokat metszenek ki, ame-

Iyekre igaz: B _so

BA~ BC

minek kivetkeztében PQ és AC s

és ez igazolja, hogy PORS valGban trapéz

a én pérhuzamosak. Ez aztjelenti, hogy PQ és SR ugyan-
azzal az AC dléval pirhuzamosak, ami csak tgy lehetséges, ha egymissal is pérhuzamosak,

b) A pirhuzamos szelGszakaszok tételét alkalmazzuk az ADC-re, majd az ABC4-re:

valamint

Afeliételek szerint AC =20 cm,

¢) Az a) részfeladat dllitdsa konkdv négyszogre is érvényes,
amint azt az fbra is szemlélieti. A bizonyitds ugyantgy tor-
ténhet, mint a konvex esetben.

idebb (CD) a

jelolje €D’
Tele, ezért C'D’ az ABM hiros

. hogy M a DB itlot
) Haaz M ponton tmend,
a szdrakat az dbrdnak megfelelden az £ és F pontokban
metszi, akkor a pérhuzamos szeldszakaszok tételét alkal-
mazva a DAC%-re, valamint a DBC4-re:
EM AM 2 MFBM,
DCTACT3 DC BD 3
Azismert DC =6 cm-t behelyettesitve, valamint a szdmo
sokat elvégezve EM = MF =4 cm adodik, vagyis az EF
szakasz hossza 8 em.

harmadolja.

az 66k M metszésponti
Mivel C1" pltzaos ax AR, lappl, ovibia b

amit az el 26 két egyenlGség bal oldaldba behelyettesitve, majd
amiiveleteket elvégezve adodik, hogy SR =5 cm, PQ = 15 cm.

tiikorképet

za az AB alap hosszdnak
g AB-vl pithuzamos kinépvorala, fgy C* fles
4 ért

vagyis C

és D' a BM szakaszt. volsd; ), ezt E\MJICA
Kz harmadol pondi, fay lihats, hogy M a CA 4ot 12 amuybau osztja. Ugyaniey beldt-
ha s
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a) Jeloljiik a C-bdl indul szisgfelez AB oldalra lleszkedd pontjdt
P-vel. A szogfelezotétel alap

BP 6
tovibbi (elhmm.nlv.n hogy PB=7-AP, ez
ssal kapjuk hog;

szerd szimo-

AP ” 3 _ 3,18 cm, valamint PB = f 3.82cm,

b) Alkalmazzuk a pirhuzamos szeldk tételét a PBCH-re:

74
BD_BF_3 11
BC PB 42

1

amibsl a BC =6 cm miatt 5D = % =550em.

Hasonl6 médszerrel szimolhat6, hogy AE = '?' 5.5 em szintén teljes

a) Afeliételek szerint a hiromszog befoginak hossza 15, illetve A
ox 22 AB drog hmw 34cn Bk Pnugn\mu ttele alap- "
jan (1532 + (8- drom- 0 16
sziog befogi tehi, AC = 30 cm, illetve Be=1éom Taa
fesbol induld szogfelezs az AC befogdt az F pontban 4 - 5

‘metszi, akkor a szogfelezdtétel alapjan:
FC__16
30-FC 347
amibdl FC-re 9.6 cm adddik. Az FB szbgfelezs hosszaa BFC derékszogd hiromszighol sz
molhat

BF?=FC?+BC? =962+ 16%, amibél BF = 18,66 cm.

i 18 K¢ Kdgponis s tgleleti O metdsponn Azt eltsct i
vervelegyen.a C csiesbl ichl magaseigvocal lppocts P, a sabgfelesi G,

az AB oldalt érintse T pontban. EIGbb kis: abeirt kor r sugardt, valami

dfogSjdhon trcat m magassigit. Mindken a hiromsad erleé eihasamdlvaszimalhetd

Mivel 1=r s, ahol s a hiromszog keriletének fele, ezé;
16:30 _ 16+30+34
2 7
Misrészt a hiromszog terilete az oldal s a hozz tartoz6 magassidg segitségével:

6em.

16:30 341 pnym= 2 14 120m
2 17
Ezutin kiszdmoljuk a GCP héromszog ismeretlen oldalainak hosszit. A szogfeleztétel alapjn
GB__16
34-GB 30
A BCP derékszig( ha Pita 6: PB =7,53 cm. Ekkor

=430 cm, és végiil

GC=JGP?+m? =

viszont GP = GB ~ Pl
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2 OC szakasz hossza ezek utdn mir viszonylag kinnyedén 5
szimolhato. Mivel OT és CP pirhuzamosak, czért a CGP%-
e alkalmazhat6 a pirhuzamos szelGszakaszok téte h

r G0 6 _W-0C ;0. g49cm. [

moGC 2T 1476 NG
Ahéromszg beithatd kirének kizéppontja a derékszised estiestol kirilbell 8.49 em tivolsigra

taldlhato.
) Hizzunk pérhuzamost a trapéz D esiiesdn dt a BC szdrral;

a pirhuzamos az AB alapot az dbrénak megfelelden a H pont- o9 ¢
ban metszi. Ekkor DHBC négyszog paralelogramma, igy e ,
HD = BC. Jeloljik a DH szakasz D-hez legkozelebb eso
Gtodoldpontjdt G-vel. Ha az AD szir D-hez legkiszelebbi
todolpontja E, akkor

DE _DG _1
bA DH 5 A T B

és fgy a parhuzamos szelok tételének megforditdsa miatt
az EG egyenes pérhuzamos az AB alappal. Megmutatjuk, hogy haa BC szir C-hez legkize-
lchbe\G Gtodolopontja F, akkor az F* pont 1IIe\zkedik az EG cgyenesre, amibdl a feladat dlli-
sa mdr kovetkezik. Valéban, mivel DG 'F (hiszen mindkettd hossza a BC szir egyotod
e tovibh DG pirhuzamos CF-fel, s DOPC négyszog paralelogramma, fgy GF pir-
huzamos DC-vel (és persze AB-vel is). Ekkor EG és GF is pirhuzamos a trapéz alapjaival,
ami csak gy lehetséges, ha az E, G, F pontok egy egyenesre |11e<7kedl|ck.

) Ava) résciladateredményei aapidn DGFC négyssg pasle-

GF=9cm. Ugy nigy pmlelngmmma o9 ¢
ezért HB . fgy AH =5 cm. Alkal- /.
mazuk a plhuzamos scldszakassok 1E61EL a2 Db
EG_DE _1
5TDAs

amibdl £G = 1 em. Az EF szakasz hossza tehdt 10 cm.

) Hiizzuk be a trapéz D estiesibl induld DT magassigit, amely

az EF szakaszt Q-ban metszi. Alkalmazzuk a pérhuzamos 2
szeldk tételét az ADT<-re: 49 F
Do _DE_1 5
15 DA 5 s
igy DQ =3 em adédik. Ez egyben az EFCD trapéz magas-
sdga i, igy terilete:
2910 4 p—

8,5 cm?. A

Az ABFE trapéz magassiga az el6z6ekbol adodéan 12 cm, fgy teriilete:

%-12:14«#.

kel
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Az AC itl6 hossza az ABC derékszogi hiromszogben Pitagorasz tételével szimolhat6: AC = 58 m.
Az ABC hiromszogben alkalmazva a szogfelezitételt

BE_ 80 120 4714 m adédik.
42-BE 58 4
Az ABE derékszogd hiromszog alaki kertteriilete ezek alapjdn
w0120

tane=— T ~34286m?.
Ehhez hasonldan szdmolhat6 az AFD kert terilete is. EIGbb az

AFC hi iszogben alkalmazzuk a szogfelezdtételt:
FD__4
40-FD 58
Az AFD Kert teriilete 1, = 352.8 m?. Mivel az ABCD kert
teriilete 1680 m?, ezért a legkisebb gyermek a kertnek korilbelil
it, a kozépsG 21%-it orokli. A legjobban a legidsebb

G a kertnek csaknem 58.6%-dt Orokli

= FD=168m.

«

Hasonldsagi transzformaciok, alakzatok hasonldsaga
— megoldasok
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FEI) Kétilyen pont van, melyeket az dbrfn O, illetve Oy jeldl. A hason- &
Iosig arinya ~3. vagy .
o
5
2315 éi hasonlésdgi fci6 kozdy hérom- @
szog silypontja, aréinya 7%.
5 *

) A feladatnak két megolddsa van, melyeket az dbra szemléltet.

) A feladatnak két megoldiisa van: az tgynevezett
il s belsG hasonlGsiigi pontok. Ezek a pontok
akét korhoz hizott kozos killsd, illetve kozos
belsd érintGk metszéspontj ket kor sugara
megegyezik, akkor a kozos kilsd érintdk parhu-
zamosak egymissal, amibol kovetkezik, hogy

k egy megoldisa van a feladatnak.

FE7) A uira titvonala a valésdgban 22,8 km, ennek megtételéhez 6 6ra sziikséges.

B a) lgaz. b) Igaz. ¢) Hamis. d) lgaz.
e lgaz. £) lgaz. ) Har ) lgaz.
B ) Igen. b) Igen. ¢) Nem.
7). A hdromszog oldalai az egyes esetekben:
a) 4,5 cm, 6.cm, 9 cm; b) 10,5 cm, 14 cm, 21 cm;.
) 6em, 8 cm, 12 cm; d) 15 ém, 20 em, 30 em.
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FE A négyszdg oldalai az egyes esetekben:
a) 16.cm, 12 cm, 20 em, 24 cm; b) 24 cm, 18 em, 30 cm, 36 em;
) 8em,6.cm, 10 em, 12 em.

7 A hdromszog alapon fekvé szigei 72°osak, szrszoge 36

Az dbra jeloléseit haszndlva megdllapithatjuk, hogy a CEF és
CAB hiromsziigek hasonlok egymashoz, tovibbd a HEF és HDB
hiromszgck eaybevigdk cgymissal. Az elmondotiakbl kovet-
kezik, hogy EF =5 cm és BD =5 cm. (=)

EEH) A trapéz i az alapok ardinydban osztjdk egymist, fgy a keresett
ardny 1:7.

(2329] 6 Jap - Ha s K i arinyban osai
egymist, akkor a hosszabb alap 12+ cm.

FEED) A pirhuzamos szakasz. k hossza a két alap mértani kozepe, azaz k = va- ¢

FEEI) A trapéz kiegé dgének trapézon Kiviili csiicsa 15 cm tdvolsdgra van az ismert szdr
rovidebb alapra lleszkedS végpontjdtdl.

FEED) Az fbra jeloléseinek megfeleléen az AD oldalt 2: 3 amnyban

0sz16 pontot E, az AC ¢és BE szakaszok

F jeloli. Ekkor AEF4 = CBF4, tovibbd EAF< = BCF<, mlvel
pironként viltészogekrdl van sz6. Az elmondottakb6l az is
kovetkezik, hogy az AEF és CBF hiromszogekben két-két s:
ceyenld, igy a két hiromszg hasonld egymishoz. A megiells

oldalak ardnya

AR EE AR 2
FC FB BC 5’
igy a két szakasz 2:5 ardnyban osztja egymést.

B a) A lakénegyed a térképen dbrizolt téglalap kozéppontosan nagyitott képének tekinthetd, ahol
a hasonlGsig ardnya 1500, ezért a lakdnegyedet a valGsdgban egy 120 méter és 150 méter hossal
oldalakkal rendelkezs téglalap hatérolja. A lakénegyed teriilete 18000 m

b) Ha jirda szélessége mindenhol 2 méter, akkor a jdrda négy

téglalapbol, valamint négy negyedkorbl dll az dbrénak meg- N
felelden.
Ajdrda terillete:

T=2:2:120+2:2-150 + 22 & = 1092,57 m*.

Mindkét feladat megoldasandl vegyiik észre, hogy barmely két olyan hdromszog hasonld egy-

méshoz, amelyben az oldalak ardnya 2:3 :4. Ezt az észrevételt felhaszndlva a szerkesziés 1épései

1. Szerkesztiink egy hiromszoget, amelynek oldalai 2 cm, 3 cm, 4 cm.

2. Megszerkeszjiik a kapott hiromszog koré it (beirt) kiirét.

3. Megjeliljiik az egyik olyan pontot, amelyre vonatkoz6 kiszéppontos hasonlésig a hdromszog
Koré i (beitt) Korétaz adott Korbe vii .

2334)

ik ald, amely a koré
it (beirt) kort az adott Korbe viszi dt; a kcpmmmszou prves (bert) kore épp az adott Kor lesz.
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2337

A szerkesziés példdul azon az észrevételen alapulhat, hogy birmely két ol yan hiromszig hasonl6

egymishoz, amelyekben a szogek megegyeznek. Ezért a szerkesztés Iépsei:

1. Szerkesztiink egy olyan haromszoget, amelynek szigei az adott szogekkel egyenldk.

2. Amegadott szakaszt, melynek hossza a szerkeszteni kivint haromszog keriiletével egyenld, fel-
osztjuk az 1. pontban szerkesztett hiromszg oldalainak ardnydban.

3. Akapott szakaszokkal, mint oldalakkal a szokisos médon hdromszoget szerkesztiink.

Vegyik észre, hogy barmely két olyan héromszog hasonlé egymishoz, amelyben egy szog, vala-

mint a szdget kzrefogd oldalak arinya megegyerzik. Ezért a szerkesztés 16pései a kovetkezok:

1. Szerkesztiink egy hiromszoget, amelynek egyik szige az adott szig, a kozrefogé oldalak ard-
nya pedig 2:3,

2. Amegadott szakaszt, melynek hossza a szerkeszteni kiviint hiromszog keriletével egyenl6, fel-
osatjuk az 1. pontban szerkesztett hiromszog oldalainak ardnydban.

3. Akapott szakaszokkal, mint oldalakkal a szokiisos modon hfromszoget szerkesztiink.

a) A BCD és BAE hiromszigek derékszogiek, tovibbi a B

csticsndl 16v6 szogiik kozos, ezért a két hdron s i
ami igazolja a Gigi ¢
b) A hasonls hiromszogekben a megfelel oldalak ardnya meg-
egyezik, ezért
BE_BD . BE_6
o2 tehit =

AB BC’ 12 BC' Ll J B
A BDC derékszogl hfromszogben Pitagorasz tételével
BC= y 2cm, EC=28ci

kozéppontjt Q,-gyel, a megfeleld szdron kiala-
Kl érintési pontjat F-fel, a nagyobb kor kozép-
pontjét Q,-vel, rintési pontjdt G-vel jeloliik.
z OKE és 0Q,G hidromszogek has
16ak, hiszen mindket§ derékszogd, tovibbi
az O csicsndl lévé szogiik kozos.
Ahdromszogekben a megfeleld oldalak arfinya
i K+ 10+ R ossze-

megeyerik, czért az
fiiggest felhaszndlva:
KE__R

0K~ 00, M

Vegyik még észre, hogy az. OKE derckszisgi hiromszisg O csicsinl 30°-0s szg van, ezért egy
félszabilyos” hiromszog. Az lyen az tfogd a rovidebb befogd kétszerese, vagyis
OK =20 cm. Az el25 cgyenlséebe behelyetesitve, majd a miveleteket elvégezve R = 30 cm
adédik.
Akisebb, 0, Kozépponti ki sugara a fenti gondolatmenet értelemszeri médositisdval szdmolhato.

A szimoldsokat elvégezve r = % 33 cm adodik.
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a) Haaz ABC hiromszogbe it kor az E pontban érinti a hdrom-
sziog AC oldalit, akkor a kor ériniGjénck tulajdonsiga alapjdn
OF merbleges AC-re. Ebbdl kifolydlag az OEC hiromszog
derékszog csakiigy, mint az AFC hiromszog. A két hérom-
szivg C estiesindl 16v6 szogiik kozos, ezért a két hiromszog
segel megeyesnek s ey valGban hasonlok eaymisho
b) Az dbra jelolései alapjdn CE
A pontbdl a héromszisgbe i

= 12cm, hiszen az

megegyeznek, vagyis AE = AF = 12 cm. Az OEC é AFC héromszogek hasonldsiga alapjdn:

L cr=2
12

Az AFC hiromszogben Pitagorasz tétele alapjén:

122+ (2P = (v + 12)%
amibél 3x2 - 24x = 0, aminek egyetlen pozitiv megoldsa 1
magassiga 16 cm hosszisdgd.

8, tehdt az ABC hiromszog CF

) Ahéromszg alaki dobor terilete 192 cm?, a négyzet alaki dobozé 144 cm?. Ebbdl kovetkezik
hogy a hiromszog alaki doboz alapterilete a négyzet alaki dobozéndl 33,33%-kal nagyobb.

) Haakét érintG a P pontban metszi egymist,
tovibbi az érintési pontok  és F, valamint
H és G, akkor az OPE hdromszig hasonlé
a OPH hiromszoghtz, ahol O és Q a korok
Kozéppontjat jelolik (1d. dbra). Ezt azonnal
beldthatjuk, ha felidézziik, hogy a kér érin-
tGje merGleges az érintési ponthoz hizott
sugdrra, valamint hivatkozunk arra, hogy a két hiromszogben a P
amelyek egyenld ndzymguuk A Két hiromszdg megfelel oldalainak ardnyara:

7

+ amibsl OP = 125 méer.
OP 300- 0P

b) Az OEP hiromszisgben Pitagorasz tételével EP kiszimolhaté: EP = 12490 m. A PHQ hirom-
scisgben EP-nek PH felel meg, és a hasonldsig ardnya = , ezért PH = ~- EP = 174,86 méter,

5
gy az EH sétait kb. 299,76 méter hosszi, és ezért a két séuaiit egyiitt 599,52 méter.

D ) A feltleknek megfecl rombusnak és  iomsatgnek egy ks sage vn, Mive e a kot
hdromszog bérmelyik szoge lehet, ezért sszesen hdromféleképpen tudunk rombus

2be.

azt az esetet, amikor az A csics

c T s 5
(1), Az ADEF rombusz oldalinak hosszit
jik x-szel. Ekkor az dbrn szerepld FEC
d 07
ge ént megegy . fgy: x
e 4 ol A B
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23]

2344]

Amisodik esetben (I1.) a kozos csiics a B pont. A rombusz oldala ugyaniigy szamolhat, mint
az eldbb. A szamoldsok elvégzése utdn azt kapjnk hogy a rombusz oldala:
181

2em.
18+ |z
Végiil a harmadik esetben a C cstics a kozos csiicsa a rombusznak és a haromszsgnek. Ekkor
a rombusz oldaldra
18:20 _ 180

(=9.47) em adédik.
184207 19
Afeladt fltlinekeleget vt lapcsisit D £ F, G el mig T 0z 4B oldalhoz roat
a CT magassig és a GF szakasz metszéspontja (Id. dbra). A feladatnak
Két mezoidia van o] fiiggden, hogy a téglalapnak a hosszabb, vagy a rovidebb oldala pirhu-
zamos az AB oldallal. Vizsgaljuk elobb azt az esetet, amikor |
a hosszabb oldal pirhuzamos az AB-vel, vagyis x:y=5:3 (L.
Mivel az ABC hdromszog hasonlé az GFC hi
(szogeik pdronként megegyeznek), ezért:
x 205

-y 1273
Atéglalap oldalainak arinydbol kévetkezik, hogy 3v =Sy, és gy
y=6em,x=10cm,
A misodik esetben (IL) a téglalap rovidebb oldala pérhuzamos
az AB oldallal, vagyis x:y = 3:5. Ebben az esetben a megfelel§
ardnypir valtozatlan, csak ezittal 5x = 3y.

o 'Iﬂsxsztmm,_zszegm

mszoghdz

. amib6l 3v=60-Sy.

Atéglalap old:

Az ABC hiromszigben AB =24 cm, a hozzd tantoz6 CT magassig
15 cm. a beirt DEFG téglalap GF oldala 8 cm (1d. dbra). Ekkor
4 GFC és ABC hiromszogek hasonlok egymdshoz (szogeik pé-
ronként megegyeznek), ezért

ek 15

amib6l CP =5 cm, igy PT'= 10 cm. A téglalap mdsik oldala 10 cm.

a) Ha a téglalap oldalai 12 cm és 18 cm, akkor x=4cm és 5 F
a égyszog oldalai Pitagorasz téte-
Ténck alkalmasdedval srimolhatck. A o
10 em, illetve V160 = 12,65 cm.
b) A visszamarad négyszog paralelogramma. ot >
U y

EIGbb egy egyszertbb feladat megoldasit clemezzik. Hagyjuk el a feladat feliételei kozil azt, hogy
a szerkesztends kor érinti az ABC hiromszog koré irt kort. Ekkor a kovetkezd problémahoz
jutunk: szerkessziink olyan kirt, amely érinti a hiromszoig ket szrit. llyen korbl végtelen sok van,
akozéppontjuk a C esicsbdl indul6 szogfelezon taldlhat6. A megszerkesztett kirt egy C kozép-
ponti kzéppontos hasonldsdggal dtvihetjiik abba a korbe, amely mdr a héromszog koré irt
kort is érinti
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Ezek alapjdn a szerkesztés Iépései a kovetkezk.
1. Az ABC hiromszog kiré irhatd kort szer-
kesztiink.
A2 ABC hiromsats C esesibelinuld -
felez6t (egyben a magassdgvonalat), valamint
akor C-vel dtellenes F pontjt megszer-
keszjiik.
b A; AC szir egy tetszéleges E pontjdban
zdrra merGlegest szerkesztiink. Ennek
CF el vald metsréspontia O
- Megszerkesuik az O Kozéppontd. OF su-
o1 mi érinti a szdrakat, valamint
a szdgfelczovel vald, C-(61 tivolabbi met-
széspontja F.
Az F’ ponton dtmend, EF-
e egyenest szerkesztiink.
. Az EO szakasz megszerkesziése.
. Megszerkesatjik az e egyenes és az AC szir E’ metszéspontjdn dtmend, EO-val pérhuzamos
f egyenest.
8. Az f egyenes ésa CF szakasz 0" metszéspontjdt, valamint az 0" kozéppontd E*
Kort megszerkeszjiik.

Az ABC hiromszog BC oldaldnak felezGpontjdt
az fbrinak megfelelden f:m, az A pont Fre
vonatkoz6 tiikorképét A-vel, a CAD<-et a-val
jeloltik. Az ABAC nég yszou Kozéppontosan
szimmetrikus az F pontra vonatkozéan, azaz
anégyszog paralelogramma, igy AC és AB p:
huzamosak. Ebbl adédéan CADS = DAB%
mivel viltoszogekrdl van sz6. Vegyiik még
észre, hogy Thalész tétele alapjin ADB% = 90°,
amibGl azonnal kovetkezik, hogy ADB = 90°
szintén teljes or azonban az AFC és ABD hiromszogekben kél-két szog megegye:
ezért a két hiromszog hasonld egymshoz. Ugyanigy hasonl6 egymishoz az AFC és BF
hiromszog is, mivel mindkettS derékszogd, tovibbd a CAF< = CADS, valaminta DBF< = DBC%
egyarént a ovidebb DC koriven nyugvé keriilet szigek. és ezért a kerilleti szogek tétele alapjdn
mindkét szog a-val egyenld.

Az AFC és BFD hiromszogek hasonlésiga ampja.\:

=

fel parhuzamos

~ o

tartalmazé

——. amibél FD
D

@
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Mivel a paralelogramma dtl6i felezik egymist, ezért AF = A, igy AF=2-BD szintén teljesiil

Ekkor viszont:

BD+ % BD=3-BD,
amit bizonyitani kellett

) A 2 ABC egyenl szird
Kipponti O, a nagyobbét O
tésipontokat E, lleve F jeldli.Lithat.
minta CQF hiromszogekbena C c
tovibb mindkeét hdromszg derékszog:
hasonlé egymishoz. Ha CO = x, akkor

romszogbe bb kisr
a BC sziron 1évé érin-
ogy a COE, vala-

V6 sz kiszos.
fgy a két hiromszog

Ezek alapjdn az ABC hfromszog CT dgdnak hosszdra:
CT=x+00+QT=15+15+1=4méer

A szintén derékszogd CBT hiromszigben a C csiicsndl ugyanakora sz

héromszogben, ezért ez a két mmxmzo« is hasonlG egymshoz. A megfeleld oldalak ardnya:

6 62
= =2V 3 (= 4,24 m).
CB= == V2m (=424 m)

A COE és CBT még egyszer
BE 08 gon BL2
T CE’ 4 7
Rendezés utdn megkapjuk BT hosszit:

2
BT =
2

Akartonlap oldalai tehdt AB=2-v2 =2,83 méter, BC = AC =32 = 4,24 méter.

V2Zm (=141 m).

b) Az ABC Kartonlap teriilete:

AB-CT _2- J' 4
T

Akt céltabla teriiletének Gsszege:

=442 m? (=566 m?).

1=0,5 g+ =" m? (=393 m2).

)

Aveszteség: 306, azaz Koriilbeliil 30,6%.
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a) Mivel az ABCD négyszig szimmetrikus trapéz, ezért szdrai
megegyeznek, azaz AD = BC = b. Az érinGnégyszigek tétele
alapjdn a trapéz szemkozi oldal fnak Gsszege meg-
eayezik, azaz 2-b=7+ 13=20, igy b= 10.cm. A trapéz sz
rai 10 cm hossziak.

b) Haszndljuk ki, hogy a tengelyesen szimmetrikus az
alapok kozis !clczomcmlwcscrc amelyet az dbrin r-vel jelil-
tink. A 1 tengelyre vonatkoz6 tikizés a beitt kort Snmagib
miga BCs: nval6, hogy az E érintési pont képe az F érintési
pont. Ebbal kovetkezik, hogy a 1 tengelyre vonatkors tkiozés az EF szakasztszintén onima-
gdba viszi. E; haaz EF szakasz merGleges a tikrizés tengelyére. de ekkor
EF valéban pérhuzamos a trapéz alapjaival,

¢) Toljuk el az AD szdrat Snmagéval parhuzamosan tigy. hogy az A csics a B csticsba, a D csiics.
a D', az F pontaz F’ pontba keriiljon. Ekkor BD'= AD = 10 em, tovdbbd a D'DAB négyszig
paralelogramma, ezért DD’ = BA
A CD'B és az EF'B hiromszog szigei pdronként mep,ekyemuk ezért a két hiromszog
egyméshoz, igy megfeleld oldalaik aranyra igaz, h

asonld

=, azaz —
BC T BE 1
Vegil vegyik e hogy a & ponibl a tapén 6 inks hizon rizakasaok, BE és
BG egyenlok, tovibbi G az AB szakasz felezSpontja, ezért G = 3.5 cm. Helyettesitsik
be a kapott eredményt az utols6 egyenlGségbe, fzy adddik, hogy:
6 _EF

=21 cm.

Ekkor viszont

9,1 em.

B0 Az dbrin az AB(‘ héromszg oldalfelez pont-
jait A, B, C* stlypontjdt S; magassdgpontjat M;
K i Konéne kizéppontjit pedig O jelli.
A silypont ismert tulajdonsdgait ezittal dgy is
‘megfogalmazhatjuk, hogy az ABC héromsziget

asilypontra vonatkoz6 A= —= ardnyi kozép-
pontos hasonl6sdg dtviszi az AB'C’ hdrom-
szogbe. Megmutatjuk, hogy a kozéppontos
hasonldsiig az M pontot az O pontba i
nunk, hogy az O pom egy-

Mivel az O pont az ABC hiroms
hat korének kozéppontja, ezért O illeszkedik
pl. az A’ pontban a BC-re emelt merdlegesre.

Ez a merdleges azonban nemesak a BC-re, ha- M
nem az azzal pithuzamos BC*re s merdleges,
azaz az ABC ma- b = ,

gasségvonala is.
Hasonléan igazolhatd, hogy O az AB'C’ hiromszog misik két magassdgvonaldn i rajta van, ezért

0 val6ban az AB'C’ hiromszog magassigpontja.
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Akozéppontos hasonlésdg sorin a pont (M), a képe (0), valamint a hasonlsdg centruma (S) egy

egyenesre illeszkednek, ezért a feladat dllitdsit igazoltuk. Mivel az S kiszéppontd, = arény(

kozéppontos hasonlsdg M-et O-ba viszi, ezért S az OM szakaszt 1:2 ardnyban osztja tigy, hogy
az 0 ponthoz van kizelebb.
Megjegyezziik, hogy szabdilyos hiroms
létre egyérielmien az Euler-egyenes.

gben a hdrom nevezetes pont egybee:

z ABC hdromszog K koré irt korétaz M ma-

gassigpontbol felére Kicsinyitve a k Kot kap-
e Ko tartalmazza

vonal V talp-
pontjét, az AB oldal G felezSpontjdt, vala-
mintaz AM szakasz X felezSpontjdt (Hisd dbra).
en az A csiics a
K kor egy pontja, M pedig a kozéppontos
hasonldsdg centruma, ezért az A pont éppen
az AM szakasz X felezGpontjiba megy 4.
A2292. feladat a) részfeladatiban megmutatuk,
hogy az M pont AB egyenesre vonatkozé M,
tiikorképe illeszkedik a hiromszog Koré frhato
K korre. Ekkor azonban az MM, szakasz V
felezdpontja a tikirtengely, vagyis az AB oldal-
eayenes egy ponta. Mivel az M szakasz
c"yhu\ meroleges is az AB egyeneste csakigy, mint a CM egyenes, ezérta C csicsbil indulg
dgvonal i MM, szakasz, gy a V pont éppen a magassigvonal talppontja
oweroglalvn clmondhatjuk, hogy a K kixon taldihato M, pont M-re vonatkoz6 kicsinyitett képe
(V) az AB oldalhoz tartoz6 magassigvonal mlppom,a Mivel a kicsinyités illeszkedéstartd, ezért
a V pont valoban illeszkedik a K kor ett képére, azaz a k korre.
A2292. feladat b) részfeladatdban azt is mcgmnmuuk‘ hogy az M pontnak az AB szakasz G felezo-
pontjéra vonatkozd tiikirképe (My) szintén illeszkedik a K korre. Ezt dgy is megfogalmazhatjuk,
hogy a K kisron 1évG M, pont Kicsinyitett képe megegyezik a G ponttal. Ebbdl kivetkezik, hogy
a G pont valban illeszkedik a k korre.
Ugyanigy bizonyithatjuk, hogy nemesak az X, V. G pont kednek a K kor icsinyitett
Képére, hanem & hioms;ig mésik Kt oldainak f:lempﬂmjm (E és F), amisik két csiics és
a magassigpont i szkassok feleatpona (Y s 2), valamint 2 ik két magasdgonal
talppontjai (U Ezzel a feladat dllitdsdt igazoltuk.

i tételek a
és a korben — megoldasok

Al Ko sugaa 65 cm. A eladat u magassigielsegségével s mq,ummm [@r=9)-9 =6, ami-
5 cm. Mivel 6,5 <9, ezért a 9 cm a nagyobb korszelet magasséga.

FEA Az dtfog6hoz tartoz6 magassig az dtfogét két olyan részre bontja, amelyek hoss: ‘ﬁ =4,29 cm,
illetve - =1,54 cm. Az dtfogohoz tartoz6 magassig hossza o =2,57 cm.
N




FEH) A feladat megoldhatd példdul a magassigtétel
alkalmazisival. A szerkeszés menetét az dbrdn
Kovethetjiik nyomon. (=)

EEH) A hdromszisg befogbinak hossza:
16-Y3=27.71cm ¢ 16cm.

X A hdromszog masik befogdja: ; =542cm,az

dtfogGja ﬁ = 1408 cm. Az &lfonohoz tartoz6
magassdg 5 em hosszi.
FEE A két négyzet teriiletének arfinya 2:5.

i) Haa szabilyos haromszog oldala a, magassiga m, akkor teriilete 7

<
2 avele megogyesd et néayzet oldul pedig x=
Az x hossziisigu szakasz szerkesztése a magassdgtétel segi
gével toriénhet. A szerkesztés menete az dbrdn nyomon kovet-
hetd. A négyzet oldalinak ismeretében a négyzet a szokisos 8
‘médon szerkeszthetd. (=)
EE) Feladatként a JT5 em hosszi szakaszt kell megszerkeszteni.
A szerkesztés a magassigtétel segitségével torténhet. A négyzet .

oldaldnak ismeretében a négyzet a szokdsos mdon szerkeszthetd.
) A trapéz magassiga V50 = 7,07 em, terilete 10-3/50 = 70,71em?.
EEIT) Haa P ponton 4t hiizott szel6 a kort A-ban és B-ben metszi, akkor
PA x. s ebbGl adéddan AB =3 B szel6-
akasz 12 em-rel hosszabb, mint PA. ezért AB = 12 cm, amibdl
4 (G- és szelGszakaszok tétele szerinta P-bol
hiizott érintGszakasz hossza:
=Vxdr=2x=8cm.
P A kétszeldszakasz hossza 5 cm, 20 em.
EEA a) A pont a kor kézéppontjatol V35
95

1

5.92 cm tivolsdgra van.

) A szels ki kizépponiitd] 2= = 4,87 em tivolsigra halad.
A lifle esires A5G dmkswga hiromszosg befogdit 3
BC=x, AC=3-x alakban irhatjuk fel. Ha az dufogohoz tartozo > 2
magassig wlppunljn 7, akkor a befogdtétel alapjdn: £
=BT-AB és (3x)>=AT-AB. A m

Akt egynlGuég megflels oldalml egymissal elosztva, négy-
zetre emelés utdn ad6dil

E
Akapott egyenldség alapjdn az dtfogé két szeletére emelt négy-
zetek teriletének ardnya 1:81.
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B Az dbra jelilései mellett a CT magassig az AB dtfogot két olyan

vakmzn bontja, amelyek hossza 25 -x Gs 144-x. A befogotétel c
jn:

. ; h
amibl x=0,1. A ha-mmmg dtfogdja fgy 169 em, hosszabb Lk ;
befogdja Pitagorasz tételével <z&molha16 A BC befogé hossza 2 W
15,6 cm.

EB o) A biomsaty AB itfopt Piagorase eével sziomolat

39 em. Ha az itfogohoz tartozo magasség talppontja

T akkorabcro»omcl a]apjm\ 152=AT-39, 36 =
igy AT =577 cm, 323 em.

b) Az dtfogéhoz tartoz6 CD szogfelezs hossza a CTD derék-

sziog hiromszogbol szamolhato. EIgbb azonban kiszdmoljuk

%
L,
D és BD szakaszok hosszit a szogfeleziétllel:

DL 5 i . amib6l AD-t Kifejezve: AD = @ (= 1147 cm).
39-AD
A CTD hiromszise D befogdja: TD = AD~ AT = 11,47 - 5,77 =57cm.
A CT magassig az ABC héromszogben a magassigtétellel szimolhat6:
=JAT-BT =1385cm.
Végiil a CTD hiromszogben Pitagorasz tételével kapjuk, hogy:
CD=\TD*+CT? =572 + 13,85 = 14,98 cm.

5. ahol r a beirt kir sugara, s a hiromszog keriletének fele. Ezek

1536 15+36+39
2 2 )

dromszig teriilete 1=
jdn:

amib6l = 6 em-t kapunk.
d) Az EDO 6 TDC hiromszigek hasonlok egymishoz, mivel szogeik péronként megegyeznek.
Ezek alapjéin a megfelel oldalak ardnya megegyezik, vagyis:
o Cr
op cp”
. majd ﬂmuveleh.kel elvégme 9D =49 crnkapuk

Amir kiszimitott adatokat behelyem i

Abeirt kor kozéppontjdnak 61 valg tivol 0D =849
B0 ) Ha a két hiromszogbl a leirtak alapjan készitiink s yt,
akkor az ABCD deltoidhoz jutunk. A deltoidban AB =5-x, s
BC=12-x, az AC 416 117 cm hosszi, tovibb a B és D csii- o e
dnil derckszigek vannak (Idsd dbra). Az ABC hirom-
szogben Pitagorasz tétele alapj (502 + (12 |7
cm, a hiromszog befogdi pedig: AB =45 ci e
Szintén az ABC hiromszogben a befogéiéi
is alkalmazhaté, igy kapjuk, hogy:
-117 & 1082=CT-117.
Aszimoldsokat elvégezve AT = 17,3 em, illetve CT=99.7 cm. ¢
Veégiil a dgtételt az ABC 415cm.

17,399,

A deltoid dtléi, azaz a sziikséges nddszdlak hossza: BD = 83 ()un A
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letve 99,7 cm hosszi
a6, ezért az AC a6

b) Aza) részfeladatban kiszdmoltuk, hogy a BD 416 az AC 6t 17,3 c
részekre bontja. Mivel a deltoid szimmetriatengelye megfelezi a s
a BD-t ket egyenld részre bontja

BT

D =415 cm.

@) Akét pérhuzamos érintG az dbra szerintaz A és B pontokban
érinti a kort, a PQ érintd érintési pontjdt pedig T jeloli. Mivel
az érinG merGleges az érinési ponthoz hizott sugﬂrra ezént

ési-pontokndl kialakul6 szogek 90°-0s

forin hcjclnlluk KillsG pontbol a korhiz hizott érintd.

szakaszok megegyeznek, ezért PA = PT, illetve QT = 0B.

Vegyiik még észre. hogy az AOP. TOP, TOQ. BOQ hérom-

szogekben egy-egy befogd a kor sugardval egyenl, amibdl

azis kovetkezik, hogy az AOP hiromszig a TOP hérom-

:LD gel. a TOQ héromszig pedig a BOQ héromsziggel

26 (két oldal +a kiszrezd i

Az egybevigo az egymdsnak megfelel szogek egyenlok, azaz:
AOP4=TOP< =, valamint TOQ%=BOQ4 = f.
Ez aztis jelenti, hogy: 3
POQs=0+p= ”‘0“ %:w,

Ezzel igazoluk, hogy a POQ héromszig derékszugu.

b) Amir elmondottakbdl kivetkezik, hogy OT a POQ hiromszog PQ dtfogdjihoz tartozé ma-

‘gassiga, igy a magassdgiétel alapjdn
10=PT-T0,

ami éppen a bizonyftands dllitas.

@) Amegoldds az dbrin lithato.
b) A szelszakaszok h PA

(c=n-(c+n)

Ha elvégezziik a bal oldali miveleteket, és a kapott egyenlG-

séget dtrendezziik, akkor ¢? = PE2 + r’-hez jutunk, ami

éppen Pitagorasz tétele az OEP derékszogd hiromszogben.

) @) Beldthatd, hogy a D pont csak a rvidebb BC Koriven he-
lyezkedhet el. Ekkor vi: és szelGszakaszok

e lapin £C. EA = D, B, v EC= ED = 6 i

ABE hiromszisg egyenls
ge 60°-0s. EbbGl adédo:
s, igy a hiromszog val

o7 alapon ekve msik 088 i 60"
ban szabilyos.

b) Haaz ABC hiromszog Koré it ko sugardt R jeloli, akkor az
AOC egyenld sziri hiromszdgben két oldal hossz db-
bz AC alspanfekvS st G- cartahiroms:
szabilyos, igy . Ekkor az ABE szabilyos hiro
AB oldala 2R, "5 oidaa Rort. A NG ol eeyenldnége
alapjdn R =6 ci
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a) A park AB dtfogjira Pitagorasz tételével AB =200 méter

adédik. Az dtfogohoz tartozd CT magassig az itfogét az AT ¢
és BT szakaszokra bontja. Ekkor a befogdtételt az AC befo-
gora felirva: 1602 = AT-200, AT = 128 m, amibdl BT =72 m.
A hdromszog CT magassiga a magassigtétellel szimolhato:
CT?=128-72, igy CT=96m. Ekkum.mk cgyik részének
megkeriilése 384 méter, a m: 8 méter hosszi A 0 T B
sétdval lehetséges.

b) A szokokutak az ATC, ill. a BTC hirom-
szogek beirt koreinek kizéppontjdba keriil-
nek. Legyen az dbra jeloléseinek megfele-
16en a két kit O és Q. a két hromszog beirt
Koreinek sugara R és r. a beirt korok dtfo-
g6val vett érintési pontjai E és F. Mivel
a kor érintdje merdleges az érintési ponthoz
{anost Sugari, ezt OF 6 OF mirtleaes

B itfogéra, amibdl kovetkezik, hogy
egym szont pérhuzamosak.
2 aztis jelenti, hogy az OEFQ négyszie trapéz, amelynek alapiai OE és QF. Ha cbben a tra-
pézban meghtizzuk a QP magassigot, akkor az OPQ derékszigl hiromszogben
0P =0E- PE»OE QF =R~ 1, tovibbi PQ=ET+TF=R+r.

Alkalmazzuk Pitagorasz tételét az OPQ hiromszigben, igy
OQ 0P~ +PQ?
O — 2 +R+12

00> R2 —2Rr+r*+R2+2Rr + 17,

00=\2-(R?+ 1)
Lithat6, hogy az OQ kiszdmoldsa R és r ismeretében mér nem nehéz feladat. A két sugdr
kiszmoldsdhoz haszndljuk fel, hogy a héromszdg teriilete a beirt kor sugardnak és félkerii-
letének szorzata, ezért:

Trgg. 12896 o fewve pulfa 72796
Sarc 128496+ 160 . Spre 12496+ 120

Ekkor az 0Q szakasz hossza

=24m.

=40-+/2 = 57,0 méter.

A két szokokit tavolsiga 57 méter.

a) Afeladat szovegének megfelel fbra:

b) Az APC és AQB derckszigi hiromszogek-
ben az A csicsnil ugyanakkora hegyesszog
van, ezért a két haromszog szogei paronként
megegyeznek, gy hasonlok egymishoz.
A megelel6 oldalaik ardnya:

AP _AQ

AC aB’
almbo] uu—cndcw utdn éppen a

91
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) Thalész tétele alapjin az ABM és ACN héromszogek derékszigiek, ezért kiilon-kilon alkal-
mazhat6 bennik a befogdiétel:
AM?=AP-AB ¢ AN?=AQ-AC.
Mivel a két egyenlGség jobb oldalin eg; dlinak (tdsd b) részfeladat ered .
ezért a bal oldalak is megegyeznek, azaz AM = AN. Ez pontosan aztjelenti, hogy az A c:
az M és N pontokisl ugyanolyan tivolsdgra van,

a) Abeirt kir O kiszéppontja egyenld tdvolsdgra
van a négyszog oldalaitdl, ezért minden szog-
felezGre illeszkedik. Ebbol kvetkezden az
dbrdn azonos médon jelolt szigek egymissal
megegyeznek. A trapéz egy szdrdn fekvs sz~
‘geinek Gsszege 180°% ezért 2- o+ 2- = 180%
o+ =90° Ekkor az OAD héromszdgben
ket szg dsszege 90°, ebbol kovetkezik, hogy

az 0 esticsndl valGban derékszog van.

b) Haa trapézba it ki az AD szdrata T pont-
ban érinti, akkor OT merGleges az AD szdia,
tovabbd ha DT = x, akkor a feliételek alap-
jin TA =3x. Alkalmazva az OAD hiromszigre a mAg.\\\dglelell azt kapjuk, hogy:

=3x
ahol r a befrt ki sugardt jeloli. A trapézba it kor sugardnak, valamint az AD szdr hosszdnak
ardnya: B
"
¢) Mivel a trapéz érint6n dn a szemkiszti oldalainak
dsszege megegyerik, azaz AD +BC 0 cm. Felhaszndljuk, hogy BC=2-r=2 s

AD=4-x, igy (2-V3+4)

20
—=—, ¢é AD=10,7cm, BC=93c
S B ¢ !
Tegyiik fel, hogy AB > AC. Alkalmazzuk a kithiz hizott szelG- 5

srakaszok tléta B, majda C pontr:
BB,-BA, CG-Cl
Mivel az F ponta BC oldal felezopontja, igy BF
2 repenltuéy megfleloldali closztuk egymd
alehetséges egyszertsitéseket elvégezziik, akkor
_BB-BA
G CC,-CA
Haszndljuk fel még a szogfelezdtételt az A csiesbol indul6 szogfelezdre:

G A’
Az utols6 két egyenlség bal oldaliin 4116 mennyiségek megegyeznek, igy jobb oldaluk is egyenlG:
BBy-BA BB,
2L AP ibsl 1= 2oL
CATcecar bl 1=l

Az utébbi épp a bizonyitandd llitdssal egyenértékd.
Hasonléan bizonyithat6, ha AB < AC.

92
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Afeltételek szerint P—: %, ami azt i jelenti, hogy a PAA'
& PBB hiromszogekben a P-nél 16vG szog, valamint a szoget
Kiarefog ké-ké oldal arinya megegyesik, 1z s kéthicom-

ssonl6 egymiishoz. Ekkor pe eymisnak megfelels
szogek is megegyeznek, azaz AAP a Az

kills§ szdge a PAA' hiromszisgnck, v AN = 5

csiiesaindl 16v6 szogek dsszege 180° ezért a himégyszogek tételénck megforditdsa alapjdn
anégyszdg himégyszog. Ez a tlajdonsiga igazolja, hogy estcsai valban egy korre illeszkednek.

A hasonlésag néhany alkalmazasa a teriilet- és térfogatszamitasban
- megoldasok

B a) A hiromszig oldalaira 212+ 28” = 35° tejesil, fey Pitagorasz ttclének megfordiis lpjin

20 dereksaogt. A dtfogohor tartoad magassig ké deréksz0gt hiromsadgre boija

az eredeti Kben p.\mnken ami nd7nljd hogy
akét hiromszog hasonls cgymnshoz.

b) Akét hiromszog hasonlésignak arfinya

9
iy teriiletik arnya — = 0,5625.
1 ey terletik ardnya 1
A hatszig teriilete a hiromszog alaki virdgdgyds teriletének % része.
Akorok sugarai az egyes esetekben:

a) % = 1.82¢em; % =727 em; 'lﬂ = 1091 em.

20-2 2043 40

b =673 cm: 7.77 em.

Y Fediez Tz i e el
A beitt sokszog minden esetben hasonl a kiinduldsul vett sokszoghoz. A hasonlGsdg ardnya a két
sokszog oldaldnak ardnydval egyenls.
a) AhasonlGsdg ardnya 1:2, a két hdromszog teriletének ardnya 1:4.

5,50 cm;

23

b) Ahasonlsdg arénya
ig ardny f

akét négyzet teriletének ardnya [ )

)

AV
) Ahasonlésiig ardnya ? akét hatszog teriletének ardnya [g]

-

a) Az ABE ésa CDE hiromszgek hasonlok egymishoz, a hasonldsdg ardnya 3:2. A két hdrom-
stiog teriileténck ardnya 9:4.
b letijika CDE bitomsats CD oldalhez ions £ magas-
sigot z ABE hi
1.5-x, a trapéz magaw

EP mdgd\\
terilete smert, cbbl adddik, hogy 150="

EQ =4 cm, EP=6cm. A CDE hi
24 cm?, az ABE héromszog teriilete 54 cm?

omszg teriilete
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¢) Belithatd, hogy az ABD, valamint ABC hiromszogek terilete egyenld, ugyanis kozis az
AB oldaluk, valamint megegyeik az ehhes artoz6 magassiguk. Ha mindkét hiromszog tr
letébal elve: etszetiik, vagyis az ABE hiromszog terilletét, akor a visszamaradé
E, valamint BCE héromszogek terillete is megegyezik. Ezek utdn a BCE és DAE hirom-
szgek teriilete 36 cm?.

FEI) A hasonlGsdg arfinya Y3.375 = 1,5 . Béla akvériumdnak méretei: 75 cm, 45 cm, 30 cm.
FET) A Kétliteres palack keétszer ol

magas, mint a negyedliteres.

I a) Akisebb gila térfogata a nagyobb gila térfogatdnak %weme.

Mivel a két gila hasonl egymishoz, ezért a hasonldsdg ardnya:

akisebb gila magassiga:

2 15=6cm.
5

b) Akisebb gila, valamint az eredeti gila felszinének arinya a hasonl6sdg ardnyfinak négyzete,

4
agyis — =0,16.
vagyis <

BB A feltételek szerint az AB'C hdromszig hasonl6 az ABC hdrom- ¢
sz0ghoz, és a két hiromszog teriiletének ardnya 1:2, igy a ha-
sonl6sdg ardnya:
4 1.4
V2 2

2

V2, ezért 7

4 7 B

Az ABC szabilyos hiromszog oldala: 12
Keriilete 18-v2 cm.
Az ABBA trapéz Keriilete:
K=AB+2-BB + AB =12+2-(12-6-v2)+6-V2=36-6-V2 cm.
Az ABC hiromszisg és az ABBA' trapéz keriiletének ardnya:
1832 _3:V2 _3-42:(6+42)
36-6V2 6-42 34
D ) Kétilyen pérhuzamos hiizhat6.
b) Az dbra jeloléseit haszndlva:

EIGbb a PQ szakasz hosszdt szdmoljuk.

A POC hiromszog hasonl az ABC hirom- ¥ Q

szisghisz, és a terilletik ardnya 1:4, igy ha- .

sonlsdguk ardnya 1:2. Ebbol kovetkezik,
hogy a PQ szakasz hossza az AB szakasz i 7
hosszinak fele, azaz 6 cm.

A misodik esetben az RSC hromszog hamnlo az ABC hiromszoghisz. Mivel a teriletiik

Ebbol kovetkezik, hogy a PQ szakasz hossza:

=093.

i

ardnya 3:4, igy hasonlésdguk ardnya 2
‘/2'-12=6‘J§=10.390m.
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B Jeloljiik az dbrénak megfelelden a C-hez kizelebbi it keét vég-
pontjdt P-vel és O-val, a tivolabbi it végpontjait R-rel és S-sel.
Ekkor a PQC hromszdyg hasonlé az ABC hmmuugm,
a teriletik arfinya 0,16, és fey a hasonlsdg arfinya 4.
Haa O G C1dl vl tivolsgt  jeol, akkor 2 Rt o

sz6g magassigdnak ardnya =04, amibsl x =200 méter.

A C-hez kizelebbi it a C estiesto] 200 méterre halad.
Az RSC hiroms
arinya 083 = Y20

2 Haaz RSC hiromszig magassiga y, akkor a magassdigok ardnya ——
amibél y = 10021 = 458,26 méter. A tdvolabbi tta C cs

500
5161 458,26 méterre halad.

EEID A kockacukros doboz egy 6 X 6 x 9-es méreti téglatestnek tekinthetd, amelybe osszesen 324 darab

cukor fér el. A feltételek szerint a dobozbol mr legaldbb egy cukor elfogyott, igy a feladatnak

akovetkezs két megolddsa van: a 2 X 2 x 3-as, illetve 4 X 4 X 6-05 méretd xcglnuslek Az elGbbi

g hasonl6 az ABC héromszisghd:

a teriletiik ardnya 0,84, igy ha

esetben a hasonlGsig arany.l + gy a sértetlen dobozban 16v6 kockacukroknak |1

van a dobozban (vagyis dsszesen 12 darab), az Gbbi esetben pedig a h.\x(mlmmg ardnya 3, igy

% szerese van (azaz sszesen 96 darab).

a) A két metszsik kizil a gila cstesdhoz kozelebbi egy a Kiinduls

a dobozban a kockacukroknak

giilihoz hasonl6 gildt

metsz ki. A két gila térfogatdnak ardnya 1:3, fgy hasonlésiguk arinya § ; Ebbol kivetkezden

akisebb gila magassdga my = 18-3% = 12,5 em.

Az eredeti giila csiicsdtd] tavolabbi parhuzamos dltal levagott giila szintén hasonl6 az eredeti

gilihoz, a térfogatuk ardnya ezittal 2:3, fgy hasonlGsiguk ardnya 3% , ezérta sik a gila csi-

csit6l my = 18 15.7 em tavolsdgra halad.

b) A keletkezs sikmetszetek az eredeti gila alaplapjdhoz hasonld sikidomok. Mivel hasonl6
sikidomok teriileténck arnya a hasonldsig ardnydnak négyzete, ezért a két keletkez6 sikidom

teriilete: 2 2
(£ ] “30=144emd, illetve [\‘E ) -30=229a
a) A doboz keresztmetszetét az dbra mutatja lithatd, hogy a doboz.
minden lapja olyan négyzet, amelynek a oldala a foldgomb
r sugardnak kétszerese.
Ezek alapjdn a 10000 doboz elkészitéséhez sziikséges karton
mennyisége:
=10000-6-(2r)* = 10000-6-0,64?
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b) Ha a gombik sugardt 24 cm-re csokkentik, akkor az Gj foldgombik az eredetihez hasonlk
lesznek, hasonldsiguk ardnya pedig a sugarak ardnydval egyenls, azaz:
2

3
Ugyanez érvényes a csomagolishoz felhaszndit dobozokra is. Mivel a hasonld testek felszinének
ardnya a hasonlosdg arinydnak négyzete, ezért a szikséges karton mennyisége a foldgomb

sugardnak csokkentése utin A2 %-szorosém viltozik (13824 m?-re).

) Hasonl6 testek térfogatdnak ardinya a hasonldsig ardnyénak kobével egyenld, ezért az i fold-

iR, T 27 ” 5 & " T
2ombik tiroldsihoz 4° = = -szer akkora raktdr sziikséges, mint az eredeti dobozok tdrold-
1

sihoz. Mivel g <5 erért valGhan elég egy feleakkora rakti.

Az ABC hiromszog AB oldaldnak P pontjdn dt hizott pérhuza-
mosok a megfelel oldalakat Q-ban és R-ben metszik az dbra &

szerint. Ekkora PRCQ négyszog paralelogramma, hiszen s

kozti oldalai parhuzamosak. Az APQ és PBR hiromszigek ha-

sonldk egymashoz, hiszen szogeik paronként megegyeznek, 3

toviibbi a teriiletiik ardnya oy hasonl6sdguk ardnya 2:3. X
Ez azt is jelenti, hogy ha AQ = 2-x, akkor a megfeleld PR sza-

Kaszra PR = 3-x, és fgy a paralelogramma szemkozti CQ olda- o

ldrais CQ =3-x teljesiil. Jeloljiik az APQ héromszog AQ old:

Ihoz tartoz6 magassdgdt m-mel, ekkor a hiromszog terilletére

igaz, hogy:

Mivel m egybena PRCQ paralelogramma CQ oldalhoz tartoz6 mag
ramma terilete:

ga is, ezért a paralelog-
1=(3x)-m=3-4=12cm>
Az ABC hiromszog teriilete tehit 25 cm?.

a) Az ABCD négyszog oldalfelezs pontjait az fbrinak megfele-
1den 1, J, K és L jeloli. Vegyiik észre, hogy az E, F. G és H
stlypontok rendre 2 : 1 ardnyban osztjdk a megfelel6 harom-
szogben kialakulé PI, PJ, PK, illetve PL silyvonalakat.
Eredményinket tigy is megfogalmazhatjuk, hogy az I/KL

négyszogeta P pontra vonatkozo,

3 ardny kozéppontos
hasonl6sdg az EFGH négyszbgbe viszi it.

Mivel a kizéppontos hasonldsdgban szakasz és képe pirhuza-
mos, ezértaz EFGH négysziog oldalai pirhuzamosak az 1JKL
négyszog megfelels oldalaival.

Ismert, hogy birmely négyszog oldalfelez pontjai kizép
pontosan szi négyszdget, azaz it
alkotnak. Eszerint az LJKL négyszog, és cbbél adédéan
az EFGH négyszog is paralelogramma.
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b) EIGbb az LKL és az ABCD négyszogek teriletének ardnyit
szimoljuk. Hizzuk be az AC dUl6t. Mivel 1 és J felezs-
pontok, ezért az 1J kizépvonala az ABC hiromszognek.
Emiatt az IJ parhuzamos AC-vel és hossza az AC hosszdnak
fele. EbbG1 Kovetkezik, hogy az 1/B hiromszg hasonld

ént

az ACB hiromszoghoz, és a hasonlosig ardnya 1:2, ez
teriletitkre:

Tip

Tac
U érvér az LKD és ACD hi is, azaz:

1
Tuw=7Taco
ko =75 Taco

Akét utols6 egyenldség megfelel oldalait osszeadva

Tun*Tio = (Ticn * T

HasonlGan lithat6 be, hogy

Tua+ =g

(Taoa + Taoc)

Ha a kapott egyenlGségek megfelel oldalait sszeadjuk, akkor ldthatjuk, hogy az /KL para-
lelogramma oldalaira emelt 1/, JKC, LKD, ILA hiromszogek teriiletének dsszege az ABCD
négysziyg terilletének felével egyenlG. Ebbol adodoan az UKL négyszog terilete is az ABCD
négyszog teriletének felével egyenls.

Kordibban mér littuk, hogy az EFGH és az IUKL négyszogek hasonlok egymishoz, a hason-

16sig ardnya pedig . fey terileti arinyira igaz, hogy:

asco-

D «) A szogfelezotétel alapjdn:
AD

DBTS”
Mastészt ha a pérhuzamos szelok tételét az ABE<-re alkal-
mazzuk, akkor kapjuk:

Mivea kit egyenltué bl okdla megegyesi.exéit o jobb
oldalak is egyenlk egymdssal, amibl 2 cm adédik,
igy az AEC hiromszog valdban egyenld szrd.
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Mivel az egyenlG szirt és derékszogi AEC hiromszig befogdja 12 cm, ezért teriilete 72 cm?,
fey taep= % “T=72. Az ACD, valaminta DCB hiromszog AD, valamint DB oldalaihoz

ugyanakkora magassiig tartozik, ezért teriletik arinya az AD, illetve a DB oldalak aréinydval
egyenld, azaz

4 AD o, 257
tpcyg DB

Az AECD négyszog teriilete t,zcp

Vegyes feladatok I. — megoldasok

(23] Tesyuk fel, hogy 2 ABC hivornady sabgel
35% BCA% = 25°, tovibbd a hdromszog

a5 Xor (x fosbes N ook v

dbra szerinta PR héromszoget fogjik kizre.

a) A feladat megoldisa szempontjdbol a leg-
fontosabb érintdszdrd keriileti szogek
—ardvidebb BC koriven: CBR< és BCR<;
—~arovidebb AB koriven: BAPS és ABPS.
Tovabbi érintd sz keriileti szogek nyug-
szanak a hosszabb BC és AB koriveken,
valamint mindkeét AC Koriven.

) Az ugyanazon Ketven nyugu6 ertler satgek egyenldstge alapiin, az drén azonos médon
megjelolt szigek egyméssal egyenlok. iy CAQS = QCA 25° = 60°, amibil kovetke-
zik, hogy az AQC m.omvng szabilyos, és ezért az AQC% PQR# 60°. Mivel az RPQ%
a2 APE hitomsatg egyk ks sabge esét a nem ssomsaddos belsS subgck tssaegével
cgyenld, és igy az RPOT 0° Hasonléan kiszdmolhat6, hogy a PRQS =2-35°=70°.
fgy a POR hiromszog szogei: 50° 60°, 70°.

B Mivel a magassdgvonal merGleges arra az oldalra, amelyikhez
tartozik, ezért a CFME négyszogben az E és F csiicsokndl
derékszogek vannak. EbbGl kivetkezien a négyszog két szem-
kozti szogének Gsszege 180° ami mutatja, hogy a CFME
négyszog valoban himégyszog. A CFM (vagy a CFM) h‘nom'
szogre alkalmazva Thalész tételénck megforditd
hogy a négyszog koré m kor kozéppontja a CM mu [elezér M

pontjdval esik egybe. (= BR_ ‘
B A keletkezo négyszog hlimégys[ﬁg. . ‘ |

2 A §
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FE A keletkezd négyszog himégyszog. Mivel minden szge 90°-os, ezért a négyszg téglalap is egyben.

BT a) Atrapéz dtl6i 1:3 ardnyban os:
alaphoz lleszkedik.

b) Az dtI6k kiszé es6 szal

ik cgym

s természetesen a rovidebb szakasz a rividebb

sz hossza 10 cm.
FEH A behiizot szakasz a BD 4tlét 2: 1 arfinyban oszljav
EED Mivela DP frh hérom
AFC & APD hiromszigek, tovébbi BPE és BFC hirom: 7
ek hasonlGk egymdshoz. A megfelel héromszogekben: g
=AP ovivbs PE_PB &
CF AF CF FB

Akétegyenldség megmels oldalait dsszeadva megkapjuk., hogy:

=282,
CF CFAF " FB 4 (G2 ¢
Az utols6 egyenlGségnél esak azt kell észrevenni, hogy F az AB oldal felezdpontja
tovibbi AP + PB= AB=2- FB. Atrendezés utfin valoban azt kapjuk, hogy PD + PE

BET) ) Vegyiik ésare, hogy az ADES, valamint a BACK sairai pi-
ronkeént egymisra, igy vagy vagy
180°-ra egészitik ki egymist (merdleges s z6gek). Mivel
mindke hegyesszig edr cuk cayenlok leheinek. Exkor
iz ADE, GDA és CAB derékszijg hiromszogekben
e,y egy hegyeumg is megegyezik, ami igazolja, hogy a hé-

¢
romszogek hasonlok cgymishoz. g
b) Az ADE hiromszg oldalai:
AD=6cm, AE:% .33 em, DE=¥:4,9§CH\

A GDA hiromszog oldalai: AG =4 ¢
EI) Az dbra eloléseit h

L AD=6cm, GD=213=7,
nilva PA =4 cm, OT =6 cm, 7= 0.

Kapjuk, hogy

s szeluzakaseok el alkalmarya ku\pjnk hog; a P pontbol
hiizott érintGszakaszok hossza \/80 = 8,94 cm.

I Jeloljiik a négyszog legkisebb szigét a-val, ekkor a legnagyobb szog ae+ 140° Ha a misik két
3
g Kozila Kisebbet f jelol, akkor a nagyobb szdg 3« Viligos, hogy a é f nem Iehetnek

szemkozti szogek, hiszen iy a szemkizti szogek Osszege semmiképpen nem Iehet egyenld egy-
. Ezért az aldbbi esetek valamelyike teljesiil:

md

3
Loaés %»;3 snemkoti szogek. BKkor + - = 180° tovilbbi (cr+140°) + = 180°. Ebben
azesetben a-ra negativ énék adédik, ami mutatja, hogy ez az eset szintén i valésulhat meg.

2. s o+ 140° szemkivti szdgek. Ekkor o+ (ac+ 140°) = 180° tovibbi a«,f p=180°
anégyszig szogei: 20,725 160°, 108°,
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@I a) Az dbra jeldléseinek megfelelden az AB
oldalra szoll abi 20g harma-
D, az ABD hiromszg kiré irt
kor k07=|)p0nljul 0, tovbbd az AC oldalra
rajzolt haromszig harmadik cstcsdt E, az
ACE héromszg koré frt kir kozéppontjdt
Q jeloli.
Az O Kiszépponti Kirben alkalmazya a kerii-
leti és kiszépponti szogek tételét lithatjuk,
hogy a konvex AOB 120°-o0s, amibdl kivet- f ¢
kezik. hogy a hosszabb AB korivén nyugvé
Konkiy szg 240°os. az APB% e Korben a hosszabb AB iven nyugv6 kerileti szog, ezért
az APB% = 1207
A Q kbzépponti kirben alkalmazott hasonl6 gondolatmenettel Iithatjuk be, hogy APC% = 120°
is teljesiil. Ez azt is jelenti, hogy a P pontbdl a haromszog AB, valamint AC oldala, és ebbdl
kifolyGlag a BC oldala is 120%-os szig alatt ltsz
b) Haa BC oldal folé rajzolt szabdlyos haromszog harmadik csticsa F, akkor az a) részfeladat
eredménye alapjdn lithatjuk, I|o"y BPCF himégyszie, fey tlilhat6 olyan kor, amelyre a
négyszog leszke: ezakor azzaa B, C. F csiicsokat,
amibl kovetkezik, hogy ¢ eppel a BCF hiromszisg koré irt koredl van 526,
Meyeg : A P pontotaz ABC hiromszog izogond sponudnak neverzik. Az izogoniis pont
egy ha ezt a pontot
ahdromszog cstesaival c<<7ckouuk “kkor a keletker sakassok hosrzinik Gsszege a lehetd
legkisebbnek adddik.

B Ha az ABCD himégy
derékszbgek vannak, akkor a feladat dllitisa
Konnyen igazolhato, hiszen ebben az esetben
az ABD, illetve a CBD hiromszigek magassig-
pontjaaz A, illetve a C esi
‘magassdgpont a BD dtl6 végpontjaival valoban
himégyszoget alkot, amely egybeesik az ABCD

négyszoggel.

Haaz A é C csticsokndl nem derékszogek v:

nak, s a jeloli a négyszog A esiesdndl 16

seisget, akkora DCB = 180°— a.. Az dbra jelo-

léseinek megfelelGen legyen az ABD hérom-
sz0g magassigpontja M), megfelelG magas-
dgainak talppontjai pedig £ és F

hdromszog magassigpontjdt M, mig megfelels

hogy az AEM,F

igy a négyszog himégyszog. amibGl kovetkezik, hugy
EM\F = 180° - EAF% = 180° - .
Az utols6 egyenlgségnél kihaszndluk, hogy az A esticsndl Kialakulo szogek csiic
Kzismerten Ugyanilyen a CGMyH is
MoHS = o, amibSl DM,B% = o adodik.
Eredményeinket Gsszefoglalva lthatjuk, hogy az M BM,D négyszogben a két szemkozti szog
Gsszege 1807 azaz valdban hirnéeyszogrol van sz6.
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B A feladat megoldisa cl6it érdemes egy egyszertbb feladatot 1
megoldan: sserkessaink olyan PORS” égalapor. amelynek
g AB oldalira, § cstics
ot lcshedik,tovibb P/Q" P = 3:3.Tyen mlnjdommgu
téglalap valéban konnyen szerkeszthetd, hiszen ha az AC oldal
egy tetszdleges S pontjdbol merdlegest dllitunk az AB oldalra,
akkor e merdleges talppontjaként megkapjuk a " pontot, majd
a PS" szakasz felét haromszor felmérve az AB oldalra meg-
juk a Q" pontot. Az R’ pont ezutdn mér szerkeszthet6.
Az eredeti feladat megolddsdhoz azt kell észrevenniink, hogy
birmely két olyan téglalap hasonlé egymishoz, amelyben az
oldalak ardnya 3:2, fgy a feladat minden feltételénck eleget
tevG PORS téglalap is hasonlé a PO'R'S” téglalaphoz. A meg- I+ ¢
feleld R pont az AR’ félegyenes, valamint a BC oldal metszés-
pontjaként szerkeszthets. A téglalap tovbbi csicsai mir érte-
lemszeriien szerkeszthetdk (I.).
Vegytk dsx, hogy még gy olyan nglahp szerkeszthets, amely-
nek PQ oldala az AB oldaly a oms:
Loviibioldalair sk (). Eoven lcglalnpban PO:RS=

Tegyiik fel, hogy az ABC hd gben a CT maga
bontja. HasonlG héromszogekben a szogek paronként eg ycl\lék tovibbi a T csiesndl mindkét
részhiromszgben derékszg van, ezért két eset lehetséges

1. Az ATC, valamint a BTC hiromszigekben a C csiicsndl

L c
ugyanakkora szogek vannak. Ebben az esetben természetesen “
a CATS = CBT4 = o, ami igazolja, hogy az ABC hiromszog “
cgyenl szdrd.
. . . VAN NN
T
¢

. Az ATC hiromszog C esicsindl ugyanakkora szog van, mint A
a BTC hdromszog B csicsdndl. Ez esetben CATS = BCT<=a,
igy az dbrén azonos médon jelolt sm«ck megegyeznek.

a
X2 ABC hiromsbg bel ssogeinek bvse Ab
o+ ft (@t f) sn“. ‘
. Hes s Ad

amibdl @+ = 90° vagyis a hiromszdg € csiesdnl derck-
sz0g van.

B0 a) Az AED hiromszighsz hasonl az FEB hiromszig, mi csticsndl 166 szogeik esiics-
B cstesndl 16vok pedig vilioszogek, fgy az emlitett szogek paronként meg-

|k
viltoszogek
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) Az AED és FEB hiromszogek hasonlsiga alapjdn:

AE _DE
EFEB
Az ABE és GDE hiromszogek hasonldsiga alapjin:
EG _DE
AETEB
Mivelakét egyenidg o ldtin ugyonaz i I, et a bl ol megegyezrek, amit
PP EF-EG get kapjuk.

a) Hizzuk be az AB® és AB szakaszokat. Ekkor az brdn azonos
médon megjellt szogek ugyanazon a kriven nyugszanak,
fizy a kerileti szijgek téiele alapjdn megegyeznek. Ebbl

s A a szogek
megegyeznek, és ezért a kel ‘hdromszog hasonl6 egymishoz.

A megfeleld oldalak ardnya:

RA A
PB " PB’

Az egyenlGséget dtrendezve a bizonyitands dllitdst Kapjuk.

b) Az a) részfeladat eredménye alapjin a PA- PB szorzat értéke
a P-n dtmend hir helyzetétdl fiiggetlendl dllandd. Vegyik
ezérta P és O pontokon dtmenG AB’ hiirt (1d. dbra). Ekkor

P . mig PB

PA-PB=(r-x)-(r+x)

B0 a) Haszndljuk az dbra jeloléseit. A HAI hromszog hasonl6 az
S 3 ¢ [ o
[EGI haromszoghoz, en az [ cstcsndl c annak,
tovibbi vﬂ'hé‘zc«ck Ve ARTc= GEIS, & gyt dcom:
szdg megfelels szogei megegyeznek. A hasonldsig arinya
egymésnak mcgfeleln AH és GE oldalak ardnydval egy:nln. A F
ami a feltételek szerint i - Ebbol adédéan persze IM =2-IK, i
s chnez hasonidan MJ = 2. JL. Egysaert sadmolds muati,
5

hogy IK = 7. ahol @ az. ABCD négyzet oldalinak hossza.

Ekkor vhwnl 2 HAT hiromszg terilete Tyyy = z_ - aboszi hasonl EGI hisomszig erilete

Toor =4 Ty ;,cs fay az EIGI sirkiny teriilete Ty

Asdrkiny terilete a kartonlap teriiletének 33,33%-a.

b) Asi teriilete 3 m?.
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A BCBC négyszisg himégyszog, hiszen a BC oldala B és €'
estcsokbel egyarint derksat alat Iz, gy mindcét pont
a BC szakasz Thalész-kérére. Ekkor viszont ha

s
D-vel az A esiiesbol a BC egyenesre dllitott
merdlegesnek az ABC hiromszog koré irt korrel valé masik
metszésponijit. Mivel az AD egyenes az AC'B' hiromszbg
BC oldalihoz tartoz6 magasségvonala, ezért BADS = 90°— .
amit U rtelmezhetiink, hogy az ABC haromszog koré irt korében a CD koriven 90° —
nagysigu kerilet szog nyugszik. A kerilleti szogek tétele alapjdn CBD% = 90°~ f szintén teljesil
Tekintsiik most az ABD hiromszoget. A B csicsnil lévé szogre igaz, hogy:

ABDS = ABCS + CBD = f+ 90° - = 90°
igy a hiromszdg derékszogd. Ebbol az is kovetkezik, hogy a kiré iit korének O kzéppontja
ceybecsik az AD szakasz felezdpontjdval, Mivel az O pont egyben az ABC hiromszg koré
irhatd korének kozéppontja is, ezért a feladat llitdsdt igazolk.

) Az fbrdn azonos médon jelolt szogek a kerileti szogek tétele
alapjén megegyeznek, hiszen az a-val jelolt szigek az ABCD
négyszog koré irt korben a (rvidebb) BC koriven, a f-val
jelolt szogek pedig a (szintén rovidebb) AB koriven nyugvd
kerilleti szdgek. Ebbdl addddan a BPA hiromszog ket szoge
megegyezik a BCD hiromszdg két szogével, igy a két hirom-
szog hasonl egymishoz.

Afeltételek szerint:
ABD% = ABPS + PBD% =
= CBD4 + DBP< = CBP4,
ezért az ABD hiromszog két szoge megegyezik a PBC hiromszog két szogével, igy a két
hiromszdg szintén hasonld egymishoz. Ezzel igazoltuk, hogy a BP »Lnk.nz az ABC hérom-
szoget két olyan részre viga szét, amelyek koziil a BPA hiror a BCD hiromszoghisz,
a PBC hiromszog pedig az ABD hiromszoghoz hasonlG.
b) A BPA és BCD héromszdgek hasonl6séga alapjdn:
2B D
AP~ DC’
AB-DC=BD-AP. (1)

Az ABD és PBC héromszogek hasonlGsaga alapjds

AD _PC
BD BC’

AD-BC=BD-PC. ()
Az (1) és (2) Osszefiiggések megfelel oldalait Gsszeadva azt kapjuk, hogy
\B-DC +AD-BC=BD-AP +BD-PC=
=BD-(AP + PC) = BD-AC.
A kapott egyenlGség szerint a himégyszog szemkozti oldalainak szorzatosszege megegyezik
az dlok szorzatdval.
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Tavolsagok meghatarozasa hasonlésag segitségével,
hegyesszogek szogfiiggvényei — megoldasok

I Az épiiletek magassdga: a) 40; b) 64; ¢) 112 méter.

PR A felvon6 megkozelitGleg 294 m magasra visz.

PIIE) A padlistér legnagyobb magassiga 7.5 m.

50 A helyesen kitdltott tablizat:

40 9
R RCCTIMCIETIe 5 e
T2 TS T2 TGS RS FSETER (oW T
i i i i e
kL) 56 B 56 56 3 56 3
o i il i

20km  54km  579km 0327 0926 030 2571 0326 0367 257 0389
- KT Xy 22Xy x-y 20y 2Jxy  x-y 2.5 -y

e B e e i 2 o e s M 2y

kesztés a definici6 alapjdn torténhet. repld, a Gssze nem

mérhetd szakaszokat a mag:

dgtétel felhaszndldsdval szerkeszthetjiik

I A keresett szogfiigevények éntékeit a kovetkezs I FOGR IR P oy
tabldzatban lithatjuk: s e

7854 09813 01925 50070 01962

2512 04726 08813 0532 18650
147 02066 09716 02435 41074
545" 081S1 05793 14071 07107
368 0590 08007 07481 13367
A74 0731 06769 10875 09195

03090 03511 039 30777
5 076 08848 01763 56713
08511 03090 30777 03249

FI0 o=4.75°% 51,66% 33,24
7=66,08° 77,03° 28,1°

=62,02% 28,92 15.8°
70,44% 16,14% 35,6%
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B A helyesen kitoltott iblzat (=):
50 A lehait6 2,34 m mélyre visz.
I A lejt6 megkizelitdleg 42,5 m magasra visz.

dlom  13em  4301m 72417 1759°

506cm  12cm 52em 76,66° 1334
FH) Az it hossza megkizelitdleg 2518 méter.

0o 4705m aiom 1z 78
EF3 A napsugarak a talajra 53,13%ban érkeznek.

936m  1298m 18m 35°48' 5412
) Egy csavarmenet 2,47 mm magas.

EZ7) A templom toronyrdjit 55.22° emelkedési
szogben litjuk.

csna cosa ¢ «  w-a

) A foly megkizelitsleg 113 m széles.
FIF) Az énckes 41 méter tivol van.
7 A létra alja a faltdl legfeljebb 1,22 m tévolsdgra lehet.
EF) Ha a hiromszog dtfogdja c, akkor a befogdi ¢-sin 50% illetve ¢-cos 50° Mivel a keriilet 70 cm,
felithato:
Cc+esinS0°+ ¢ cos50°= 70,
fgy az dtfogé hossza:
=29.06

70
1+5in50° + cos 50°
A hdromszog oldalai 29,06 ¢m, 22,26 cm és 18,68 cm hossziiak.

@) Mivel a hegyesszog szim

Legyen az ifogd 13x, a szoggel szemben 16vG befogd Sx hosszsdgd. A misik befogd hossza
Pitagorasz tétele alapjén 12x hosszdsigd.

3 P PR R g
7a . a stbggel sremben 646 befogo és az tfogd arinya 5:13.

a) A hegyesszog koszinusza %

Sx-12¢

b) A hdromszog terilete:

=122222004 5 x=02.

A hdromszog oldalainak hossza tehdt 1 m, 2.4 m és 2,6 m.

Legyenck a derékszdet hiromszdg befogi a illetve b hosszi-
sdgtiak. Mivel az egy cstiesbdl kiindul6 silyvonal felezi a szem-
Kozt oldalt, az dbra alapjan felithatGk a kovetkezs Pitagorasz-
ttelek:
[]+b-»73 es[]+u2 2. M
0

Az egyenletrendszer megolddsai: a =
Az a oldallal szemben levG o szogre tehit felithat6, hogy tg
Ahdromszog hegyesszogei: 36,87° és 53,13%

»g, amibGl o= 36,87°.

2431

Mivel egy racionlis és egy irraciondlis szim hényadosa irracionlis szdm, cosc, tga és cigar
irraciondlis szdm.

Mive it iciondi ey o et alondli s achoatlissafin i, sincl el e
tudjuk eldonteni, hogy raciondlis vagy irracionli
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Vegyiink fel egy cgységnyi befog6j ABC egyenl szird dei =
sz6g( hdromszoiget, amelynek AB dtfogéja v2 hossziisigu.
Az A csiiesndl levG 45°-0s hegyesszog szogfelezGie a szemkozti
egységnyi befogdt a szomszédos oldalak arfnydban. vagyis
/2 arényban osztja.
Asziigfelezs és a BC befogé D dnak a derékszog

=DC).

estestdl vett tivolsiga:
1442

Tekintsiik az ADC derékszog hiromszoget, amelynek egyik

hegyesszige 22.5°. ;
A hromszogben a sziggel szemben levd befogd hossza . a szg melletti befogd hossza
egységnyi. 1 12

Tehdt 1g22,5° = 1442 =V2-1

1 |+f

BZED A két szoget tekinthetjiik egy derékszigl hiromszdg két hegyesszigének.
) Abdromsat hasonlsigil elickinve gycriimen adot caér veheji g fogeit caysés.

nyinek. Le«ym akét befog hossza a és b. A Pitagorasz-tétel alapj eltétel
Wenm' - L ).
1.3
Az egyenletrendszert megoldva: a =08 és b=
sina=08 = a=53,13° é f=3687"
b) Aszdgeket jilk egy 3 6s 4 egység befogdji derékszogd hiromszog hegyesszi-

geiként.

Az ABC hiromszgben C-nél derékszg van. Az itfogdhoz trtoz6 maga
T, az dtfogé felezGpontja F. A hiromszog a
crén veheyii a CF Ssakasz 12,3 CF akasrt 37 ezysényingk.

ség talppontja legyen

D

5 B

¢ 2.0 4

Thalész tételének megforditdsa alapjdn a dr:rt:kuogu héromszig koré frt kirének kizéppontja
az tfogé felezdpontja, FA = FB = FC
A CFT hiromszigben a Pitagorasz-1étel alap]‘an‘
TF=\372-122
A CTA derékszogi hiromszogben:
TC=126és TA=35+37=172

cA=\1224+722 =

35

A Pitagorasz-tétel alapjdn:

328 =12-37.
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A CTA derékszigd hiromszogben:
12 1

PN
Az ABC héromszogben az el6zdek alapjdn CA = 12-4/37 , illetve AB =237 = 74, vagyis:
12:V37 _6-37
smﬁ>7

Tehdt a hdromszogben a hegyesszogek szinuszai:

sin

Vegyiink egy olyan ABC egyenl szdrd hiromsziget, amelynek
az AB alapon fekvé szogei 72°0sak. Az dbra szerint az A csiics-
bol iinduld belsG szogfelez két egyenl szird hamm\ni;,re
bontja az ABC hdromszoget. Legyen AB=AD =
DB =x. Az ABC, illetve a BDA hiromszogek szigei pamnkcm
egyenlok, teht ABCA ~ BDAA.
Akét hasonl6 héromszogben a

Az x csak pozitiv lehet, mivel szakasz hosszit jeldli, ezért:

$io1
-

zrai 1, alapja x egység hosszi. Az alaphoz tartoz6 magas-

DB=

Az ABD egyenl§ s \dromszo;
sigot behiizva adodik, hogy

x

V5

sinlge=
Tehdt sintge= Y51
4
Aderékszogl hiromszogben az egyik befogd 13 cm, a msik befogs hossza pératlan szm, tehdt
2n+ 1 alaki (n természetes szdm). A Pitagorasz-tétel alapjdn az ftfogo:
J@n 1?4137 = JanZ + dn+ 1+ 169
Indirekt iton bizonyitjuk, hogy az dtfogé ho

Tegyiik fel, hogy raciondlis, vagyis felithatd 5 alakban (p, ¢ természetes szim):

Az egyenldség mindkét oldaldt négyzetre emelve, majd ¢>-tel beszorozva adédik:
[4n- @+ 1)+ 170]- g2 = p%




2438}

Zm

am

[2241)
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g jobb oldaldn p? pri dsdban a 2 pdros kiteva hatvinyon szerepel.
Az egyenlség bal oldaldn ¢ primtényezds felbontdsdban a 2 piros kitevGj hatvinyon szerepel,
adn-(n+1)+ 170 kifejezés 2-vel oszthatd, de 4-gyel nem, tehit az egyenlség bal oldaldnak
primtényezGs felbontisdban a 2 hatvinykitevdie pératian.
Az egyenlGség jobb, illetve bal oldaldn a 2 hatvinykitevdije kiilonbozs pari
aszimelmélet alapiételénck, vagyis az difogé hossza nem lehet racion
hossz: s szdm.
Az ABC, ACC,, ..., AC, 5C, | derékszogil hiromszigben
a Pitagorasz-tétel alapjdn az AC, AC), ..., AC,; dtfogok hossza

rendre:
V2,3, .

Ez ellentmond
dm, tehiit az dtfogo

Ekkor felirhato:

g Figon + . ge, =

Az el6z6 sszegnek egyetlen tagja sem kisebb, mint
[ T
[ N %

EgyenlGség akkor dll fenn, ha n = 1.

Ezzel belftuk, hogy tgay +18a + ... + 10, > clg .

(Osszefiiggések hegyesszogek szogfiiggvényei ki
nevezetes szdgek szogfiiggvényei — megoldasok

Akifejezések egyszeriibb alakjai

a) sine; b) sin’a; ol d) 1

o) sina - cosa; n

Az a),b) és ¢) részbena ctga-, illetve a tga-t rjuk fel siner és cosa segitségével, majd alakit-

sunk ki kisziss nevez6t. Haszr
A d) részben felirhatjuk, hogy:

juk fel, hogy sina+ cos’a = 1

(sin®a +cos?@)? =sin®a +3-sin* o -cos’a + 3 -sin’a - cos* e + cosbor =

indar + cosSar +3-sina - cos2ar - (siner + cosar).

Mivel sin®a + cos?a = 1, ezért:
1

inda+cosda+ 3 sinda-cosie,

ami éppen a bizonyftand6 egyenlGsée.
Haszniljuk a potszogekre vonatkozo dsszefiiggéseket
@l b o2
Akifejezésck pontos értékei:
2B, PR ol
3 2
1
3 N 80
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FI7 A helyesen kitoltott tabldzat;

B0 ) a>45%  b) a<4se
Akifejezések egyszeriibb alakjai:

) 2sina-cosa+1 2-sina - cosa +sin’a +cosa _ (sina + cosa)®

+cos.
sina + cosa sina+ cosa sina+ cosa
b) A 2439, feladat d) részébol:
" sinor+ cosar= 1 -3 sinar- co
valamint
sino+ cost o= (sin o+ cos?@)? - 2 -sin - cos? = 1 - 2- sinar- cos’a.

Ezeket felhaszndlva:
2-(sina+ coster) — 3 (sin‘ar+ cos*o) =
=2:(1-3-sin*a-cos’@) - 3-(1 - 2-sin’a-cos?e) =-1.
Akifejezés értéke 1
BT Ismeretes, hogy birmely pozitiv szdmnak és reciprokdnak az sszege legaldbb 2, és az tsszeg csak
abban az esetben lesz 2, ha a szim
Mivel tgx reciproka ctg., az egyenlGség csak akkor teljesil, ha tgx = 1, azaz x= %

A2435. feladat eredményét haszndljuk:

sintge= Y51 o720 sintge=

V5
7

\5
5720 _ 4 5 z-Z75 :7 \257107
sin72° lm /’ Bt V2510
in72° 5
== -5+2.5
i T

sin72°= V1 -cos?72° =

%-‘/z-ﬁno;
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Tekinisink g dtfogoi derckszogd hi get, amelynek egyik o Ahd-
0g befog sings illetve cosc.
Temletel a befogdk szorzatdnak feleként s;

Ismeretes, hogy ad
szog lemlcleuleﬂmgyobh gy sina- cmaakkmuleﬂlmgyobh ha o= 45°

22t
2

sincosor < sinds®-cosds® = 3=

i hirom-

3
Tehiit a sine- cosa kifejezés maximuma % amelyet o= 45° esetén vesz fel.

Tekintsiink egy egységnyi AB dtfogdji derékszogd hiromszo- s
gl amelynk egyi hegyesstge . A hromsat befogdi sinc, 5
illetve 5°

Ahdromszo alapjin a befogok dss
fogondl, tehit 1 <sina+cos.
Be kell még bizonyitanunk, hogy sin o+ cos o </2. &
Az eaységnyi AB itfogo mint dtmer folé emeljink Thalésr- A
Kirt. A C derekszgi esis ezen a kirdn mozoghat, Mérjuk fel e Y
a Con til BC egyenesre az AC oldal hosszit, fg
jutunk. Az ACC” hiromszig egyenl6 sz derd
szakasz hosszra kell felso becslést adnunk.
Mivel az AB adott, a C’ pont az AB hir 45°os Ifészogkorivén van, amelynek kizéppontja az
AB v F felezGpontja. Ennek a Korivnek a hirja BC', ami akkor lesz a leghosszabb, ha éppen
alitokor dtmérdje, vagyis dthalad az AB koriv F felezéspontjdn. Ez alapjdin BC’ akkor a leg-
nagyobb, ha az ABC hiromszog egyenlG sziri derékszogd hiromszog.
Tehit sinc-+ cos e akkor maximlis, ha o= 45°, tehit
sine+ cosa < sinds° + cos45° =2
A 2444, feladat b) részébol:

ponthoz
gt it ACC szbg 45° A BC'

ino+cose

sinta+ cos*a=1-2-si o
sindo +cosba = (sin o + cos @)’ — ‘o costa =
=(1-2-sin2e - cos? @)~ Y- costa,

vagyis

sin®a+ cos® Pa-cosa +2-sina-cost o

Ezeket felhaszndlva:

1-dos

2-(sin*a +costa +sin2a - cos? @)? - (sinSar + cos® ) =
+(1-sin2e - cos?a)? — (1-4-sinar - coster +2 - sinar - cost @) =
~cos?a+2-sin*a-costo—1+4-sin?a - cos? e 2 - sin - cos*,
ricke tehdt 1.

Mivel sin®a + co i c . illetve 1 +1g
bal oldala igy

Laz egyenlet
o

142-(g2a+ctgio) +2.
Ismeretes, hogy bérmely pozitiv szimnak és a reciprokdnak az dsszege legaldbb 2, tehdt a bal oldal
legaldbb 1+ 4 +2 = 7. Igy nincs olyan a hegyesszog, amely teljesitené az egyenlGséget.
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kiilonboz6 i aroza
szogfiiggvények segitségével — megoldasok

B A hdromszog szog 6,42°, 66,42° és 47,16°

B A hdromszog szogei: 73,74° 53,13° és 53,13

EZE) Az inga végpontjdnak két szé]

6 helyzete kizotti tavolsdg 6.5 cm.

I A két szomszédos fog dltal bezdrt szoget megkapjuk. ha gy ol
6261 8 egyenl részre osztjuk, amelynek a

an egyenld szird hiromszog szir-
ipja 40 cm és a szra 38 em hosszi. A szirszogre:

Alombseprd két szomszédos foga

53'85‘ ~7,94° szget zir be.

FED A hiromszog oldalai: 141,38 cm, 83,82 cm és 83,82 cm.
A helyesen itoltott tiblizat (a > 0):

Oldalakszima Karg i kor
5 10em 8stam
2 as2am 7em
) 655am as8em
o
" a
180°
" g% r
" 2750180 R-cos 180
0 0

) A kozépponti szog: 77,36

) Megkiszelitoleg 7.71 em hossz hiirhoz tartozik 40°-os kerileti szog.

EZ) A Kor sugara 6,55 cm.

2 A keriileti szsg lehet 20.49° vagy 159.51°

EIB Az oldallal szemkozti sz lehet 23,58° vagy 156.42°

EI8 A hiromszog teriilete: a) 408,95 dm*; b) 430 dm?; ¢) 329,40 dm?.

EZIE) A hdromszog szrai 15,88 cm, az alapja 14,05 cm hosszd.

B A paralelogramma teriilete: ) 258,58 dm?  b) 420 dm? ¢) 269,97 dm>.

I A paralelogramma teriilete 596,16 cm?.

a) A szabilyos tizszog teriilete 769.4 cm?. b) A szabdlyos hétszog teriilete 363.4 cm?.

teriilete n- 2

) Aszabilyos TS e
g—
n




EI) A teriletek ardnya:
Tnﬂ\hsuﬂ
me»g

Anyoleszisg teriilete a hatszog teriileténck 61,24 szizaléka.

P A koré irt kor sugara 10,12 cm.
@D Tekintsiik az dbra jeloléseit. A beirt kor kozéppontja rajta van
2 A csicsbdl Kiindul belsG szogfelezon. Mivel egy kor érintGje

merdleges az érintési pontba hizott sugdrra, az OEA hdromszog
derékszogd. Ezért felirhat6:

Abeirt kor kozéppontja, a derékszogi csiics és a beirt kimek a hemgokkal veut ériniési pontjai
négyzetet hatdroznak meg. Tehdt CE=2 és CA=2+634=
Az ABC hiromszisg t6bbi o!dd!d 235° szgfiiggvényeibol s

=1018 & BC=834-1g35°=584.

5 00535“

A hdromszog oldalai: 8,34 cm, 5,84 cm és 10,18 cm.

Legyen a hiromszbg alapja a, a szirai b hosszisigiak.
A hdromszog alaphoz tartoz6 magasségdt behizva:
5 =COST2IS, amibdl a=2b-cosT2"

Afeladat feltétele szerint a + b = 20, tehit:

2057235 +b=20, amibdl b= ~1251;
2-cos7235 +1
4=2-1251-cosT2°35" = 7.49.

Ahdromszig oldalai: 12,51 cm, 12,51 cm és 7.49 cm.
&I a) A hdromszog szira 34,3 cm.

b) A hdromszog teriilete 587,0 em?.

¢) Ahiromszog beirt korének a sugara 9.9 cm.

d) A hdromszog koré irt korének a sugara 25,1 cm.
A hdromszog szogei 54° 65° és 61°

a) Ahdromszog teriilete: 2R?-sina-sin - siny = 513,0 em?,

b) A hiromszig legrovidebb m magassdga a leghosszabb a oldalhoz tartozik, ami a hiromszig

legnagyobb  szogével szemben van. Az oldal hossza @
Alegrd

bb magassigot a hiromszog teriletébdl szdmithatjuk:
2. 5
20 4R sina-sinpesing o o
a 2R -sinax

m= ny =283 cm.
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rckumuknmip:uym feliinézetben. A kapu AB

2475

) Ahdromszog kerilete: 2R - (sina+ sinff + siny) = 1036 cm.

d) Ahiromszig beit kirének a sugara: r= = = 9,9 cm.

lessége 7,35 m.

oljuk ezt Kot amelyi dalad az A é B ponokon. 4 £
i s 26 oivonao. Eaneka Koreka sugara 25 m.
Ismert, hogy egy szakas folé emelt o szogd litdkoriven kiviili
pontokbol a szakasz a-ndl kisebb szog alatt dtszik.
Ennek alapjn az oldalvonal mentén az a pont, amelybdl a kapu B
alegnagyobb szog alatt litszik, a kor és az oldalvonal érintési
pontja. EbbGl a pontbol a kapu éppen akkora szogben litszik,
mint a 25 m sugard korben a 7,35 m hosszdsfigd hirhoz tartoz6
Kkeriileti szog. A kor sugara, a hir hossza és a keriileti szog
Kozoit ismert tsszefiiggés alapjdn:
sina= 2= T3 g ogase
2 225
A partjelz6 legfeljebb 8.45° szogben lithatja a 735 cm szl
aput.

a) A nyoleszig beirt kdrének a sugara 12,07 cm. e
b) Anyoleszog kiré irt korének a sugara 13,07 em. 0
) Anyoleszog teriilete megkizelitGleg 483 cm?. Y
d) A szabilyos nyoleszog egy oldala a kozéppontjdbdl 45°-0s &

szl alatt litszik, és egy bels6 szoge 135° Az dbrin lithatd x,

zakaszok hosszit egy olyan derékszigd hiromszighol :
Szdmithatjuk, amelynek hegyesszoge 67.5° dtfogdja 10 cm: 7
x=10-Sin67.5° =924 6s y=10-cos67.5°= 3.83.
Atengelyes szimmetria miatt a leghosszabb 16t a ré merdle-
ges dtlok két9.24 cm, illetve keét 3,83 cm-es részekre osztjdk.

B Legyen az ABC hiromszog BC cldalinak felezGpontja F, az AC oldaldnak felezGpontia E, va-

za AF =9 cm és BE = 12 em. Tudjuk, hogy a hiromszoyg stlyvonalai
dromszg S silypontja az AF silyvonalat AS = 6 cm, illetve

lamint a silyvonalak h
harmadoljd egyms, gy az ABC
SF=3 cm h g

Az ABF ésaz AKC

akaszoksa bonta, Ugyanigy £S - 4 em, flletve $8.=8 em.

dmmwngek BF és BC oldalaihoz tartoz6 magas

BF

ai egyenldk, valamint:

“BC: Tapr hiromseog = 5 * TABC hiromszisg-

2

A BSF ésa BAF hiromszogek FS és FA olda-
laihoz tartoz6 magassigai egyenldk, valamint:

rs=Lom,
ezént 3

1 o
Tsr iromszog =3 Toar hiromsavg-

Tehit

Thsr niromszog = Tm hiromszog:




B Az ABC hiromszog oldalainak hossza a szokisos jeldléssel Ic-vycn
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A BSF hiromszog terilete kiszdmithatd, mivel adott két oldaldnak hossza és az dltaluk bezrt szog,
amely 75° vagy 105° :
T _8:3:5in75°_8:3:5inl05° oo o
s hiromsaig =~ 5 £ X

Az ABC hiromszog teriilete ennek hatszorosa: 69,54 cm?.

A hdromszog két oldala legyen a, illetve b, Hd akétoldal dltal bezdrt szoyg ¥, akkor:
in

=4-ab-siny.

8 Thiromsaog =8

iny<1 = dab-siny < dab.

A szémtani é mértani kivzép kozti Gsszefiiggés alapjin: 4ab=4-(Jab)' < 4 ["T*”) (a+b)y
Ezzel az dlitdst bebizonyitottuk.

a.b és c. sogeinek nagysiga o, f és ¥ Ah:irom.\mg B s
6 ig talppontja legyen B',a C csiicsabol mdulo
magassdg talppontja legyen C.
A BCBC’ négyszg himégyszbg, mivel a B’ és C* pontokat tar-
talmazza a BC Thalész-kore.
g egy killsG 6a 16vG bel-
56 szdggel, ezért az AC'B’ hiromszdg szdgei péronként egyenlok
az ABC hiromszog izo"clvcl tehdt a két haromszog hasonlo.

Amegfelel oldalak ardnya: == Az AC'C derékszog( hiromszoghtl AC'= b- cosa, tehi:

=4 5 BC=a-cosa
sa b

Az ABC hiromszog a hosszisigi AB alapjdhoz tartoz6 m magassiganak mlpponua 7, amagas-

sigpontja M, amely a feliétel szerint m-nck a C-hez kiszelebbi harmadolGponta.
Az AMT hiromszog hasonl6 a CTB hiromszoghtz, mivel mind-

ketSben a 7-nél 16vG szog 90° illetve a TAM és TCB szogek i
merdleges szrd hegyesszogek. h
A két hiromszogben a megfelel befogdk ardnya egyenld:
g 8

‘P ‘F = a=5077"
27\2

A hdromszig szigei: 50,77°, 50,77° és 78.46°
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Tekintsiik a mellékelt brat
a) Akér CB hirja a Pitagorasz-tétellel
JE+ T =922m.

Ahirhoz tartoz6 CAB keriilti szg az ADC
hiromszogbol szigfiiggvénnyel szimolhato:

tga:% = a=739.

Akor sugara 35,84 m.
b) A hid legnagyobb magassigdt megkaphatjuk tgy, hogy a kor sugardnak hoss
az AB hirjdnak a kor kozéppontjdtol vett tavolsdgdt
Ahid legnagyobb magassiga: 35.84 —/35,847 - 307 = 16,23 m.
) Az x hosszisiigi tart6oszlop hosszdnak meg-
tsiik azt a kort, amely-
e e £ K5 ks A% oszlop
% mlppunl m\k 4 ml Vel tivolsiga a 60 m 5
hatod ré s 3
Az AB hurm menﬂem hiira ko kiszéppont-
jét6] 20 méter tavolsdgra van, igy hosszi-

nak a fele: .
/35,842 202, 7] 2

Az eldz6 rész alapjdn XT tivolsig az AB
hirnak a kor kizéppontjatdl vet tivolsdga:

/35,842 302,
Ez alapjén:
x+35.847 2307 = 35,847 - 207,

x=10,13m.

Az x hossziisdgi tart6oszlop hossza megkizelitGleg 10,1 m.
Hasonléan az y hosszségd tartdoszlop hossza megkizelitdleg 14.8 m.
A fiiggdleges tartéoszlopok tehit rendre 10,1, 14,8, 162, 14,8 és 10,1 méter hossziiak.

Sikbeli és térbeli szamitasok a szogfiiggvények segitségével
- megoldasok

Atéglalap dlinak a hosszabbik oldalakKal bezdrt

am é
atlok dltal bezirt szognek a fele. v’
Ha a téglalap hosszabbik oldala 25 cm, akkor a misik oldal: <@
25-1g21° = 9,60. 4 P s
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Ha a téglalap rovidebbik oldala 25 cm, akkor a mésik oldal

e 1
w21

Atéglalap kerilete lehet:

2:(25+9,60)= 69,20 cm
vagy
2.(25+65.13) = 180,26 cm.

1D A trapéz szogei: 55°, 55% 125° és 125°
FII) Ha a szimmetrikus trapéz hosszabbik alapja 21 cm, akkor a trapéz msik alapja 3,45 cm.

Ha a szimmetrikus trapéz paralelogramma, akkor a mésik alapja is 21 cm.

I A trapéz teriilete 154542 cm?,

B A szimmetrikus trapéz lehet hirtrapéz, vagy 5 5 =
egy olyan téglalapba, amel $cm.Ezaz
tl6 a téglalap egyik oldaldval 40°-os szoget b Y
zir be.
Teriilete: w)
4 4 b

1=8-5in40"-8-cos40° = 31,51 em?.

I A Koz kiilsG érink dltal bezdrt szog 17,25

Akiszos bels érintdk dltal bezdrt szdg 81,08°.
Akdrszelet teriilete 18,06 cm?.
P A kétrész teriilete 65,27 em?, illetve 1190,73 cm?
EZI A hulladék 4.46 szazalék.
EZIT) A limpabira dtmérdje 26 cm.
EI0 A hegy maga jeloljitk m-mel. Felirhatjuk a kovetkez egyenletet:
8000

mCIgl84 +m-ctg22°3 = 8000 = m=——" 1483,
aAgls2 + g2y
483 m.

Ahegy magassdg:

B3 A mellékelt dbra al.npj.m

ga7,50 6 20

=1g50,2°.

k.
Az egyenletrendszert megoldva adddik, hogy
A varji dltal megtett / Gt annak a derékszogd hd
az dtfogja, amelynek hegyesszige 50,2° és a vele szemben levs
befogdja 220 m

=286.

Sin50.2°
A varj dltal megtett it 286 m.
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FZI) Tekintsitk a mellékelt dbrdt. A hegy DC magassdga legyen m.
Az ACD derékszigi hiromszogben:
AC=m-ctg21°32".
A BCD derékszogi hiromszogben: b
BC=m-cig19°42".
A Pitagoras-téel felirv a ABC derékszogt hiromssghen:
122+ (m-ctg21°32') = (m-ctg 19°42)%
Az egyenletet megoldva m
Ahegy magassiga 1022 m.
D) Tekintsiik a mellékelt dbrdt.
ok kma magasséga a TCE derékszogd hiromszigben szémol-
ET=20-5in65°= 18,13 cm.

8- o

b) Az alaplap dtGjit a TCE derékszogd hromszogbol szimit-
hatjuk:
AC=220-cos65°.

Az alapél
AC_2:20-cos65° || oo
vz 2 wE

) Az oldallap és az alaplap f szoge a TFE szog. A TFE derékszogd héromszigben:

E
ef= = =71,76°.
w = F

) Két szomszédos oldalél dltal bezirt o sziig a BEC egyenl§ sziri hiromszghGl szimithato:
a_FC

sinc-=— = a=3477°
27 EC
B o) Az érink dltal bezrt szg: 106.26% b) Az érinszakasz hosszas 6 em,
) Az érintési pontok tivolsdgas 9.6 cm.
B A trapéz két alapjdnak szémtani kizepe a kozépvonal hossza, fgy » B
az alapok dsszege 52 em. Az érinténégyszdgek étele alapjdn az —
szege a két egyenlG szir hosszdnak osszege. /) \

alapok hosszdnak
A sz hossza 52:2 =26 cm. A trapéz magassdga a beithat6 kor e

sugardnak kétszerese: 24 cm.
A sz és a trapéz magassdga dltal meghatdrozott derékszogd
hdromszg o hegyesszogére felithato: AN
24
sina= = = a=6138° 4
2%

A trapéz szdgei: 67,38°, 67,38 112,62° 112,62

Admk- gt hiromssg — hasonlGsdgl elickintve — egyctelmien adot gy vehetik az dtfog6t
akétszeletét 1, 4 Abefogétéiel alapjdn a rividebbik befogd

S s

Ahdromszog kisebb o hegyesszoge szimithatd szogfiiggvénnyel: sinar= g = a=2657

A hiromszdg hegyesszogei: 26,57 illetve 63,43
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Akillsd érint6k 14,25%0s szoget zdmak be.
A két kir kozéppontjdnak tivolsdga 8,06 cm, ami nagyobb, mint a kirok sugarainak osszege, tehit
akét kor nem metszi egymst.

@I ) Egyenes szij

szerint: 2e+i+ 0%
Az e kiils6 érint6 hossza: e =607 -20% =40 V2 em.
Az i és 1" ivhossz kizépponti szogét meghatdrozhatjuk, ha

esetén a szij hossza az fbrén lithatd jelolés

az dorin elol @ sabget Kiszimitiuk: cosar= 25 = @=7053"

Az i vhossz z-uo-x»%azw om

Az i ivhossz 230+ 20T =2 IOy g oy
360°
Az hossza: 26+ +i'= 252,33 cm.

b) Keresztezett

Az f bels6

s esetén hasonlan jérhatunk el

6 hossza: f =+/607 - 407 =20 /5 cm.

2 i 6s i fvhossz kozépponti szdgét meghatdrozhatjuk, ha az
dbran jelolt § szoget kiszamitjuk:

40
=2 =48,19°
0 P

Az i ivhossz: 2107+

Az ¢ ivhossz: 2307 ST Z2ABIT 139 g6 oy
360°

Aszij hossza: 2f +i+i'=27339 cm.

B A gabonakorik 4ltal lefedett teriiletet kell meghatdroznunk. A mind-
Kétkor dltal lefedett rész teriilete a két egybevigs korszelet terii-
letének Gsszege. Ezen kirszelet kizépponti szoge meghatdroz-
hato:

w0228 o g
2750

Akdrszelet terilete: 407,94 m?.
Akorok dltal lefedett teriilet: 2-50°7 —2-407.94 ~ 14884 m? = 1,4884 ha.
Abevételkiesése tehdt: 1,4884-4000-20 = 119000 forint.

G A mellékelt sematikus dbrdt tekintve a hegy magassdgdt h-val jelol-
tiik. Az A megfigyelési pontbol a hegy csiicsa akkor ldtszik, ha
a litGhatdr felett van. A lithatdr az AOM derékszog@ hiromszog
AM egyenese. Az O csiicsndl levs o szbg az O kozéppontd,

6378 km sugari korben a 250 km hosszi hes tartont Koszép-
ponti szog:

+360°=2,247°.

2. 6378 P
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Az emlitett hiromszogben szimolva:

40
22 - cosa,
MA

T8 _cos2,247° = h=4,908.
6378+ 4
Ahegy tehit legaldbb 4908 m magas.

2502

Az dbra jeldléseit haszndlva a kozelebbi hegy csticsa legyen C,

atavolal
Elgszor a kizelebbi hegy DC mﬂg:n\ig:il hatdrozzuk meg.

A CDA hiromszogben:

=1g26°.
00

A CDE hiromszigben: ﬂ:xg4zﬂ.
x

Az egyenletrendszer megoldisibol adodil

_200-1926° - tg42"
1242°— 1g26°

sig felett 213 m-re van,

=212,83.

Akozelebbi hegyesics a

A BT magassig meghatii hasonlé médon triénhet a BTE és a BTA hiromszogek segit-
ségével.
Atdvolabbi hegycsics a siksdg felett 408 m-re van.

Az dibra jeloléseivel: a sil () BT- 150m mdgasm
Az ABT deré)

TA:L:ﬁOI,éZm.
1gld®

Az ADE hiromszigben:

gl ——
R 62 y
A BCE hiromszogben:

g2 0%

Az egyenletrendszert megoldva ad6dik, hogy:

50-601.62-1g11
1220°—1gl1°
BE hosszisig a BCE hiromszogb6l szimithato:

BE M;zm 4.
E

AE hossziisdg az ADE hiromszogbol szémuhmé.

A BE és AE szakaszok hosszinak dsszege a siklo dltal megtett it, amely megkozelitdleg 622 méter.
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Az dbrénaz § pont Szeged helyét jelzi, 1 egyenes a Fold tengelye,
ra.

Az S pontnak 1 egyenestdl vett tivolsdga:
R-cos46°15" = 4410 km.

A 1 tengely kil lfordulva § pont 23,95 6ra alatt akkora utat
tesz meg, mint egy 4410 km sugard kor kerilete. Ezért Szeged

a Fold tengelye koriil %;5'0 =1157 kT"‘ sebességgel forog.

rom:

m.\n\do nyols

befogdira teljesilnie kell, hogy:
13-2y=11-2¢

[y =11-2¢

egyenl§ oldalti, tehdt a h omvngek xésy

Az elsG egyenletbdl kifejezve x-ct, majd a mésodikba beirva az y* - 25y + 84 = 0 masodfoki

egyenlethez jutunk. Innen y-ra 21 vagy 4 adédik, de ezek koziil esak az

Anyoleszig szogei: @ = 180°-53,13° = 126,87% illetve b= 180° -

derékszogdl hiromszog hegyess;

A kor kozéppontia a szabilyos hiromszog O kizéppontja.

pontja T, a esiicsokhoz kizelebbi negyedeldpontok D és E.
Aoz, hogy megmondiuk, a kot edleténck hiny sedeaa

esik a hdromszogon

ell szimolni a kor DE hil

irj
Iétrehozott kisebbik kirszelet teriletét. Ehhez \1uk~egunk van

akor sugardra és a DOE kozépponti

dgre.

Az O szakasz hosszaa 12 cm oldali szabilyos hiromszog magas-

sdgdnak harmada:
oT=

LR, fem.

AKkor sugara sz

ithat6 az ODT hiromszogbol

rey(2-33) 4 32 = ET em

Az a kzépponti szog felére felirhato:

g%
¥2728

Akisebbik korszelet terillete:
Tigaeta = (V2T

2 81,79°
LT
360°

120

= a=8179

)

sin81,79°

2

Iehet megoldis.

dgei: 53,13 és
36,87° = 143,13

o
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B Ahdromszog alapja legyen a. a hozzd tartoz6 magas

Akdmek a hi Ggon kiviil esd teriil K hi vagyis 13,8 cm?.

Ak teriiletének '23— 100=20,9 szizaléka esik a hiromszogon Kiviil

A hdromszog kiron kivi

es6 terileténck kiszdmitdsihoz a hiromszisg teriletébl kivonjuk
akor és a hiromszig ki

3 [} 2 -13.8) 10,180

“Tekintsiik a mellékelt dbrét. Az emlékmd helyét jelolje E,
a park kizéppontjit K.
Akét szomszédos dsvény dltal bezdrt szog a 360° nyoleada,
azaz 45 Az fbra tengelyesen szimmetrikus DL egyenesére,
fay elegendG meghatdrozni az ¥ D dsvé-
nyek hosszt.
El6szor EL és ED hossza:

EL=300-70=230 m;
300 + 70 =370 m.
Az EB szakasz merdleges KE-re, igy a KEB derékszogd hiromszoghol a Pitagorasz-tétel

alapjd
EB=+3002-70% =291.72 m.
Az EC és EA tsvények hosszinak dsszege éppen CH tivolsiggal egyenld, ami a kor egy
irja.
A hiirmak a kor K kozéppontjdtdl vett tavolsiga a KTE egyenl6 szird derékszogd hirom-
szogbol szimithatd:

KT= 45°=70-5ind5° =

542 = 49,5 m.

€T=13002-(35-v2)* = 295,89 m.
Mivel KT'=TE,a CE tsvény hossza 295.89 +49.5 = 34539 m.
EH=29580-49.5 = 246,39 m.

Az dsvények hossza megkozelitdleg
El

Ez alapjén:

=230m; EA=EH=24639m; EI
EC=EF=34539m; DE=370m.

dga m,
anégyzet oldala x hosszisigi. A feladat feltétele szerint:

L amibsl 4x=m-a. (1)

Az dbra jeloléseit haszndlva, az ABC és DEC hiromszig 8
szgei pironként egyenlk, tehdt ABCA ~ DECA. i
Akét hiromszisg alapjnak és magassdgdnak ardnya egyenlG:

@
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4-a-m=(a+mp,

2-a-m+d
0=(m-a)’
Ez utébbi egyenlGség akkor teljesiil, ha m = a. A hiromszog alapon fekvé o szigének tangense:

ga= = a=6343.

A hdromszog szogei: 63 43¢, 63.43° és 53,14°

A vonalkdzott terilet nagysiga legyen 7. Az dbrén lithaté &, és ky, valamint a k, és k; korok
kozéppontjainak tévolsiga éppen a sugaruk hossza
Tehdta k és ky kirok kiszos részének terillete egy 6 cm sugard
Kr 120°0s kizépponti szogéhez tartoz6 korszelet teriiletének
akétszerese:

44,18 em?

Hasonl6an a ks és ky korok kivzos részének terilete: 44,18 cm?.

Tekintsiik a & 6 ky. valaminta k, és ky korok kozos része dltal lefedett teriletet
Ezta teriiletet kétféleképpen szamithatjuk. Egyrészt: 244,18 - T.

Misrészt Kiszimithatd a terilet gy is, hogy
a C kozéppontd, 6 em sugard, 110°-0s korcikk
teriiletéhez hozzdadjuk a k, és ky, valamint a ky

s ky korok kozos része teriletének a felét:
¢n U0 L is=78720m
36002

Akétféle m6don szdmitott teriilet egyenld:
2:44,18-T=7872 = T=9,64cm>

A vonalkizott teriilet tehdt 9,64 cm?.

Arepiiligép 6378 + 8 = 6386 km sugar Koriven repiil. A se
tikus dbrét tekintve, ha a szemlélS az A pontban van, akkor —
arepillgep szimira addig tartézkodik a litohatar felett, amig /
a BC koriven végigrepiil. A BC koriv o kozépponti szbgére tel- o
jesill, hogy: o

e

cosZ=88 o5

27 6386

A repilogép dltal megett it: 263867 -

639.43

700
beliil 55 percig tart6zkodik a lit6hatdr felett.

504
360°
=0,91 Gra alatt teszi meg.

=639,43 km.

Eztazutat 1=
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Vegyes feladatok Il. - megoldasok

s értéke 0.
egyszeriibb alakja ctg’e.

R a) Akifejex
b) Akifeje
¢) Akifejezés
d) Akifeje
¢) Akifejez

értéke 1.
s egyszertbb alakja tg e
BB a) Akifejezés pontos értéke 3.

b) Akifejezés pontos értéke 0,25.

¢) Akifejezés pontos éricke 0.

BB a) A szog koszinusza :—n tangense Lo Kotangense ?(17

2 20
a 2L tangense 2L s kotangense 22

WA
) Asab stinusa 2 % 3

) Aszog szinusza >, Koszinusza 1 & kotangense 1
7 17 B

3

1
éstangense <.

Jio Jio 3.

FHD A keletkezett részek hossza 1,99 cm, 2,15 cm, 2,54 em és 3,32 cm.
B Az akna megkszelitdleg 50 m mély.

FED A misik alap 1641 cm, a misik szr 3.9 cm hossz.

Az oldalak hossza 20,32 6s 15,24 cm.

D Ismeretes, hogy egy hiromszog kizépvonala a hiromszogbdl egy az eredetihez hasonl6 hdrom-

d) A szog szinusza Koszinusza

sibget mets. e A hasonldsi arinya = tehi a kizépvonalal lemetszett hiromszg terilete

az eredeti hiromszoyg teriiletének negyede.
Az dbra jeldléseit hnsznsxva az ABCD rombusz oldalainak
felezGpontjai E, F,
A rombuszt az AC élloja két egybevigs hiromszigre bontja.
Az ABC hiromszog kizépvonala EF, fgy az EBF hiromszog
terillete negyede az ABC hdromszog teriiletének, illetve nyol-
cada a rombus? teriiletének. HasonlGan a rombusz teriileténck
nyolcad része a GFC, HGD és HAE héromszogek terilete is.
Tehdt az EFGH négyszog teriilete fele a rombusz teriiletének.
Ha a rombusz oldala a, akkor teriiletének felére felirhat6:
10= 1.2 5in50° = a=1695
Tv:hm arombusz oldala 16,95 cm.
Arombuszta saggaton vun.nllnl jelolt kizépvonalai és az EFGH négymg oldali
nyolc damh i fel dmmal jelol
megegyezik, igy ezzel az dtdaraboldssal Ié\lvényosan s iguzolhats, hogy az EFGH négysed terl
lete fele a rombusz teriiletének.
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EEE) A korta ket egyenes két 131,92 cm? és egy 188,32 em? teriletd részre oszta.
EE) Tekintsiik az dbra el A ol AB e
ségére felithatjuk
100+ AB
0

ag6’10'=

= AB=20-ctg6°10°~ 100 =85.
Afolyd szélessége megkozelitGleg 85 m.

E) Tekintsitk amellékelt fbrdt. Legyen a torony ma-
iga x. Az y tivolsdg szimithato:
y=400-ctg21°,
Tovibb felithato:
+400

1g22°,

Az egyenletrendszert megoldva adddik, hogy
21. A torony magassiga 21 m.

EF2 a) és b) rész esetén a kifejezés értéke egyszerdsités utdn 1.
) Négyzetre emelve, majd dsszevonva a kifejezés: 443 -tgar-ctgar
d) Felhaszndlva, hogy 1 = sin’a + cos?, ad6dik, hogy a kifejezés: & sinoy

) Amisodik tortben ctga-t dtirva:

ctg’a -3 e @la g
ctga AL,

B a) A szdrak 30,78 em hossztak.
b) A szirhoz tartoz6 magassdg 17,21 cm.
¢) A héromszog teriilete 264,86 cm

FEFD) Mivel a beirt kir befog6kkal vett érintési pontjai, a beirt kor kizéppontja és a derékszogi csics
V2
5 2 em
A 2470. feladat gondolatmenete alapjdn az dtfogd 41,51 cm.
BF a) Arombusz di: 9,52 cm és 28,45 cm.
b) Arombuszba fit ki sugara a rombusz magassdganak fele: 4,51 cm.
¢) A rombusz teriilete 135,41 cm2.

négyzetet hatdroznak meg, a befrt kor sugara 12

B Legyen a rombusz oldala a. Mivel a rombusz tl6i felezik egymist és felezik a c:
esokndl 166 szogeket,felthats: sin% =-<, illewve sin =L, A kettst dsszeadva:
2 2 2 2
sinlrsinBety Loer]
270 2

Innen az dllitas kozvetleniil adédik, hiszen a rombusz keriilete 4a.
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a) Atrapéz magassiga a beirt kir sugardnak kétszerese, azaz 20 cm.
Az dbra jeloléseit haszndlva:
Az AED dertksat hiromsatghat:

AD 128 AB=—22
n 7m 70
A BFC derékszogl hAmmvnghol
i b
Az érintGnéeyszogek tétele alapidn:
AB+DC=AD+BC= =20+ 20
n70° " Sins0°

Tehdt a trapéz teriilete:
270 * sins
mezm.(uu) n 080 _ 4150 e
2 2

b) Mivel AB+DC=2DC +AE + BF, ezért:
2200 B opey20. B0 o oo
sin70° " sin80° 1270° " 1g80°
Amisik alap kiszamitdsa: AB = DC+AE + B
Atrapéz szdrai 2128 é 2031 em, az alapjai 15,39 és ¢ 262 cm hossziak.
BFD a) Akétemelet kozotti magassdg 22-17 =374 em.
Akérdéses @ szg tangens

wga= 22 o go2050

Afelvong hajldsszoge tehdt 20,51°
b) Alejt6 hossza:

————=10,68m.
cnszu 10

10,68
Afelvond <= = 53,4 mésodperc alatt ér fel.

BT Az fbra jeloléseit haszndlva: AT
Az ATD deréks?

3em.
26 hiromszigben Pitagorasz-tételbdl:

AD = T09. Viee/ |0
A TBD derékszgG hiromszogbl:
| fs
e TBD% = % = TBD% =398 F s

“Tehit a trapéz kié irt ko egy hi
Tnnen az ismert dsszefiigeés alapjd

k hossza /109, és ehhez a hirhoz tartoz6 keriileti szog 39.8°

109

= =86
2-5in39.8°

A trapéz kisré it kr sugara 8,16 cm.
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TR s A BCF detaitgl
iromszgben az AB alaphoz tartoz6 magassig:

=22 _1678cm.
tg50°
Tehdt a magassig mint dtméré folé irt kor
sugara 839 cm
0C=0E=0F=839.
Az OEC egyenlG sziri hiromszgben: COE%= 180° - 50° - 50°= 80°. AKSr CE hirjdnak a kivzép-
ponti szdge teht 80° A kor héromszdgtn kivil es6 enlee 8008 Kiszépponti szdgh trtozo
Kiirszelet terileténck kétszerese:

8, 39- in80°)_ g o1,

r=2{s302.7. 5
360°

AKor és a hiromszog kozos részének teriilete tehit 8, w’ 7-2891=192,12cm?.

intes terep sikja legyen a DCE h

i A

helyét jeldlje E pont. A repiilgép repiilési magassdga h,

percalattaz A pontb6la B pontba ér. A repiildgép egy perc alait

10 km utat tesz meg, tehdt AB = CD = 10 k. i
b do

Az ECD derékszogi hiromszogben a derékszogd estcs C-nél A
van. Oldalainak hosszt fejezziik ki A-val. ,/ﬂ/
Az ACE hiromszoghdl: EC = h-ctg35° -
A BDE héromszogb6l: ED = h-ctg 25°.
Az ECD derékszigt hiromszogben felirva a Pitagorasz-tételt
(h-c1g35°2 +10% =(h-ctg25°?,
e 100
(1g25°) — (ctg35%?
h=6,51.

siga megkizelitdleg 6251 m.

A repildgep repiilési mag
A testdtlok hossza V450 cm.
a) A BH testitlonak az oldalélekkel bezirt o szoge a BDH derék-
sz0g hiromszoghdl hatdrozhaté meg:
2 1947

cos,

450
b) A BH testitionak az alapélekkel bezrt f szige a BGH derck-
szisgl hiromszighl hatdrozhat meg:

= B=763T

5

cos,

8 0

©) A BH testtlénak az oldallapokkal bezirt 7 szisge a BGH de-
rékszogi hiromszioghdl hi umzhm meg,a y szdg éppena i
szog potszoge, vagyis 7=

d) A BH testitlonak az alaplapokkal bezrt & szoge a BDH de-
rékszg hiromsz6gbol hatdrozhatd meg, a & szdg éppen
az a szog pétszoge, vagyis & = 70,53
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Az dbra jeloléseit hasznlva a fa magassiga DC,
m

dmyéka DB a BAC szog derékszog. G
Az ABC v
—— = ABC¥=T7226"
0, xz
Az ABD derékszog hiromszogben: 0 78
AB=5-cos12°~ 4,89, L

AD=5-sin12°= 1,04,
Az ABC derékszogi hiromszogben:
1,04 + DC

1872,26°=
& 4,89

sz0kiisos,
médon jeldlve, a beirt Kor érintési pontjainak a csicsoktdl vett

Ismeretes, hogy az ABC hiromszogben az oldalakat

tivolsiga s —a, s~ b és s—c.
Mivel a héromszisg beitt krének kozéppontjt a bels

seisgleleztk

metszéspontja szolgdltatja :g% kifejezhetd az AOT derékszogd
r

(r a beftt kor sugara).

hdromszighol: tg% =
2 5-a

A hiromszog teriiletét kétféleképpen szamolhatjuk. Egyrészt
abeirt kr 7 sugardval, mésrészt a Heron-képlettel:

5= G0 G-B G-0, ambsl g%

2 s

@B Haa hiromszog dtfogdianak hossza 3x, a beirt kor sugara 1, akkor
a beirt korhoz a csicsokbdl hizott érintGszakaszok hosszinak
egyenlségébdl kovetkezden a befogok hossza x +r, illetve

A derékszigl hiromszigben Pitagorasz tétele alapjdn:
P+ Q=32
Atrendezéssel adédik:

2r2 4 6xr - 4x? =0,
2

(L] +3.(L],z:o,

F Rl P

Mivel Z éricke nem lehet negativ,
x

A derékszigd hiromszg kisebb @ szogére felithato, hogy:
rex_1or 11 =3+\17 1 _-1+17
3 3x33 2 3 6

A hiromszig hegyesszogei 31.37° és 58.6:

sino
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Ahdromszog szogei: o =50% = 60° és 7=T70°

Mivel a hiromsadg hegyessade, az kalakra Kl izt ko mindegyike kvt ik  irom-
kisré irhat6 korén. Ahhoz, hogy a kérdést megvalaszoljuk, elég a félkirok teriiletének ossze-
26661 Kivonni a hiromszig Koré 1 korénck & hiromszion kil o tertleté
A hdromszég oldalait a refiigaés alapjén szimolh;
20-5in50° b=2-20-5in60° és
ra kifelé rajzolt félkorisk sug
5 [20-5in50°7 +20-sin607) + 20-sin70°7] =

=2007 - (sin?50° + sin® 60° + sin>70°) = 1394.
A hiromszisg Koré it kérének a héromszégon kiviil esd terilete szimolhat6 tigy. hogy a kor terii-
letébol kivonjuk a hiromszog teriletét:
2.20%5in50°-5in 60°-

Akérdéses teriilet a két terilet kiilonbsége: 636.7 cm?.

Ahromszog old:

az oldalhosszak fele, ezért teriiletiik osszege:

§in70°=757,3.

Az dbra jelsléseit haszndlva a hegy m magas
a kovetkezd tivolsigok:
AT =m-cigd0”,
BT =m-ctg50°,
CT=m-cig60°
Az ACT héromszog AC oldalinak felezéspontja B. Erre a pontra
tiikriszve a hiromszdge, az eredeti és tikrizott hiromszog egyiitt o
egy paralelogrammét alkot. Ismeretes, hogy egy paralelogramma 0
oldalai hosszdnak négyzetosszege egyenl az 46i hoss
négyzetsszegével, ezért felithat6:
2-(m-ctgd0°)? +2-(m - ctg60°)? = (2 - m - ctg50°)% + 14002,

igdval szamithatok

o 14002
L T ey
2-ctg240° +2 - ctg260° - 4 - ctg? 50°
m=1685.

Ahegy magassiga 1685 méter.

Az brn a turista a C pontban van, a hegycsics helyét £, a hegy-
s tikorképét a (6ban > pont jeloli. A 16 tiikrének szintje
¢ egyenes. A tengerszint feletti magassdgokbol, illetve a tik-
26désbol adodoan
TF = TF' = 2000 - 500 = 1500 m.
Az FBC, illetve az FBC hiromszigben:
00

g28°=

L illewve 1g520= 21500

Az cgycnlcncndvcn megoldva: x=619,52; y = 1656

@) Aturista a tengerszint felett 619,5 + 500 = 1119,5 méterre van.

b) Az FC tavolsig az FBC derékszogd hiromszoghl szémithat6: FC =
szemkozti hegyestestol 1875,5 méterre van.

2 ~1875,5.
cos28”

Aturista légvonalban
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D Tekintsik az dbra jeloléseit. Legyen az alspeél

3x, az oldalél 4x hossz L

nak hos tétel alapjén 5x hosszd. [ G

Toljuk el a C'B 6t gy, hogy a C” végpontia 7]

Bbe keriiljon. Az eltolt dtl6 misik végpontja s /]p

legyen B"

Feladatunk az AB'B” szog kiszimoldsa (). d e \ar

Az ABB” hiromszig ceyenls szdrd, szirainak

hossza 5x. Az AB” hosszisig meghatdroz- ol A

hat6 az ABB” egyenlG szird hiromsmnbﬁl 5

Az ABB” hm;muug szdrainak hossza 3x, 3 3
ge pedig a szabdlyos otszog egy kiilsd szoge,

ras o Esekbéi a2 adatokbol Kapuk:
3x-5in36° = 6-.x-5in 36"
z AB'B” egyenl sziri hiromszog alapja 6-x-sin36°, szdra Sx. A hiromszog

-sin36° = p=413°

5x 5
Az AB é BC' dtldk 41,3° szoget zdrnak be egyméssal.

Vektorok é 6), vektorok
odsszetevdkre — megoldasok

nbozd iranyd

I A szerkesztések a vekiorméveletek defin
Haszndljuk a vektormiveletek definiciéit.
@B ) 3-a-2-5;
b (V2+1)-(B

T 2%

alapjén elvégezheik.

=1428 cm.
35°

EHD Az dbra mpm (

BB Alcjt6vel pérhuzamos erd: 200-sin32° = 105,98 N. A
d

Alejtére merdleges er: 200+ cos 32° = 169,61 N. A

I A vektor végpontja a DC oldal D-hez kozelebbi harmadolGpontja.

FE0) A hérom vektort egymishoz fizve szabilyos héromszoget kapunk. A vektorok egymdssal 12005
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EF0) Haahdrom péronként 120°-0s szoget zdr be, al zegiik nullvektor. A minimélis hossz.
s, A misnieiis i 15 o Eikoe  Bfrass vekic 0ot M40 & waoncs irdnyi.

EE0 A nullvektor egyenld az ellentettjével.
FED Az dbra alapjén:

AC=AB+AD & BD=AD - AB.
Mivel az ABD hromszog 6 cm oldali szabdlyos hiromszog: sem, X
" A
d

D] =6 cm.
Az AC 6 eay 6 cm oldal szabilyos hiromszig magassiginak

kétszerese
ﬂ

)

|ac] 6-V3em

B Az dbrin lithat modon toljuk el a két vektort egy kozos O kezdG- =
pontba, és a vektorok végpontjai legyenck A és B. o
Afeladat feltétele szerint az ABO héromszdg derékszogd, vala-
mint az OA dtfogé hossza hiromszorosa az AB befogd hosz- o - A
szdnak.
AKét vekior dltal bezdrt o szog szogfiigevény segitségével szdmithaté:

cosa=3 = =705
A két vektor dltal bezirt szog tehdt 70,53

2552 RICH b) %v

& A vonatkozd, alapjn a szerkesz1és elvégezhetd.

D A vekmnenmnm egyértelmiségébol adéddan:
a) a= -3
b a- Z/i 20, illetve f=4 = a=-8;
¢) a-2p=0, illetve 5o~ f+27=0=

5 Az dbra alapjdn:
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dul oldalélek vektorai legyenck . 5 és &

B Az egy esticsbol
AlapitiGk vektorai ezekkel kifejezve:
b, B+d & d+a

Atestitl vektora: -
d+b+i

A feladatban szerepl hét vektor dsszege:
Gvb+c+(@+b)+(b+c)+(cva)+(a+b+e)=a-(a+b+
A vektorok Ssszege éppen a esticsbol kiinduld testdtlé vektordnak a négyszerese.
D A keresett vektorok:
a) OF =-a; b) O 3 ) OH
d) FC=a+& f)OD=d+e-b;
8 DC=b-a.
EE A kocka A csiicsdbdl Kiinduld d
mutat6 vektorok az @, b és € se

& lapkiszéppontokba

Az egyenletrendszert G,

B ) Az FE vektor a hiromszig kozépvonaldnak a vektora, tehdt parhuzamos az AB vektorral és
fele olyan hosszii:

CB-CA
==
A C pontbl az AB szak Gpontjdba mutat vektort a véy mutatd vektorok
segitségével kifejezhetjik:
CB+
3

b) Az eldzek alapjdn:

|7E|

Ahdromszog AB oldaldhoz tartoz6 magassigdnak talppontja
feayen T Todjuk, hogy a CTB derdkssbet hiromssb 5
befogdja 9 cm, valamint:

TBC=70°= CT=9-tg70".
A TKC derékszogi hiromszoghdl Pitagorasz-1étel alapjdn:

[CR|= 37+ (9-1g70°7 =~ 24,91 AN

Tehit [CK = 2491 em
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Az Alcatin Keps tumage, ebdt 0:b01 408
mutats vekior @

B, akkora BB’ szakasz B

o Koselebbi harmadolgpontja a7 A pont,

ezértaz ismert képlet alapjin:

Hasonléan adodik:
2642

pontbl a képhdromszog estdesaiba mutat6 vektorok:
Bi-b o 3ed-
2 2

Tehit az O vonatkoztatds

B Tekintsiik az dbra jeloléseit.
Aszabilyos hatszogben AB =
szog hat szabilyos Immmvoﬂle bonthat6,
rok egyenldségét kihaszndlva

AC=i+b, AE=

& Mivel ahat-
az dbrén jelolt vekto-

+2 & AF=C.

Tehit:

Legyen ED =¥, FC= . Ezen vektorok ellentet
illetve FB=-5;
Az EF vektort kétféleképpen is kifejezhetjiik:
EF=ED+DC+CF=%+d-3,
+AB+BF=-+b+7.
Akét egyenletet dsszeadva adddik, hogy:

2-EF=d+b = EF

B Legyen ED X F FC y Mlvcl E és F harmadolGpontok, ezért
EA=-2-% ¢ FB

Az EF vektort k:lfelek:ppﬁn is kifejezhetjiik:
EF=ED+DC+CF=3%+d-5.
EF=FA+AB+BF=-2-3+b+23.

Az els6 egyenletet kétszereséhez hozzfadva a msodik egyenletet:
- i o ppoidth
3
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A BCOP négyszog PB és OC oldalait az dbrn lithat6 médon
irdnyftsuk vektorokként. Mivel az d és b vekior a feladat felié-
telelpjincgyeni otz dlalok ezt paralelogranra
rombusz, Az Gsszegiik vektora felezi a két vektor szogét, vagyis

a it 3 vcklor p&rhuzdmcs 2 ABC biromenig A catesdb]

A BC EF kiszép-

vm\a!a, fay 22564, feladat alapjdn:
FEodth
2
Ezazt jelenti, hogy az FE vektor pirhuzamos az @+ b vektorral, ami pérhuzamos az ABC hérom-
szog A csicsdbol induls belsd szogfelezgiével.
Ezzel igazoluuk, hogy EF egyenes pirhuzamos az ABC hiromszog A csdcsdbol indul6 bels
szogfelezdiével

B Legyen O cgy tetszdleges, de rogzitett vonatkoztatisi pont.
Egy pontba mutat helyvektort jeloljiink ugyanolyan kisbetdvel,
mint a pont betdjelét
Az dbrin lithaté ABCD tetraéder AC élének felezGpontja E,
BC élének felezGpontja F, BD Elének felezGpontja G é AD 4
Glének felezopontja H. Az O vonatkortatisi akasz.
felezSpontjdba mutaté helyvektor a végpontokba mutat6 hely-
vektorok szdmtani kzepe: a3

Badl . 5 ded

2 2

és

5 illetve HG—J
2
Mive a égjant Kt soecben 408 otk velors egpenls, a ke e IS oldal pas:
s egyenlG hosszi
Bel{\uuk. hogy az EFCH négyszg paralelogramma. Hasonléan jarhatunk el birmely két szem-
Kozti élpirbol kiindulva.

Egy tetraéder birmely két szemkozti élprjdnak felezGpontjai paralelogrammit alkotnak.

Vektorok alkalmazasa a sikban és a térben — megoldasok
) OD=0A+0C - OB.
FET) Az ABCD paralelogramma A cstcsdbol az dtlsinak O metszéspontjdba mutat6 vektor:
T0= a+b b
Az O pontot eltolva 2- BC

- vektorral 0" pontot kapjuk:

70°=70+2.5C=1*E

LR

2
Az A csiiesbol az eltolt paralelogramma dl6inak metszéspontjdba mutat vektor:
a+5-b
2
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FEI) Asik egy tetszoleges O pontjdbl az dbra pontjaiba mutatd hely-

650 o) BC

vektorokat jeloljik ugyanolyan kisbettivel, mint az dbrin 16vG betd.

Az dbrn lithaté ABCD négyszog oldalainak fclcmpolujm EF,
és H. Bizonyitand6, hogy e+ J +§ +hi=a+b

Egy vonatkoztatdsi pontbol egy szakasz !clczopomjaba mutaté

hlyvektora végpontokba mutls helyvekiorok szt Kozpe:
+b

bre . _e+d

»ﬁi“}” (2-v2)-a+Wa-1)-

1+

B8 a) Az dbra alapjin:

A suabilyos hiromsai Ko i inek Kinépponta iom-
szisg stilypontja s egyben, tehit O pont harmadoljaa CF s

Vonalat, Az A vonatkosatisi pontbdl CF ssakas harma-
dolpontjdba mutatd vektort a szakasz végpontjaiba mutaté

vektorok segitségével kifejezhetjiik:
AB

222,36 =

A0= 2- AF3+AC 23 AB+AC

b) Az eldzekbl kovetkezik, hogy a keresett ardny:

Abizonyitds a 2570. feladat alapjdn torténhet.
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Az ABC hiromszog silypontjdbdl a BDC haromszog silypontjdba mutat6 vektor:
o
EED) Jeloljiik egy tetszdleges, de rogzitett vonatkoztatdsi
ugyanazzal a kisbetdvel, mint amelyik pontba mutat.
A siilypontra vonatkoz6 dsszefiiggés alapjdn:

pontbdl az egyes pontok helyvektorait

amit bizonyftani kellett

FEI) Az AB oldalél felez6pontjdbol a tetraéder silypontjba mutat6 vektor:

FE) Egy vonatkoztatdsi ponthol egy szakasz a a mutaté

helyvektorok szdmtani kézepe.
Atetraéder D estesibol az ABC alaplap Eleinek felezdpontj
siicsokba mutatd vektorok segitségével felirhatjuk:
a+b b+e

iba mutat vektorokat az A, B és C

AD dltal hiromszog S
mutat6 vektort a felezGpontokba mutaté vektorok szmtani kozepeként kapjuk:

a+h b+¢ c+a
2HE Etd

Eza vekior azonos a D csiiesbol az ABC hiromszog silypontjdba mutatd vektorral
BB a) A DE vekior felithatd két vektor kilonbségeként:
DE=¢-b.
b) A vektordsszeadds paralelogrammaszabilya alapjdn:

AC=i+b, illeve AE=C.
sb6la CE oldalél F felezGpontjdba mutaté vektor
AE szimtani kozepe:
d+b+e

AF=

) Az A cstiesb6l a BCE hiromszog csiicsaiba mutaté vektorok:

AB=d, AC=i+b & AE

Az A esicsbol a hiromszdg S sdlypontjdba mutatd vekior ezek szamtani kozepe:

=2 “.‘b”
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Egy tetszoleges vonatkoztatdsi pontbdl az ABC hiromszog silypontjdba mutatd helyvektor a csii-
esokba mutat6 helyvektorok szimtani kozepe:
d+b+e
e
A vonatkoztatsi pontbdl a hiromszig AB, BC és CA oldalainak felezGpontjaiba mutaté vektorok
dre:

ren GLE B Aad
a+bh b+ . c+a

A stilypontbdl a hiromszg oldalainak felezdpontjaiba mutatd vektorok:
d+h_a+b+d_a+h
2 B3 6

b+e _a+b+é_b+e-2-

w
N

2+d_d+b+c_c+a-2-b
2 3 6

A felez6pontokba mutat6 vektorok dsszege nullvektor.

A sokszisg oldalait kdrbe” mint vekiorokat i

Mivel FF, + F3F; +...+ FonrFaos + Fagosh az oldalvektorok Ssszegével egyenld:

dnyitva, dsszegiik nullvektor.

FiF; + FFy + ...+ FyonFaons + FaoosFy =
H(. hirom vektor Gsszege nullvekior, akkor azokat egmho; fiizve az els6 vektor kezdGpontja
gybee: adil tatni, hogy a hiromszog
:ulyvol\alml ‘mint vektorokat alkalmasan irdnyitva, azok dsszege nullvektor.

romszog oldalaibl képzett vektorok

Legyenck az ABC
BC=a,CA " Ezen hdrom vektor sszege nullvektor.

Az dbra jeloléseil tl awnalva az AB oldal felezGpontja E, a BC ol-
dal felezopontja F és az AC oldal felezSpontja G.

Az @, b és @ vektorok segitségével dllitsuk eld a silyvonalak
vekiorai

Ezek dsszege:

vagyis a sdlyvonalak szakaszait el Iehet gy tolni, hogy azok egy héromszog oldalait alkossik.

Ismert, hogy birmely dsi pontbl egy tetra 6 helyvektort ki lchet
sektitan & otk o s coesokba utats helyveklomk zimtani kozepeként. Legyen
most a vonatkoztatdsi pont éppen az ABCD tetraéder S silyp bbl a pontbdl a csicsokba
mutai6 helyvekiorokat JlS i ugyanolyan kisbetdvel mint 3 6 betjele. A clz0ek aapidn:

goarbrivd
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Mivel egy pontbél snmagdba irdnyitott vektor a nullvektor:
248424 5 g,5424d50
n
Egy tetraéder siilypontjdbl a esiicsokba mutat vektorok sszege nullvektor.

2587

Az fbra jeldléseit haszndlva a meghosszabbitott lapitiok vek-
torai:

e "
Ismert, hogy egy vonatkoztatdsi pontbl egy hdromszog sily- 0 4’ L

pontjdba mutatd helyvektor a csticsokba mutatd helyvektorok 4
sedmtani kizepe, ehdtaz O cstesbdla BDF hiromszoyg  sily-
pontjéba mutat6 vekor:

et o B ge s § e oy

-(o/woc)+2 (04 +0G)+ - -(0G +6¢)
3

chl 0 pontbél az E pontba mutaté helyvektor is OA +0G +OC, az E és az S pontok azo-

1w

& oe'+o§) +OF =0A+0G +0C.

@D Az d, b és € vektorok végpontjai legyenck A, 8.8 C. Tegyik el hogy . poot 2. 4B salasm
m:n ardnyban osztja tigy, hogy AC: CI

Ismert, hogy ¢ vektor eldill a kivetkezo nlakb1
- midemd

nem
Ezt ithatjuk a kivetkezs formaban:

—_.a
nm
m
wem ntm
HasonlGan bizonyfthatd az llitds, haa C az AB szakaszon kiviil van.
Az d, b és ¢ v:klomk vc-pcnqau legyenck A, D és C. Ekkor
=a-a+(1-0)-b-d=(1-0)-(5-a)=(1-a)- AB.
Az AB és AC vektorok pérhuzamosak, tehdt az @, 5 és € vektorok végpontjai egy egyenesre esnck.

Mivel

=1, az dllitdst bizonyitottuk

@D Legyenck az ABC hiromszég oldalaib6l képzett vektorok:
BC=a.CA=b é AB =z. Ezen hdrom vektor hiromszoiget alkot,
Gsszegiik nullvekior.

Ha hirom vektor dsszege nullvektor, akkor azokat egyméshoz

fiizve az elsG vektor kezdGpontja egybeesik a harmadik vég-

pontjdval. tehdt hiromszoget alkot

Ez alapjdn elég egnutan, hogy az. AR, BB
zege is nullve

s CC" vektorok
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Mivel az A, B'é C* pontok a megfelel oldalakat azonos ardnyban osztjk:

Fejezziik ki az oldalak vektoraival az AA, BB® és CC vektorokat:
AKX =AB+BA=¢+A-d,

CC=CA+AC =b+A-¢.
Ezek dsszegére adddik:
AR +BB +CC = +1)-(a+5+¢)
Tehdt az AA, BB’ és CC’ szakaszokat egy hiromsziggé lehet osszetolni.

2591

Az dbra jeloléseit haszndlva elég beldtni, hogy |EF|=la+5l,

hiszen az @+ b vektor a paralelogrammaszably alapdn a sily-

vonal vektordnak kétszerese.

Az @ vektor ~90°-os forgatottja @’,a b vektor —90°os forga-

tottja ~b'. Ezalapjin az G + b vektornak is ~90%os forgatottja
F=a - b vektor. A forgatds tivolsdgtartd transzformici6,

ezért d+ b és EF vektorok egyenld hossziak

Tehdt az EF a hiromszdg C esiiesibol indul6 silyvonaldnak

keétszerese.

Atobbi stlyvonalra s hasonlan bizonyithato az dlitds.

A hdromszog befrt korének kozéppontjdt a belsG szogfelezok
metszéspontja adja.
Tudjuk, hogy egy hiromszg belsG szogfelezdje a szemkozti
oldalt a szomszédos oldalak ardnydban osztja.
Az ABC hiromszog A csiiesibol indul6 belsd szogfelezd az a
ossadsig oldalt gy olyan D belsd ponban sz, amelyre
igaz, hogy BD: 5. A BD szakasz hosza el

s 5 i
bc

Az ABC héromszog B csiiesindl levs belsG szogfelezdje az AD szakaszt a hiromszog beirt

korének K kozéppontjdban metszi. Ez a szogfelez az ABD hiromszog B cstcsdndl levo belss

stbglelezdie is. tehit az AD oldalt a szomszédos oldalak ardnydban osztja:

R

b+ec
Ismert, ha P pont az AB szakasz azon osztGpontja, amelyre AP:PB=m :n, akkor egy rogzitett
0 vonatoztatdsi pont esetén az A és a B végpontok d és b helyvektoraira, és a P osztopont
P helyvektordra fenndll a kovetkez6 osszef
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siiesok helyvektorai rendre . 5 és .
b, az oszt6pont helyvektordra vonatkozd képlet szerint:

Az O vonatkoztatisi pontot tekintve az A, B és C

Mivel BD:DC
beed
bre
Mivel
AK _bee
Kk a
cént
b-bre-d
oo a-dtb+c)-0D i YT
ar®+0 arbro avbc
Tehit abeirt kér kozéppontjdba mutats vektor:
o _aa+b-b+

B Egy tetszleges, de rogzitett O vonatkoztatdsi pontbdl az ABC
héromszig A, B és C csiicsaiba mutaté helyvektorok legyenek
rendre @, b és €, valamintaz A B,C, héromszog Ay, By és C;
esticsaiba mutatd helyvektorok rendre @, By és @i, Ha az adott
. By és & vektorok felhasznlisdval az G, b és & vekiorok szer-

kesztésére eljdrdst tudunk adni, akkor a feladatot megoldottuk. .

Mivel az A pont felezi a CC, szakaszt, felirhat6:

S )
X8 o 2a=c+g (D)
Hasonl6an:
E:% = 2.225+5, @
3 % = 2.b=a+a )

Az (1) egyenlet kétszeresét hozzdadva a (2) egyenlethez, adédik:
4.G+2.6=2-C+2-G+b+b = 4-a=2-G+b+b. &)

A (4) egyenlet kétszeresét a (3) egyenlethez adva
8.G+2-b=4.5+2-b+2-h+a+a = 8-a=4-G+2-b+a+a;.
Ez ut6bbi egyenletbdl a-t kifejezve:
4-G+2-b+a
SArrd,
HasonlGan:
TG (L ABr2.GeG
7 7
Ezek alapjin az @, b s & vektorok szerkeszthetdk az @, by és ¢; vektorok ismeretében.

b=
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Tekintsiik az dbra jeloléseit. Legyen az ABC hromszog sily-
pontja S, a hdromszog oldalaira kifelé rajzolt szabilyos hirom-
szgek kozéppontjai Sy, Sy és Sc.

Az AB oldal B-hez kivzelebbi harmadolépontja legyen X, a BC
oldal B-hez kiszelebbi harmadol6pontja legyen Y.

A BYSX négyszog az S silypont harmadol6 tulajdonsiiga miatt
paralelogramma:

XB & SX=YB.

Ezért:

S5 = 5% + X5g = 7B + X5

&
5, =57 + 75, = XB+ T5;,
Mivel a hdromszig oldalaira kifelé szabdlyos hdromszdgeket rajzoltunk:
XB=XSc & YB=YS),
és pdronként 120°-0s szoget zdrmak be.
Ebbdl adédéan XS vektor az XB vektor ~120°0s forgatottja, és az YB vektor az ¥S, vektor
~120°0s forgatottja.
Tehdt az SS. vektor XS¢ és VB tsszetevGi az S5, vektor XB és Y5, osszeteviinek ~120%0s
forgatottja.
Ez azt jelenti, hogy az 55. vektor az 55, vektor ~120%os forgatottja.
Hasonl6an beldthaté, hogy az SSj vektor az SS;- vektor ~120%os forgatottja.
Tehit Sy, hiromszog szabilyos, és silypontja S.

Vektorok a ind vektor
inéta adott - a

A szerkesztés sordn hasznlhatjuk a parhuzamos szelGk tételét és a magassdgtételt.

A2595. feladatnak megfelelGen jirhatunk el.
) Az x tengelyre vonatkozd tiikrozéskor a vekior elsé koordintdja marad viltozatlanul, a mé-
sodik koordindtdja az ellentettjére valtozil
b) Az y tengelyre vonatkoz6 tiikrozéskor a vektor mésodik koordindtdja marad véliozatlanul,
az ¢ls6 koordinitdja az ellentettjére viliozik.
oz et sonatkoe thotodaon s el s e mdandlk koo s el v
ozik.

) A7 orig6n dthalad és az x tengely pozitiv felével 45°-0s szoget bezdré egyenesre vonatkozé

tikrozéskor a vektor els és mdsodik koordinitdja feleseréldik

a) A helyvektorok végpontjdnak halmaza az x tengely.

£) Ahelyvektorok végpontjinak halmaza az. y tengely.

A halmaza egy olyan egyenes, amely az y tengelyta ~3 pontjdban
metszi és az x tengellyel pérhuzamos.

d) A helyvektorok végpontjdnak halmaza egy olyan egyenes, amely az x tengelyt a 2 pontjdban
metszi és az y tengellyel pérhuzamos.
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1 @) Haanégyzetoldala 10 egység hossz, akkor az Gja 10 V2. 7
A kizéppontjdnak a csiiesoktdl vett tvolsiga 5- V2. Tehdt a)
helyvektorai: 5 )

(5-v2:0). (0:5-v2). (-5-vZ0) és (0:-5-42).

G

b) Anégyzet oldala 10 egység hosszi, fey az oldalaknak a tenge- SR ]
Iyekidl velt tivolsiiga 5 cgység. vagyis a csiicspontok hely-
vekiorai: ¢
(5:5) (-5:5). 5:-5) & (5:-5).
2
B0 a) (8;-12); b(3-1f €) (126;-189).
@ [0,5.~%], b) 2:-6); o (5: 12,6
) (1.375,0475).
R ) AB(-13;-4); b) AB(-17; 10); ) AB(3; -6);

d) AB(a-$:5-b).

E) Egy szakasz vektordt megkaphatjuk gy, hogy a végpont helyvektordb6l kivonjuk a kezdGpont
helyvektordt. Tehi

AB(-6;4), BC(T;2) & CA(-1;-6).
zege a nullvektor.

Ezen vektorok
FEI) Az A pont képének helyvektordt megkaphatjuk gy, hogy az A pnmhclyvﬁkl«wmhun hozziadjuk
a7 vektort. Az A pont képének helyvektora: (3; 8). Az A pont k¢
a) AG:8); b) A4 11); o #(3-2 s)‘ d) 4(0:0)
P A négy pont négyszoget hatdroz meg és AB(3, -5), illetve CD(3; —5). Mivel a két vektor egyenld,
anégy pont dltal meghatdrozott négyszg szemben levd oldalai pirhuzamosak és egyenld hossziak,
tehdt paralelogrammit hatdroznak meg.
FAT Az AB(1; 2) és az AC(2004; 4008). Mivel az AC = 2004 - AB, az AB és AC vektorok pérhuza-
mosak, tehdt a B és C végpontjaik A-val egy egyenesbe esnek.
Bebizonyitottuk, hogy az A(4; 7), B(5:9) és C(2008; 4015) pontok egy egyenesre esnck.

G Egy scabilyos hatsasg oldalai a KOt it Kirénck Kinppontdbel 60°-0s s2ig ala iszanak,
a hatszidg koré irt korénck sugara éppen a hatszig oldala.
a) Az ABCDEF smalyon hatsabg A catcss lesskedjen o7
x tengely pozi
Mivel a hatszog oldala 5 egység hosszi, a hatszog koré irt
Korének sugara is 5 egység = A(5: 0) és D(-5;0),
A ha(von B, C, E és F csiesinak koordindidi clojeluen
bef

hq,y::\uﬂge 60° itfogdja 5 egység

Tehdt:
528) 422) of
T 2 2 2
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b) Ha az ABCDEF szabilyos hatszog A csicsa az y tengely
pozitiv felére illeszkedik, akkor:

AO:5), B(-ﬂ.é), c[-M
& z

2
RS
2 2
a) A helyvektorok végpontjainak halmaza az elsé és harmadik siknegyed szogfelz6i.
b) A helyvektorok végpontjainak halmaza a mésodik és negyedik siknegyed szogfelzsi.
) Ahelyvektorok végpontjainak halmaza az els6 és mésodik stknegyed szogfelz

d) A helyvektorok végpontjainak halmaza az elsG és negyedik siknegyed szdgfelzdi,
) Ahelyvektorok végpontjainak halmaza a négy stknegyed szogfelzdi.

2

DO:-5). E[#

egyszerre kell teljesiilni, hogy:

PP ep- 12] vekior ket koordin;
=P

B=250 & pep-1220.

5-p

Az els egyenltlenség megoldsa: 2 p < 5.

A misodik egyenldtlenség megoldisa: p >3 vagy p < -4,

Az két egyenldilenség kizss megoldsa: 3<p < 5.

Ez utdbbi egyenltlenségrendszert a 4 egészek elégitik ki

Tehdt két olyan p egész szdm van, amelyre a v{" =2
n; e és

3és

5 Prep- 11] helyvektor mindkét koordi-

2
A 932, B H6) L odik koordindtdja ms alakba dtirva: S0 = p 4 14—
ER w1 =

Mivel n egész, ez a kifejezés akkor egész, ha —7-‘ egész.
n

10

A Ll Kifejezés akkor lesz egész, ha n — 1 oszt6ja a 7-nek. Az n - 1 lehet: =7, -1, 1,7.
=

A misodik koordindita tehiit akkor egész, ha n =6, 0, 2 vagy 8
Ezen n-ck Kozl az els koordindta csak n=2 és n =6 esetén egész.

2
Tehdt a v[s"“—”%] helyvektor mindkét koordindtdja n =2 és n = 6 esetén egész.
e
Az els6 koordindidk dsszege:
LERN . .
12723 e ) T 20082000
Atortcket clemi Grickre bontva:

L
12723 k(1) 20082009
11 1 1

o bbb

2723 ko k+l 2008 2009
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Akzbillss tagok tsszege 0, igy az els6 koordintdk dsszege:
12008

Te— -
2009~ 2009

A mésodik koordinatdk tsszege:
14243+, 4k +...42007 + 2008 =

:M =2017036.

Az Bsszegvektor tehdt:
[ﬁ 20[7036]

Vegyes feladatok IIl. - megoldasok

FEB a) 20 egység; b) 19,32 egység;
©) 14,14 egység; d) 6,84 egység;
¢) 0 egység.

FE) Az eredS mindkét esetben nullvektor.

FED A felezopontokat dsszekits vektor: L

PR Az dbra alapjén: .55 P s
AB="2+ 2
) 22
& S
AC, . DE;
2 2

AzAC+ ﬁ hosszaaz AB hosszinak kétszerese, vagyis 4 egység.

@D Az ﬁ s | 7 cayséanyi hoszi vektorok. A parlelogrummaszabdly lapdna két vekior rombusat
a
feszit ki, amelynek dtl6ja felezi az anndl a csiicsndl levé szoget, amelybél kiindul, tehdt az dllitds
igaz.

a) SA+5B+5C

E0 A harmadolépontba mutaté vektor:
2.3+y_2-(2-d-
3
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EF) Tekintsik a mellékelt dbrdt, és haszndljuk fel, hogy:
AC=AB+BC, valamint AD=BC.

Abal oldalt alakitva éppen a jobb oldalhoz jutunk:

EF a) AB(3;10), BC(1;-6) és CA(-4;-4).

¢ 8 1), d) Anégysziog paralelogrammma.
FIFE) A Két szls kutya dltal kifejtett er6 osszege a kozépsd kutya irdnydba mutat, és nagysdga:
2.200-cos22° = 370,87 N.
Ehhez a vekiorhoz adjuk még a harmadik kutya dltal kifejtett 200 N nagysdgd vektort. A hdrom
kutya 570,87 N erbvel hiizza a szint.
) Jeloljik egy tetszleges, de rogzitett vonatkoztatdsi pontbol az egyes pontok helyvektorait
agyanazzala Kisbeudel, mint melyik pont vezet. A felezGpont képlete alapdn szimolunk:

S _d+h
5o dth

frjuk fel az AB, CD és PQ szakaszok felezdpontjaiba mutat6 vektorokat.
Azt kell bizonyitani, hogy a kovetkezs vektorok végpontjai egy egyenesre esnek:
a+b c+d
a+é b+d 2 "2 _avb+i+d
2" 2 2 4 )
Mivel a két elsd vektor osszegének a fele éppen a harmadik vektor, ezért a hirom vektor végpontja

egy egyenesbe esik, és PQ felezGpontja felezi az AB és CD szakaszok felezSpontjai ltal meg-
hatérozott szakaszt.

2626 @< vezel§ vektorok legyenck
a at6 veklorok ezek segitsé-

Az O pontbél az FF5Fs hiromszog

lypontjdba mutatd vektor:

L _ a+b e+d #+f . B B
solithtfs_ 2 2 2 _d+b+c+d+esf
i 3 3 6 :
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Az O pontbél az FyF, Fy hiromszog sélypontjdba mutat6 vekior:
. bz d+z 5 F+d
palathitfe 2 2
% 3 3

b+c+d+e+f
. :

Az O pontb6l kiindulé FF3Fs és F>Fy Fy hiromszogek silypontjdba mutat6 vekiorok egyenldk,
tehdt a két haromszog silypontja azonos.

A feliétel szerint az AB(x—4; 15) é AC(-11; 14) vektorok pirhuzamosak, tehdt Iétezik egy
olyan & val6s szim, hogy AB = - AC = x -4 = - (~11). Felhaszndlva, hogy 15 = - 14:

109

47

E) Jeloljiik ey tetszleges, de rogzitett vonatkoztatsi pontbol az egyes pontok helyvektorait ugyan-
azzal a kisbetdvel, mint amelyik pontba vezet
A P pont A-ra vonatkoz tiikorképe legyen Py, Py B-re vonatkoz6 tiikirképe Py, és igy tovbb.
Be kell bizonyitani, hogy a £ ésa P pontok azonosak.
A tiikrozések miatt:

7l
vagyis P és P; helyvektora egyenl§, tehit P és P, pontok azonosak.

) A2567. feladat jeloéseit asemilva eay rogitt, dettszleges O vonatkoztaisi pontbl az AC és
0 F és H fe Osszekotd szakasz

Ugyanakkor tudjuk, hogy egy tetraéder stilypontjdba mutat6 helyvektort ki lehet s
Koztatisi pontbol a esticsokba mutat6 helyvektorok szimtani kozepeként:
d+b+c+d
s
Mivel az O pontbél a silypontba mutat6 helyvektor azonos az FH szakasz felezGpontjdnak hely-
vektordval, a stilypont és az FH szakasz felezGpontja ugyanaz a pont.
Hasonléan jarhatunk el bérmely két szemkazti €l esetén.
Egy tetraéder stlypontja felezi a szemkozi lek felezopontjait osszekotd szakaszokat.
Ezzel azt is bebizonyitottuk, hogy egy tetraéderben a szemkozti élek felezGpontjait Ssszekits
szakaszok felezve metszik egymst.




A BE vektor ~90%0s forgatottja BA, a CF vektor ~90°-0s
forgatottja pedig AC. R
Ebbol kovetkezik, hogy: o
BE+CF=2.YX.
6s ennek a vektomak a ~90%os forgatot
BA+AC =BC.
Ez azt jelenti, hogy XY tavolsig a BC tévolsdg fele, tehdt X val6ban a BC dtmérdjd koron van.

FE) Egy vonatkoztatdsi pontbdl egy szakasz felezdpontjdba mutat6
helyvektor a végpontokba mutat6 helyvektorok szamtani kizepe.
Akir O kozéppontjdbol az AB hiir E felezGpontjdba mutaté vektor
merdleges AB-re, ¢s:

ﬁ,M,

Ugyanigy az O pontbéla C hir F* felezGpontba mutatd vekior
merdleges CD-re, és:

oF DC;DD

Mivel a két hir merdleges egymdsra, az OEMF négyszog téglalap, amelynek dtlgvektora az olda-
lak vektorainak dsszege:

Tehit:

az egyes pontok helyvektorait ugyanazzal a kisbetdvel. mint

amelyik pontba vezetnek.

Ezeket Gsszevetve:

__2-a+b 3 3 4-a+
7=

Ugyanigy:
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Tehit:

i
o
vagyis az AC oldal prhuzamos az A,B, oldallal.

HasonlGan adodik, hogy a BC oldal pirhuzamos az A,C; oldallal és az AB oldal pérhuzamos
2 B,C, oldallal.

fay az ABC és az A,B,C; héromszigek oldalai pirhuzamosak, tehdt a két hiromszog hasonlo.

A megoldisbol az is kitdinik, hogy a hasonldsig ardnya <.

Ahasonl6 sikidomok teriiletének ardnya a hasonlsdg ardnyfinak a négyzete, tehit:
1

Th ., hiromsr

Tanc hiromszsg 9
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10.5. SZOGFUGGVENYEK

A szinusz- és koszinuszfiiggvény definicidja,

egyszerii tulajdonsagai — megoldasok
FFB a) Pozitiv. b) Pozitiv.

) Negativ. d) Mivel sin3 >0, cos 4 <0, ezért negativ.
P A kivetkez tibldzatot kapjuk:

:azm:::zmn:mzfmzm
1 SV SETZN IS B

TNV VN T R o T s
Dl i i 2 2 2 2 2 iz 2
Y [P RN TN P IRSETY NS/ MRV P O FACH TR R T RN T
S 2 2.2 i 2 N 2 i i 2
(2535 PURE b) -4 o é 4 J’: o2
L vz gy ;
D o) 5 Les 3 d) 0;
WE ) -,
2 2 5
a)0; bk ) 0; a ) 0; N5
1 V3
g) - n.
e i
B a) 0; b) 0.
A iggvény ja— a
D o) F b) ,
. yesnxst B
Y .
ST I S S N S SN RN S BT
R I AP S
= y=sinx-1
<) , d) i
t : y=sinfx-x)
S T I
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N

L Y y=2.(1-sinx)
!
)
‘
R
EERERE
m) 7 n g
/\z y=i-snk B
SEREE ERR Ak S
o)
]
\VAVAV
=
R
2640 ) sin%<sinl, b) sin(-0,2) > sin| b ) sin2>sin3; d) sin(m-2)

@ a) x

b)x o) x
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@B o) 7 b) ”
| TN\ =2 snfx+2)
: | e
:
Ne T e = g = =t
G B s
-
o ,] ) 7
: B
= T T P T
B ¥ i E
—t-safx-2]
" y=-snfe-5)
) i/ £ 7
" i y-ofocet)
4 4
8 ¥ " h) ,
Uy x5
= =
E ¥ 5 T
4 H
-
_— #e o [7 i
B8 a) Afiiggvény [ﬂx;fi]rhun és I:E;n]rbun csok- 5
d y=2:sinx-
ken, [—”»f]-ban 6. A-Z helyen minimuma, — % &
2 2 AR
% helyen pedig maximuma van. A minimum \/
értéke ~3, a maximum értéke 1. =l
b) Afiiggvény [—7!’ Z:]-banc’s [” : ]-bancsok- =
A ? w T e d

ken, [—zl;ﬁ]-ban 16. A ~2Z helyen mini-
3°3, 3
= :
muma. a2 helyen pedig. maximuma van.

A minimum értéke -3, a maximum értéke 1.
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) A megadott fiiggvény [m; 0]-ban konstans, ,

[0: %]rbev\ 16, [% n]'b:n pedig csokken.
n y=sinxsisnxl
A2 hetyen maximuma van, éncke it 2, mini-

fel.

A

‘muma 0, ezt [7; 0]-ban és 7-ben ve

) Mealegyets y=Isinx|-sinx ’}
0, ha sinx>0, A

Isinx| - sinx= ¢ ;
~2-sinx, ha sinx<0. ‘

=
FD Példdul:
a) = 60°, 120% 420% b) @=210°330% 570%
) a=127°,413%,487°; d) o= 340°, 560°, 700

@B o) x =“T" +2kn, illetve 57” +2nm k,ne€Z; b)x= %" +2kn, illetve “T” +2nm, kneZ;

ox=Ztinkez; @ x=Z sk illewe 2 snm kneZ.
4 3 3
D @) Vegyik ésere, bosy » 2+ 30° = & helyettesi- 7
sl esaka sinar= 7 egyenletet kellmegoldani. | ymsa
és utdn a i
E = (O I - Ny
X =k 180% K € Z; x, = 60°+ n- 180 n € Z. : L
b) Helyettesitéssel a sina = ,% cgyenletet kell p
megoldani fiiggvénygrafikonnal.
i ités utdn a
n=Z a2 ez
18773

2an
x +2E
SR
) Hasonléan az a) és b) feladat megoldsdhoz,
helyettesitéssel a sin yenletet kapjuk,
amibl visszahelyettesités utdn a megoldds

2,8 kel
242

nez.
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sina =

és utdn a

2
z,

W yzsna

n=E ok keZix=
i 2

¢) Helyettes

el:

sina =

Visszahelyette:

s utdn a megoldisok:
n=qoe Rt keZin= 2%

) Vegyiik észre, hogy 2-vel osztds utdn:

[4 -3

T
ZnmneZ.
B

=, nez.
s

g o2
nfe-2)

Visszahelyette:

s utdn a megoldsok:

= ke
3
a) B); b) C); <) Ay d) B).
B o) 107; b o) 27"; d) 27 e) 4m; £ 2?”
@m ) ”
| ymsex y=snx
4 o & N H PaE Y

AUnSxSm+2UM kEZ;

152

%nkw.«%’% %n keZ;
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@ pi
ymsinr
] -
G -
st b S
S dnsrsh ke kez: nincs megolds, mert 1 < sinx < 15
o 7 1 A ymsr
|
R p
Ll o s — d
- T H
=
4
2-vel val6 osztfs utdn: sin x> 7%‘ 2-vel val6 oszds utdin: sinx < 7g.
I dkncx<E s dn ke Z; S drsas K s dm ke Zs
6 6 3 3
o]
1 yesan
E R Tt
5 H

dtalakitds utén: |sinx| >0, x# kr, ke Z.

D a) Alakitsuk dt az eredeti egyenlGtlenséget:

ﬁ»sin[x+%)>—l = sin(x+%]>—g

Vegyik észre, hogy fgy csak a sin > 772 egyenldtlenséget kell fiiggvénygrafikonok segit-
ségével megoldani. A grafikonok a 2646. feladat d) pontjdban Lithatok. A megoldds:
“Eydkn<a<iokn ke,
1 n
amibél:

E o dm<x s BT ok,
4 4 4

7%+2kn<x<n+2klt, keZ.
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b) (~2)-vel val6 osztds utdn:

2 tin(Z.r Z = ;in[u: ]
Grafikonnal megoldand a sina>
A megoldis:
Eydnsasiokn ke,
4 4
amibl:

W+2kn<2x,3l<51+zkn

—+kn<x<“—"+km kez.
8 8

©) 2-vel val6 osztds utdn:

L3 x
e “ZeV3 = sinfx-ZEl<
sln[x ] V3 sm[x ]

3
5

egyenlGilenség (Id. 2646. feladat d) pontja)

Gralikonnal megoldando a sinar< 3> egyenlGilenség (1. 2649. feladat 4) ponta).

A megoldis:

7%+2Im<u<%+2km kez,

amibol: T -
— e dka<x-T <42k
3 63

I dkw<x<E a2k, keZ
6 2

d) Hasonléan az elz6 feladatokhoz:

“Eidkngas o kez,
3 3

amibol:
4% 4 2k,

x x
—= 4 2%km <2 -
ER

ka<x<5—"+km keZ.

B a) 2-vel vald osztds utdn:

Isinxl<

A megoldis:

“EiknsxsZikn ke
6 6

y=lsnal
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b) Alakitsuk dt az cgyenlilenséget:
sintxzd o fsinal>
2

amibdl:

sinx

3 :
a 25
S vagy sinx
Amegoldis:
E knsx<sIEiokn vigy ~E+2kns<xs-Eadkn keZ.
4 4 4 4

Rovidebben: 3
Zrknsxs Eikn keZ
4 4

) A sinlx| felbontdsa:

o sinx, ha x>0,
sinlx|=

~sinx, ha x<0.
A megoldds:
~2n+ km<x<-m+2km, KSOKeZ
vagy
T4 Un<x<2m42Uhm k20.keZ.
a) Afiiggvény éntéke a kz. k € Z helyen 0, a grafikon egyenes "
szakaszokbol dll. Péros fiiggvény. J

Takz: 2k + 1)- [ -ban (k € Z) nG.
J@k - 1) ; 2k -ban (k € Z) esokken,
szdlsdertéke ni

b) Afiiggvény |-r; z[-ban n6. 5
Az x= -7 helyen minimuma van, értéke .
Az x= 1 helyen maximuma van, értéke . AR
5 w2 5 & %
) Amegadott fiiggvény piros, | -1; E] -ben és [o; E:I-ben 16, y

[ % ]-ban & [l;rt:l-ben esikken.
2 2

A —7; 0; 7 helyen minimuma van, itt értéke 0.

A—% és g helyen maximuma van, itt értcke 1.
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A koszinuszfiiggvény grafikonja, egyenletek,
egyenldtienségek — megoldasok

@B o) F b) ¥
e yeamsxs2
. /\/
. B
ANT A
B
o ) d) 7
2
] ¥ f » x)
y-zonfer’)
2
:
2 S\ N5 T
2 P n o
. 2 e
i y=4-aste=r) : 2
= e A A N
A AT =5 q N
=
i) , 7 K y3-zcosx
] y=t-cosx
: s
:
ey e
e R
g e
I} i
y=2.(sconx)
M
ST DR
R T L
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n P
N a
¥
@D o x=3: ox=
EF a) cosl>cosl.5; b) cos1=cos(-1); ¢) cos1>cos3.
265 7] 4 b)
:
o E T
<) W d) i
; y=-1-zosa-r)
A
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a) [ -3 -—] ben és [u ]-bcn esikken, 5
yelooszla2
[ Z ]-hcn & [f:n]-hcn n6. \/\/
2 2 :
Maximuma van a 1, 0, 7 helyeken, értéke 3. .

Minimuma van a —% & % helyeken, értéke 2.

n)[ 7[,7—] h:ne\[ ]henL kken,

EX.

Minimuma van a —5?” helyen, értéke -1.

Maximuma van a % helyen, értéke 3.

) Bontsuk fel az abszolit éntéket: >
2.cosx, ha c
lcos x| +cosx = y=loosil+cosx.
0, ha cosa
[ore-EJome [t
——
H B
[—3; ]-hcn 06, [0: 5]-bcn esid
2 2

-ben és [g lr]~ben. értéke 0, maximuma van x = 0 helyen, értéke 2.

Minimuma van a [4:

FE) Példdul:
) @=45°315° 405% b) a=150°210° 510%
) ar=320° 400, 680°; d) o= 230, 490°, 590°
ama;,r,:%ﬁkn.kez.x2=§+zmnsz 7

Rovidebben:

= x% +2m, keZ.
b) Hasonléan az a) feladathoz:

X vk keZ
2

©) x=2km keZ.

4 x :% +2km, ke Z; x, :% +2n7, n € Z. Rovidebben: x= :% +2%kn, keZ.
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e m=-Z+2Un keZixn=
s

/) Nincs megoldis.
) Nines megoldas.

37”+2kmkez: x

+2mm neZ.

h) Atalakitds utdn: cosx Megolddsok: x,

2
Rovidebben: x =+ 37” +2%n, ke Z.

%’szmkez.x~

3 nmneZ.
6

Rovidebben: x =+ 5?” +2kn, ke Z.

J) % ==70,53°+k-360% k € Z; x,=70,53° +n-360° n € Z.
Révidebben: x = +70,53° + k- 360, k € Z.

k) Xy ==66.42°+ k-360° k € Z; x, = 6642°+n-360% n € Z.
Rovidebben: x = £66,42° + k-360°, k € Z.
E0) a) A fiigevény grafikonja a 2653. feladat ¢) pontjdban lithatd. A megoldiis:

ve|-Zraum T i oun, kez.
4 4

b) Afiiggvény grafikonja a 2653. feladat /) pontjdban Iithat6. A megoldds:

¢) Afiiggvény grafikonja a 2653. feladat [) pontjdban ithat6. A megolddis:
—n+dkm; e+ dkn[, keZ.

d) Afiiggvény grafikonja a 2653. feladat k) pontidban lithat6. A megolddis:
xeR|x#-n+2Un keZ.

T3 Az egyenleteket a 2646. feladathoz hasonléan Iehet megoldani

a) Helyettesitsiink 2x = -t fgy a cosa = % egyenletet kell megoldanunk. A megoldsok:
al:§+2kﬂ, keZ & nlz%"um lez,
amibal:
=ik keZ b x= EiinleZ.
6 6
b) Az a) feladathoz hasonléan &= 2x + 60° helyettesitéssel a megoldsok:
=60+ k-360° keZ & oy =300°+1-360° [ Z,
amibol:
x=k- 1800 kEZ & x=120°+1-180° [€Z.

159
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¢) Az a) feladathoz hasonlan &= 3x— % helyettesitéssel a megoldsok:

a,:%nkm keZ & ay

.3
~Z42m leZ,
FHUmle

amibol:

keZ & n=2+2% jez.
ST

d) Az a) feladathoz hasonléan o z\»% helyett

éssel a megoldsok:

—%+2kﬂ,kel & o=

amibdl:

amibol:

) 4-vel val6 osztds

Mind a négy siknegyedben keressiink megoldast:

q=ZiknkeZ & x=ZilnleZ.
3 3

hoa Z.r+§ helyettesftéssel:

cos?a=1 & leosal=1 & cosa=+

A megoldisok:
o =UTKEZ & oy=n+2micZ,

amibol:

+km keZ & x2=%mz.lez

160
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i) d-gyel val6 osztds és a=3r— E helyettesités utdn:

3 3 3

cosPa== & leosal="> & cosa= 1—.
4 2

Mivel mind a négy siknegyedben keresiink megolddst:

%+2klt.kel, [

amibdl:

Egyszertbben:

x—l’i'rkv” keZ & x,

J) HasonlGan az el6z6 feladathoz:
x,:%’+2kﬂ. keZ, x2:57”+Z’IL leZ,

x3:97”+2mm meZ, x,:“T"umz, nez.

Egyszertbben:

o

x,:%‘ﬂm‘,kel & xy=LiinleZ.

EI8 ) A megoldis:
xs]7%+2kn;%+2kn[‘ kez.

b) Mindig teljesiil, mert 1 <cosx< 1.

) Amegoldis:
L TP
3 3
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d) A megoldis:
xe [-Z+2mZe2ka|, kez.
[

) Amegoldis:

x| run s, ez
4 4

£) Helyettesitéssel:
cos2xs-1 = cosas-L.
2 2

Visszahelyettesités utdn a megoldis:

2
xe[g*»km%-i-kn]‘ keZ.
) 2-vel osztva és helyettesitve:
2ecosf2e- )55 = cosa> 2.
2 2
Visszahelyettesités utin a megoldds:

5: 3
xe]T"«»kn:?”nn[. kez.

) 2-vel osztva és helyettesitve:

2

Z-L'n:\[_'&x-t--}]zfﬁ = cosaz

Visszahelyettesftés utdn a megoldas:

PR . ] e
37376

2
z

i) Haszndljuk ki, hogy cos.x péros fiiggvény:

Helyettesitéssel tehita coser> % egyenlGilenséget kapjuk.

A ¢) pont grafikonja alapjén visszahelyettesités utdn a megoldas:

xe}ikm%”ukn[, keZ.

162
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J) Helyettesitéssel:
cosdx<0 = cosa<0.
Visszahelyettesiiés utdn a megolds:
ve|Eikmdm knl ez
372872

FE) Mivel a szinusz- és koszinuszfiiggvény értéke abszolit értékben 1-nél nem nagyobb, ezé
sinfx < sinx 65 cos®x < costx.
fgy azt kaptuk, hogy

F() < sinx + costx = 1

Az f értéke akkor 1, ha |sinx| = 1 vagy |cosx| = 1, teht x=0, %,z esetén.
B A megoldds: f(-x) —f).
B A megoldis: f(—x) = f(x).
@ ) Haszndljuk fel, hogy si

inx - sin’x - 5-cos.x-sin

(1-cos?x) ~leosxl <

4-4-cos?x—4-lcosxl <1,
4-cos?x +4-|cosx|-3>0,
4-lcosx? +4-[cosx| - 3>0.

Legyen p =|cosx|. Ekkor 4p? +4p -3 >0, ahonnan p < -% vagy p> %
Visszahelyettesitve: |cosx| < 7% vagy lcosx| < % Csak ez ut6bbinak van megolddsa:

Ziknex<Zokm ez
3 3

b) Anevezs miatt cosx#0, azaz x # g +km, ke Z. Alakitsuk it az egyenldséget:

S-desintx
<0,
cosx
5-4:(-co’n)-4-cosx
cosx o
S-4+d-cotr-decosy o
cosx
4cox—drcoscal oo
cosx

(2-cosx—1)* <0.
cosx
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Akapott hinyados szimldlGja nemnegati
Ahdnyados akkor 0, ha a szimldl6ja nulla, azaz ha 2 cosx
amegolddsok:

0, amibél cosx= % Ekkor

+2n leZ.

UM kEZ & x.
Ahdnyados negativ, ha a nevezGje negatfv, azaz ha cos x < 0. Ekkor a megoldds:

Ziomn<x<Ziommnez.
2 2

Az dbrézolt figgvények hozzdrendelési szabilyai:

), _ )y =2.sin2x; -
a(x)=sin|x E)H' b(x)—cos(x+6] % =22 dw=g

Akkor értelmezett az egyenlGség, ha x # 0. Alakitsuk t az egyenletet:
2-cosy-x=a2+1,

2-2-cosy-x+1=0.
Akapott msodfokii egyenlet megoldasai:

2-cosyt\f4-cosPy—4 _2-cosy+2-Jeosly—1
2 2

s x-re, ha siny

T

Ez akkor, és csak akkor létezik val6:
Ha y =20, akkor x= 1; ha y = (21 +1)- 7, akkor »
Akeresett szdmpirok teh

(13207 & (-1;Q2n+1)-7), neZ

Haszndljuk a megolddképletet:

_2: 44 0082
Z2EVdcdooite gy T coite

N2= 2

A megoldisok tehit:
y=-1+sina &

Abizonyitandd egyenltlenség bal oldalit fgy alakithatjuk dt:
1
cosx costx
sin?x-(cosx —sinx)  tg2x-(1-1gx)
s
L ST S (0 ST R —
tgx  tgx-(I-tgy) (tgx tgx-(1-tgx)

z | 3 s o ;
Ha 0 <x <l akkor 0<igx< 1, eséit —+ga>2, & a sudmtani € mértani kozép Kozt
2 v

ceyenlGilenség alapidn 0.< tgx- (1 - tgx) < 3, ezzel ekvivalens: ——L— >4,
7 tgx-(1-1g1)

Ezek alapjin:

1 1
— +tgx| ————>8.
tgx tgx-(1-1gx)
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Mivel cos?x< 1 és cos2x< | minden k€ R esetén:
2-cos’x +3-cos 2 <5,

@B Mivel az egyenlGség bal oldaldn sin2x< 1 &
csak akkor teljesiilhet, ha sin2x = 1 és cos.
ha cosx = 1, akkor sinx =0, és fgy sin2x

cosx< 1, ezért 4-sin2x+ cosx <5, az egyenlGség
1. Ez a két feltétel egyszerre nem teljesil, hiszen
0. Az egyenletnek tehii nincs valds gyoke.

A tangens- és kotangensfiiggvény — megoldasok

@B a) o b) 7 ) e
y=tle+n)
ar L ] x Nz s x
d) P ) 7
A\
I
ArNE i f T
y=tecx
Ahdrom fiiggvény grafikonja az dbrén lthat6. TR TR
X i E o A yex
B0 o) -5 +hn<x< sk keZ: 3 y=six
b =T skn<x<Zvhn kez; = R
1 1 : :
o %fklx<x<n+km kez;

) k}l‘(A(% +kr, keZ.
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:

4 d)
‘ e ) ww.‘.

) A megoldisok:

b) Abrizoljuk a figgvényt az o= g ~ x helyettesitéssel.

Visszahelyettesités utin a megolddsok:

) Abrdzoljuk a fiigevényt az o= x »% helyettesftéssel.

Visszahelyettesités utén a megolddsok:

Ztkn<xsZrimkez.
3 2

d) Alakitsuk it a bal oldalt:
3otglx-dotgx+ 1 =3 tgx-1)-(tgx - 1)<0.
Tényezdnként keressik meg a zérushelyeket, majd tartsunk
eldjelvizsgdlatot.
A megoldisok:
u,32+kn<x<§ +h, ke Z.

166
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”

ly=clgaf
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@D a) k §<‘<§+k

keZ; b) ~2m+ dkn<x<4km, ke

2
o) - v knsx<Zrkn ke &) Ekn<xs<Zikn kez;
2 6 4 2
o-Zeinsx<-Zatn s Zotnsa<l ok kez;
2 4 4 2

HEsknsx<E vk keZ
6 3

L3
2
‘minimuma van, értéke itt 0.

EED «) A fiiggvény -0 -ban csokken, |0:Z [ -ben nG, a 0 helyen
B0 a) Afiigavé 0-ban esikken, 0: 7| -ben 16, a0 hel

b) A fiiggvény ] %"

ban nG. a 0 ériéket % nél vesti fel.

Afiigavény legkisebb értéke 2, ezt az x
1

Megjegyz

i " 5 z z
@) A bal oldal értéke minden x-re 1, fgy az egyenlet ekvivalens a kovetkezovel: tg (x »7)_
a

az x =k,

¥=lalx|

nél veszi fel, legnagyobb értéke nincs.

Py

z iz

s tgx+etgr=tgx+ — 22, mivel |0;7 | -ona tgx pozitiv.
tgx 2

HEZskZcx<E ok ez 9ZskZexcZikl kez:
R & S gt sy

d) x=kn, keZ.

o " — —_—
BB Mivel 0<x< 7 esetén igx>0, € tgx seigordan nG, ezért Kiemeles utan:

2-tgx-tglr=tgx- (2 - tgx).

Alkalmazzuk a szémtani és mértani kozép kozti egyenldtienséget:
w figx-C2- gy,

121gx-2-tg).

i z
Az egyenlGscg esak akkorigaz, ha (gx =2 ~tgx, wnaz gy =1, x= 7.

Ha tgx>2, akkor2-tgx—tg2x <0.
fay a fiiggvény legnagyobb értéke 1, és ezt x= %-nc’l veszi fel.
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Alakitsuk dt az f-et definidl6 ifcjezést, bovitsik a tortet sin x-szel:

1+cosx
Lsinx’

Mivel az értelmezési tartoméinyban 0 </ cos.x|, | sinx| < 1, cosx és sinx korldtossdga
Két tort szdmllGja és nevezdje pozitiv, tehdt f értéke pozitv.

EID A tgx miatt cosx# 0. A megadott értelmezési |..mmunybm cosx pozitiv, ezér

1-cosx <% _ginx,

cosx
cosx +(1 - cosx) <sinx -(1 - cosx).

Mivel az adott értelmezési fi (1 - cosx) > 0, i utéin a cosx < sinx

ceyenidlenséges kapjuk. Ennck megoldésn sz adot mler\'a]lumon:

T o<k,
4 2

B Abrézoljuk |-7; x[-ben az f(x) = tg2 és g(x) =2 - x fiigg-
vényeket 2

Az dbrirdl leolvashato, hogy a keresett gyok 1,2 65 1.3 kozott
van, zsebszdmolGgép ha atdval eljuthatunk az x=127 ———
éntékhez.

és . 2

X 1
Afiiggvény [-: 0]-ban nG, [0; ]-ban estkken.
Minimuma van a 7 és  helyen, értéke ~1
Maximuma van az x = 0 helyen, éricke 1.

b) A fiiggvény ]7—” z]rban esokken, majd i o

[55[ v
44 ;

Minimuna van az x =~ helyen, értéke 0. .

FED a) Mivel Isinxl<1,0<
Az f minimdlis értéke 1, ezt az x

nZx< 1, igy 1 <sinx+1<2.
kz (k € Z) alakd helyeken veszi fel.

Az f maximdlis éréke 2, ezt a g +n7 (n € Z) alaki helyeken veszi fel.
b) Atalakitds utdn: g(x) =3 + cosx, tehft 3< g(x) <4, hiszen 0<cos’r < I, ha xeR.
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misodfoks cgyenle egyik gyoke 232 >1, ez nem lehet koszinusaért, a mésik

., ez mir lehet egy szim ko

za.
A megolddsok: x; = 0,96 + 2kr, ke Z és x,
D a) x, = %m:. keZ x=

+2mm neZ

k.4
> neZ.
2

dsokkal az egyenlet fgy irhaté:
sintx + costx = (sinZx + cosx)’ -
Kivonva az 1-et, és tudva, hogy sin’x + cos’x = 1, kapjuk:
=2-sin’x-(1-sin®x) =0 & 2-sinx-(sin>x— 1) =0.
Ez akkor teljesiilhet, ha sinx =0 vagy |sinx|= 1. fgy a megolddsok:

xy=km keZ, x,=+Z +2In, 1€Z; rovidebben:

2

D A let fgy ithato:
i 6-sinx— 11-sinx + 4 =0.

.5 johet sz6ba megoldskent, és igy

x|=% +2km keZ, x —%" +2nm neZ.

EbG] csak sinx

BB A fiigevény dtirhat6 a kovetkezd alakra:

T T

siny, ha 7S x<

EED a) Ekvivalens dtalakitdst végzi
V3-cosx>1-sinx.

120 (hisz inx < 1), ezért az egyenldtlenség bal oldaléinak hatdrozottan
pozlnvnak Kelllennie (a7 egycnlo get a feladat nem engedi). Vagyis cos x>0, tehdt

T skn<x<Zadkn keZ.
2 2

Négyzetre emelés utdn:

0>2-sin?x—sinx— 1,

aminek a megolddsa:
-05<

x<l, ‘41 +km, f%+2kn<x<7?”+2ki!, keZ.

Tehiit az egyenldtlenség megoldm
+an<x< +2km keZ.
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b) Felismerve, hogy a bal oldal ‘sin(x+ %)= cosx & sinZ=—L, az egyenlet sin-szel val6
smerve, hog s SJreosx & sinf= s wes s
osztdsa utdin a kovetkezG alakban irhat fel:
cosx _ 1
—= = o = tgx=v2.
snx vz T =

Bbsl x=096 + km.

Alakitsuk 4t a fiiggvény hozzdrendelési szabdlyft:
f(x) = sin%x - sinx - 2 cos2x sinx -2 (1 - sin’x) =
=3-sinlx—siny—2=(sinx— 1)- (3-sinx +2).
fgy a fiiggvény zérushelyét a (sinx - 1)-(3-sinx +2) = 0 egyenlet adja. Ebbdl sin
2

vagy

sinx=-2, azaz x, = g vagy ¥, =387 + 2km, x;= 5,55+ 2nm, kne Z.

3

Ao 7)-ba es6 zérushelyek: x, % X

073, x3=-241.

Mivel sinx + cos.x legnagyobb értéke 2, ezért a nevezs +/3 — 2 mindig pozitiv. Az egyenlGt-
lenség tehit akkor és csak akkor teljesiil, ha a szimllo pozitiv:

sinzx- 150,
4
7 1
Isinl> ..
2

Amegoldis: "
Z ykn<x<Z skn keZ.
6 6

BB Mivel 0<x< 7 esetén 0<x+%,ez;§n

tehdt

A megoldoképletet alkalmazva:

B, J1-B) B, -l
2

2

_3+12(B-)

(sin); = B 7

Tehiit a megoldisok:

P |
sinx=— és sinx=">
2

Ebbél azt kapjuk, hogy a [-7; x| intervallumban az egyenletnek 4 gyike van.
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EED A cos’x— %>0 egyenlétlenség akkor és csak 7

1
akkor igaz, ha [cosx|>
2

A grafikonrdl leolvashaté a megoldis:

cosx=0,

3

x=Z4kn keZ.

b) A tgx és ctgx értelmezési tartomdnya miatt sin.x %0 és cos.x # . A feladatnak nincs megolddsa.
¢) Ertelmezési tartomény: x # kx, k € Z.

3-ctgr=2-cosx,
<o

Ha cos.x# 0, akor nincs megoldis, mert a kovetkezot kapjuk: —— =
5

d) cosx =0 esetén nincs megolds, mert ekkor sinx = 1, fgy:

+km keZ.

¢) Ertelmezési tartomény: a tangens miatt x # g +km, k € Z, és a nevezG miatt sinx # 0, azaz
z.

#in,
V3 _sinx

2 gx’

amibol a megoldisok:

xI:%+an,ksZ. X +2Im [eZ.
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f) Ha cos.x =0, akkor nincs megolds, ezért oszthatunk cos x-szel:
cosx+/3-sinx

) Az egyenlet dtalakitdsa:

Akapott szorzat akkor lesz 0, ha cos.x=0 vagy cosx—

5 —%um, keZ, x,=2m leZ.

Afiiggvényt értelmezs képlet elsG tényezdje 7 szerint, masodik tényezGje 47 szerint peri
igy a szorzat periodusa 47.

us,

Az egyenletnek a val6s szamok korében nines megolddsa, mert azonos dtalakitdssal a kivetkezs
6:

alakra hozha 3
2 +2)

Abal oldal 22-nél nem kisebb, a jobb oldal pedig nem poritiy.

cos?y.

A jobb oldal igy irhaté: 2 - (y - 3) <2, és az egyenldség csak akkor teljesill, ha y = 3.
A bal oldalon tgx >0, clgx = !i fgy tgx+ctgx > 2, és az egyenldség csak akkor igaz, ha
x gx
tgx=1,x="2
gr=lx=%
Geometriai alkalmazasok — megoldasok

Gl Alkalmazzuk a tanult képletet:
1=14-16-sin110° = 14-16-5in70° = 210,5.

B0 Iuisa vezet
£=10-10-5in100°= 100- 5in 80° = 98.5.
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FIIH A hdromszog koré it ki sugardnak Kiszamitdsa:
b=2-R-sinf, azaz 8=2-R-sin71.36%
amib6l
R=422cm.
Ahidnyz6 szog:
@=180°-2-7136°=37,28"
Ahdromszog terillete:

I:b»b-zsmzz G431 g g

a) Aszabilyos nyolesziig kizépponti szige: 360°:8 = 45°, fgy:
TA:%» T, =81,

nyolessg =

Kétféleképpen felirva egy kis hiromszog terilletetét:
R:-R-sind45° _R-a-sin67,5°
2 2 ’
R-0,7071=10-0,9239,
R=1307 dm.

Ebbol kapjuk, hogy:
Ty = 60,4 dm? & Tyyoicysisy = 483,2 dm?.
Tehit a nyoleszig kiré frhat6 kor sugara 13.07 dm, a nyolesziig teriilete pedig 483.2 dm?.

b) A szabilyos dtszog kozépponti szoge: 360°:5 = 72",
Kétfeleképpen felirva egy kis hiromszisg teriiletetét:
R-R-sin72°_R-a-sin54

2 2
R-0,9510=10-0,8090,
R=85cm.

Tehit 8.5 cm sugard kirbe irhatunk egy 10 em-es oldald sza-
bilyos tszoget

BIH A hiromszo;

g ismert oldaliira felirhatd:
a=2-R-sina,
68=2-R-sin38°,
R=552cm.
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FIII A szabilyos kilencszog kizépponti szige: 360°:9 = 40°.
Trjuk fel a kilencszog teriiletetét:

=1080=9

R-R-sind0"
Titenesaie B —

2160=9-R?-0,6427,
R2=37342,
R=1932dm.
“Tehiit a kilencszosg koré irhatd kor sugara 19,32 dm.

BT A hir hosszdra felithat6:
h=2-R-sing,
,4=2:8.7 sina,
Akerileti sz0g ornak a fele, tehdt 25,18°.

Az ABS hiromszog teriilete harmada az ABC haromszog terii-

letének, igy a tanult képlet alapjdn az ABC héromszog teriilete: @
A6 inlO8 56 sin720 34,2 .
A .
§ 4
v

Az dbra alapjéin a trapéz teriilete:

4
1= (a-cosa+a)-asina=a(1+cos) sinn,l)sas%. \V.
Elég meghatdrozni a kovetkez? fiiggvény maximumét:
f(@=(1+cosa)-sina=(1+coso) 1 - cosler = '
=T+ eosap™ (1= cosap, 0<ars
A szimtani és mértani kozép kot egyenlGtlenség felhaszndldsdval ezt kapjuk:
3-(1+cos@) +3-(1 7cosaJ]4=[3]4

(1+cosa)’ -3 (l—cosﬂl)s( 7 H

és itt az egyenlGség csak akkor igaz, ha 1+ cos o

1
cosar==,
2

A keresett maximum tehdt o= 60° esetében érhetG el.
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Aforgu<kup alapkirének sugara x, magassiga m, félnyildsszoge
g 0. Az adott értékek kozt a kovetkezs osszefiggések
Sinak forn: N

r r
——, m=——
cosax sina

Mivel a forgdskip térfoga

fgy

x
- . O<a<Z.
3 sina-(1-sinle) 2

3 sinac

Mivel V minimumit keressiik, elég meghatdrozni sin ot-(1 - sin? @) maximumit 0 < o< = esetén.
A szimtani és mértani kozép kizti egyenlGilenség szerint: 2

(- siap <[22 s (2)
st (2 a2 US| (3],

Az egyenldség esak akkor igaz, ha:

2-si

1
2:sin2a=1-sin’q, azaz sino=—==0,5773, igy o
i =

rosa

Atrapéz teriiletét a félkor r sugardval és a-val (0< e <X | igy
rhatjuk fel: 2

o+ r2sina - coso=r? - (siner + sinec - cosa). }
) z i
A =sina+ sina-cosa 0< a< 7. Rigavény maximumit /A
i

keressiik. Elég meghatdrozni a kovetkezG szorzat maximumit:
3-(1-cos+3:(1 +cosu>]‘,y
4

3-sinZa (14 cosa)?=3-(1 - cosa)- (1 +cosa)’ <

16
a szdmtani és mértani kozép kiszti egyenlGilenség alapjdn.
Az egyenlség csak akkor teljesiil, ha:

3-(1-cosa)=1+cose, azaz cosa=

Vegyes feladatok — megoldasok

B0 A fiiggvény grafikonja az dbrén lthat6.

b) sin7x =sinz=0;
=1g80°~5,6713; d) ctg500° = ctg 140° = ~1g 50° = ~1,1917.
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n)x»—)sm(x—%} .(Hcos[x—%{]. xH-sln[x+3T"J

b) X+ cos(x+m), x> -cosx, Xiosin [x—

) x> 1=sinx, x>—>1+cos(x+§), x> 14 sin(x- )
d) x> 2+ cos2x, A»—v2+sm(2x+

) oo

n n—)clg[,rfgjﬂ‘ n—)l+clg[x+§),

o ,m&(x,

P 7 b

y=sa(z+x) y=-sinx

@D o) ET:R; b ELR Z 4k Z Zykn ket
27934
) ET: R\{%Hﬂnksl; 4 E’T;R\{%wn;%wmkez}:
) ET: R\{§+ ksl}: /)ET:R\{kn;%+kn,ksZ};

o ET: {xek %+2k5,rs%+2k‘kez}.
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2719 07) " b) 7

X =42k kEZ, x

Z 42k keZ.
3

BH) a) -1 <f(0)<0; b) 1sgx)<3; ©) =3<h(x)<
a) frjuk be az ismert értékeket:

d) -1<i(0<3.

1.4
cos60°-sin60° 2”2 _1-¥3 2 _1-\3
Sin60°+cos60° V3 1 2 3+l 1443
272

Gyoktelenités utin:
(-3 _143-2.45_4-2.43_2.V3-4_
-3 2 ~2 2
b) frjuk be az ismert értékeket: N
c0s45° - sin45°
2-1g45°-3
) Mivel cosa=-cos(180° - o), ezért
€03 20°=—cos 160, cos40° = ~cos 1407, cos 60'
Tovabbd cos 180° =1, igy az osszeg értéke is -1 lesz.

c0s120° cos80° = ~cos 100

d) Mivel tga=—tg(180° - ), ezért
1920°=~1g160°, 1g40°=~1g140°, 1260°=~1g120° 1g80°=~1g100°
Tovibb tg 180°= 0, igy az dsszeg éricke is 0 lest.
Haszndljuk fel a potsziges osszefiiggéseket a gondolkoddsndl.
a) atonél: - . -
cos|x = Z|=cos|-(Z - x||=cos(Z - x|=sinx.
(r-5onl el

sin.x fiiggvényt kell dbrézolni.

sin[ %~ x|=-cosx.

sin( 2~ x|=—cosx.
Tehita b(x) = cos.x+ (~cosx) = 0 fiiggvényt kell dbrdzolni.

) e(x)nél: mivel sinx + cos’x = 1, ezérta ¢(x) = I fiiggvényt kell dbrazolni.

d) d(x)-nél: mivel (cos’x + sin?.

=1, ezérta d(x) = 1 fiiggvényt kell dbrdzolni

e) e(v)nél ” - .
cos|x = 2| =cos| -2 - x||=cos| T - x| =sinx.
A

Tehdt az e(x) = sinx— sin.x = 0 fiiggvényt kell dbrdzolni.
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) A megolddsok:
UnS x< w4 2hm k20, keZ;
—m+20wS xS 207, n <0, nEZ.

b) Amegolddsok:
“ZadknsxsZaokn ke
2 2

<) Amegoldisok:
kler<% +kn k20, keZ;

-§+m{<x5rm. n<0,neZ.

d) Amegoldasok:

kn<x<T +km k20, keZ;

2
L4
—5 HmrSx<nmns0.neZ.

@2 ) Ha
z

=Z+kn keZ
2

el
2

—lzukmkeus

&) x=60°+k-180° ke Z.
@0<r<t:

Bosx<E,
12

juk fel, hogy —cos &= cos (7 ~). A megolds:
+2mnel

b Eex<3E,
3 4

y=lsinxl

y=snlxl

17
o yeleasx

y=cosh

) 225° < x < 360"

@m o i m o m o 7
1 el ] yefous-1] /\/l e
; b
T ,’ =
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B a) Ertelmezési tartomdny: cosx # 1, azaz x # 2k, k € Z.

sinx
1+ cosx= 3
1-cosx

1-cos?x=sinx,
sinx - sinx=0,

(sinx - 1)=0.

sinx

Ha sinx=0, akkor x= kr, k € Z, az értelmezési tartominy miatt a megoldas:
x =42k ke Z.

Ha (sinx— 1) =0, akkor a megoldis:
+2n leZ.

b) Ha cos?

0, akkor nincs megolds.

Ha costx 0, azaz x# %+ k, ke Z:

2

sinx

“ostx
tg?x=3,
Iigxl =3

Ha tgx = V3, a megoldis:

x,=§+kn, keZ.

=2 i icz.
3

0, akkor nincs megolds.
Ha costx# 0, azaz x # % +k, k € Z., akkor oszthatunk vele:
6-cos?x —3-sin®x - 3-sinx -cosx =0,

sin?x . sinx

6-3
costx " cosx
6-3-1g?x-3-1gx=0,
2-tgx-tgx=0.

A mésodfoki egyenlet megoldasai: (tgx); = 1 és (tgx),
Ha tgx=1, a megoldds:

5 =2 skn keZ.
I

Ha tgr =2, a megoldis:

n=-ll+in leZ.
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d) Ha cos.x =0, akkor nincs megolds.
Ha cosx#0, azaz x# % + k7, k & Z. akkor oszthatunk vele:

3 -sinx - cosx =0,

@) Ertelmeres trtominy: cos.v#0, wz x5+ A k€ Z.
Szorozzunk be cos x-szel:

Ha sinx =0, akkor:
x=hnkeZ.

Ha sin. % akkor a megolddsok:

x= %+2h{,/el és xx=%{+2m}r,mez.

f) Aurendezés utdn:

+4-cosx=3-3-cos’x,

cos
4-cos?x+4-cosx-3=0,
~4£J16+48
(cosx)y , = —— 210,
8
+24n keZ.

%‘ akkor nincs megoldds.

. (i 5 SO 2
@) a) Atrendezve: ctg zaz o= cos’, fgy costx
EbbGl vagy cosx=0, vagy sin>x= 1, azaz sinx

x=Zskn keZ.
2
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b) A sinx+ cosx =z helyettesitéssel a kovetkezs masodfoki egyenletet kapjuk:
522-132+8=0

Ennek gyokei L 5= 1. Mivel s nem lehet a val6s szdmok kisrében

5
5

sinx+cosx = 1, ahonnan:
x =2k vagy rZ:%-leunkEZ
) Azegyenlet fgy frhatd:
sinx +cos.x + (sinx + cos x)? =0,
(sinx +cosx)-(1+sinx +cosx)=0.
Tehit vagy sin.x+cosx =0 vagy sinx+cosx=~—1.
Ha sin.x+ cosx = 0, cosx-szel osztva (cosx # 0): tgx=~1, tehit:
y=-E skn keZ.
4

Ha sinx + cos. akkor:

+2kn ke Z vagy xy =+ 2nm, ne Z.

(Ez utGbbi eset dsdl fi é1 is.)
A fiiggvények grafikonja az dbrén Idthato. =
Az dbra szimmetrikus az x = — egyenesre, ebbdl kivetkeznek - W
a2 azonossigok. (A dbrincsak 0.<x < sct sl YZB )

) Az egyenldtlenség igy irhat6:

g+

—>2, x#n-ZoneZ
pren 2

Ismert, hogy ha a > 0, akkor a-+-22, ezért mivel tg2x > 0, fgy ez minden olyan esetben
igaz, amikor tg?x # 1, azaz |tgx| # 1, tehdt ha;
2 Xkl kez.
4 g
b) Az egyenldtlenség gy irhat6:

intx — 6 sinx +5> 0.

Helyettesitsiink sinx = p-t, fgy a p> - 6p + 5> 0 zérushelyei: p=5 és p =1 miatt akkor és
esak akkor lehet igaz. ha

2x<1 vagy sin?x>5.
Az utGbbi nem lehetséges, fgy a megolddsok csak azok az x-ck, amelyekre |sin| < 1, tehit:

x2Zskn keZ.
2
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) A keét fiiggvény, f(x) = sinzx és g(x) = cosmx, x € R grafikonjdrol leolvashaté, hogy az
egyenltlenség akkor és csak akkor igaz, ha:
Lisker<Shanez
4 4
Megjegyzés: Ugyeljiink arra, hogy csak sinar> cos o egyenitlenséget kell megoldanunk -ra,
majd o= rx-et helyettesiteni.

SNY 2 4k, k€ Z azonossigot haszndljuk, akkor az egyenlGtlenség gy irhato:

@ Haage=2 v

sinx
T sinx <~ +cosx,
cosx

ahonnan ekvivalens dtalakitdsokkal ezt kapjuk:
in

sinx
I-cosx <=—= (I - cosx).
cosx
Ha cosx # 1, azaz x# 2k, akkor 1 - cosx >0, tehdt elég megoldani az
sinx
<=igx
cos.

1

egyenlotlenséget. Ennek a kvetkezs x értekek tesznek eleget:
I rkn<x<Z i ke
4 2

Ha cosx = 1, akkor nincs megoldds x-re.
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10.6. VALOSZINUSEG-SZAMITAS
Események — megoldasok

a) Tgen, igen, nem, igen.
b) & ¢) {g6l; nem g6l}, {kosdr jo; kosdr nem j6}, -, cserepek szdma.
@) {1,2,3,...,19,20); ) {0,1,2);
) {-20,-19, ..., =1, 1. .... 19,20}.
a) Igen. b) 8<x<13
¢) Rudi j6: (9.5 << 10.5); rudi nem j6: {x<9.5 vagy 10,5 <x}; 10 cm-nél rovidebb: {x < 10).
a) (1,2,3,..,29);
b) A={1,2,3,4,5), B={20,21,22,...,29}, C=(2,3,5,7,11,13,17,19,23,29}.
¢) A=(6,7,8, ...,29) = {legaldbb 6.-ra hizunk kirdlyt};
B={1.2.3, ... 19) = {legfeljebb 19.-re hizunk kirdlyt};
C=1{1,4,6,...,28) = [elsGre vagy Osszetett sorszimra hizunk kirdlyt)
d) Biztos esemény példdul: (legfeljebb 32.-re hizunk kirdlyt).
Lehetetlen esemény példaul: 29.-re sem hizunk kirdlyt)
a) (3.4,5....,18).
b) Biztos esemény: {poziti Gsszeget dobunk ). Lehetetlen esemény: {20-ndl twbbet dobunk )
a) {piros, zold, fehér).
b) {(p: p): (pi 2): (pi £); (2 2): (2 p)i
©) ((pspY: (pr 2): (pi s (22 2): (22 ).
d) (s s pY: (s s 23 (P pi £: (3 23 2); (pi 23 0): (23 22 ),
) {(p3 )5 (P 203 (s )5 (23 203 (25 P (23 5 (6 p; (£ 203 (1 D).

3 (£ p) (f: 2)}

G a) Alehetséges kimenetelek tiblizata: Zaon 8 K6 R o
Z) Al séges ki Jizat i i
e EE D J s
!i J zs )

a) Alehetséges kimenetelek tibldzata: i o st s s, e
L R e e PP
) Mindkettt ugyanannyi elemi esemény valdsitja [
meg. oo | ||t e
[ [T TR R T I
4 T » = i -
5 i L 5 - 2
o [t e
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Miiveletek eseményekkel — megoldasok

D a) A = {nincs fej); B={vanfej}; C=1{0,1vagy3fej}; D =lehetetlen.

b) Nem.
¢) Igen. {mind rds) és {pontosan ket fej).

a) és bjnél az az dbrdn lithatjuk:
) A+ B biztos, A-B, A-B-T lehetetlen. 5 —

d) Példdul A és B-C. illetve A+ B és A

B8 a) 3!-2=12, illetve 3!-3
a) Az események szovegesen:

A+ B = [16kot vagy tizest vagy fszt hiizunk):
0k tizest vagy 10k dszt hizunk };
B-C = (dszt hizunk);
kot vagy figurds lapot hizunk);
szdmozott tk lapot hizunk );
ok dszt hizunk).

36. b) Igaz. ©)31:2:2=24,

1B-Cl=4, 1A+ Cl=20, IC-Al=4, |A-B-C|=

G=E-D; H=(E+D)-E-D.
¢)A-B-C: A-D; B-(C+E-D)+A-B-(E+D)-E-D+

I8 a) (A-B\C=(A-B)-C;

d) (A-B)+(B-C)+(A C
€) (A+CO\B=(A+C)
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B a) Amegjelolt korivek a bal oldali dbrn lithatok.
b) A+ B+C=(12:5:20: 1; 18: 4 13 6: 10: 15: 2) (sérga korcikk a jobb oldali fbrdn):
C-A+B={12 } (narancssdrga korcikk a jobb oldali dbrdn);
B-D
A+B+C+D=(17:3;19; 11; 14; 9} (zld kércikk a jobb oldali dbran).
) Birmely kett6, kivéve az A és C pirt.
d) A bekovetkezése maga utdn vonja C bekovetkezését.

Kisérletek, gyakorisag, relativ gy
— megoldasok

=
@D @ Géra: 120,52 Tamds: L =0,37; Ferenc: 130,50,
23 19 2

b) Ferencre kell bizni a szabadrigdsok elvégzését.

a) Pi
b) Piros: 30 db (100-0,3 = 30); kék: 20 db (100-0,2 = 20); sdrga: 50 db (100-0.5

am -

Legfeljebb 11.

B Legaldbb négy.

am -

am -

50 %:n‘:; kek: %:o‘z. sirga: %:o.a

A valdsziniiség klasszikus modellje — megoldasok

BE _=0.16.

L
6

2
G = =0,125.
16




e

]
a1 T T ———
3 -
@ 3=043 b 2=029
10 §
B —=0.i.
90

1-06=04
7 "

@ 1-—=0,76.
30

229_gs.
40

% =0.28.

@ 1-

6
G0 —-=024.
25

am

i
3. —=03,
<) 0

1
@i a) —=0.1;
Em «) 0

11 ooy
@i —=0,297.
37
Példdul: {152;3; 4} vagy {nem Osszetett szdm dobdsa).
a) %":o‘s‘ b) Hetente egyszer.
a) Nem.
b) 31,32,41, 42,43, 51, 52, 53, 54, 61, 62, 63, 64, 65, 11, 22, 33, 44, 55, 66, 21.
<) i =0,19.
®E
11
d) —=0,524.
) 11

@) %:o,ooooooue;

186
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@B %:n,mxz; b %:n,om.
6-6:3 6+6+2:6:6 6:5:4
B o) ~7==05; b TR A0389; o) TR =0.556.
1 19
(2778 —=0,11; c) —=0,19.
@m a) 10 9 1% 0,19,

6
o) g =0167;

B Frdemes dttémiink a komplementer eseményre, hiszen az a csupa irds (1 eset). Az dsszes esemé-
ek szima 23, fgy:

a) Feltehetjiik, hogy egyetlen Kis Misi jdr ebbe az osztdlyba:

P=—t 003
30
) A30 tanulénak pontosan a fele szerepel a kinyitott napld jobb oldalin:
2=05.
30
) Az els6 10 tanuls kz: W
P=10 0333
30

Megjegyzés: Kis Misi esetében (és a tobbiben is) gondolkodhatunk gy is, hogy 15 oldalpdmdl
nyilhat ki a napl6, majd az ott lev6 két tanul6 koziil véilasz1 a tand. Vagyis:
11
52
) Ha felesapjuk a konyvet, egyszerre mindig két oldalt liwunk. Azaz csak 180 lehetGség marad,
ogy valahol kinyissuk, ebbal 9 f6 fejezethatdr:

9
P=—-=005.
180
b) A9 6 fejezet és a 9-5 = 45 szakaszhatir egyiitt 54 oldalt foglal el:

BIT) a) Akeresett valdszindiség:

=L 00467,
%

b) AkedvezG esetek szdma 1, az Gsszes esetek szima 2424, igy:

0017361,




1] ————

) Akedvezd esetek szima itt 3!, az dsszes eseteké pedig 24-24-24:
)

B ) Minden szinbl 8-8 darab van a csomagban. Ha nem tesssik vissza a lapokat, akkor minden
\izis utdn a még hiizhat6 lapok szima egeyel csokken:

8-8-8-8
== 0,004746.
32:31:30-29

b) Figyeljiik meg, hogy a szdmldlGt nem befolysolja a visszatevés, azonban a nevezG mir nem

csikken. Azaz a valésziniiség kevesebb lesz, méghoz -szeresével:

-29
323232
g
P=—=0,00390625.

32¢

0-féleképpen tehetiink sorba. Mindannyiszor 8-7-6-féleképpen

@) 362 egyforma dolgot 7

hiizhatunk pirosat a pirosak, 8- 7-féleképpen okt a tokok kozil.
na 32-31-30- zo 28, igy:

Az sszes esetek s

) Akt iyt o oo ehege s Vilicat A0 g, il i ki
az egyes lehetdségek szima sem a kedvezd, sem az dsszes esetek kizott:

- 88

321

P =0,009766.

12‘

sak a sordban és az oszlopéban it ha az egyik oszlopban valamelyik mezére

) Mivel a bistya
elhelyeziink cey bistydt, akkor abban a sorban mds bistya nem lehet. fgy az ¢ls6 oszlopban 8,
amasodikban mar csak 7, aztdn 6 stb. bi
szima 81. Az Osszes eset szima 8%, ekkor ugyanis egymds mellé is tehetjiik a figurdkat,

minden oszlopban nyolc helyre:

=0,0024.

b) Ebben a részkérdésben az tsszes esetek szima megegyezik az el6z6 példa kedvez eseteivel

(nem Uik egymis), aaz 8.
A kedvezd esetek o ket dolgot kell & egyrészt minden sorban
ket dtlmezG taldlhat6, egy vildgos és egy sotét (példdul az elsd és utols sorban a ket sz€lss,
etk adik sorban pedi  Kinépe négyes): misnésat ek a meaSk simmetiusan
helyezkednek el. Felilrdl indulva szabadon vlaszthatunk az tlomezok kivzil az elsG négy
sorban, azonban utdna mdr a szimmetria |mau csak egy-cgy szabad Iehew<egu|\k van minden
sorban. Vagyis a kedvezd esetek szima 2,

Megjegyzés: Mindkeét részben a sorok és oszlopok szerepe felcserélhetd.



@ @y’
> sl
@ Az 6t sz hatfeleképpen cayerhet meg (kedverd eseiek). Az Giszes esetekhez bimelyik
kockival dobhatunk 6-félét: 6°,
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P= is ~0,00077.

b) Kis pokemél az egy kiilonbisz 5-fele kockira johet (megkilinbizietve a kockikat). A kilon-
4526 kocka 5-féle szimot mutathat. A bbi négy 6-féleképpen lehet egyforma. A kedvezG esetek
szima igy 5-5-6 = 150, ebbdl:

@mul%
a) Akis sor valosziniisége: s
P=g=00154.

b) Akét valsziniség egyenls.
B a) Arulettasztal szimtblizata az dbrén that6.
b) Minden sorban 3 szdm

P=2 0081
37

(A0 nem tartozik a sorok kozé.)
<) Egy-egy oszlopban 12 szém I

ismét csak 12 sz4m van, igy annak valdszintsége ugyanekkora.
d) Két szomszédos oszlopban 24 darab szdm taldlhatd, fgy:

(A0 nem tartozik hozzd egy oszlophoz sem.) Az elsG tucatban <>
' S

P=ﬁ:o,543.

Tehit 30 jétékbol kb 20-szor nyeriink. (Ez azt jelenti, hogy
Kicsit ritkdbban, harom prgetésenként kétszer nyeriink
a fogaddssal — lcgal-&bbi& ez vdrhatd.)

1 2 n
B o) P=L=0027; b) P===0,054; ) P=" 0,027
3 3 LT

d) 18 darab piros szin és 18 darab pratlan van a szdmok kizou, esélyiik igy ugyanakkora:

a) Mivel alapiin A & B s 3- mcmmcmcnyl
kel iful: A= (1:2:3), B 4.

\eménybﬁl il. B azonban ketdbl, sk (eayesitst) négybol. Pel-
=(34).A+B 4).

BE) Nem ismerjiik a pontos darabszdmoka
szavatossagi van. A keresett valGszil

g
o [
n+025n 125



B
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jegyzds: Tokéletes megoldas, ha a feladat elején valasztunk egy  kellemes” darabszémot a j6
esokiknak, példdul 100-at. Ekkor 25 darab chﬁn szavatossigi esoki volt a dobozban:

P 0.8.

E

a) Ha csak egy irdnyban kozlckcdlk‘ akkor a 9 vagy a -9 pontba juthat el. Ha 8 egységet Iép
az egyik, & egyet a misil akloe 3 7 vagy .7 ponta Jm Es fgy tovibbs kithatjuk,
hogy csak a paratlan s: oknél fejelhell be kilenc perce

) Srhmaljk taaze s redeliestar 16 len ger la be,xmam, ss7es és kedvezd dvonalak

. Mivel minden percben két irdnyban kizlekedhet cgy ceys nc perc szesen

¥ Ibl\cmscuc o kncnak micaogal. A 32l ponan ik e be St ha Ot preis
iy rinyba o, miradék néy perche zer e, kétszer hitra mozog. Hogy

zeket a mozgdsokal a pi perc alatt, az nem érdekes. Ha + és — jelekkel

j:loljuk 27 gyes péscket, akkor dssesen hét + 6 kets - jle kel emunk minden Kilene

t,a

Jelbl A6 sorozatban. PEMAul: +, 4+, +,+, -+, + Eack szdma. 772, fgy a kereset
zintség: o
P Tmo.m.

BB Mieldtt a konkrét kérdésekre vilaszolndnk, dbrizoljuk Venn-
diagrammal a gyiimslesimdddkat. Szokds szerint haladhatunk
beliilrsl kifelé:

8
pP=S o021
@ P=yg=0

38-3_6+5+7+5+8+4
38 38
Megjegyzésk: Nem édennes logik st hasndlnunk,hiszen egfleb o jovink . hogy incs
olyan tanul, aki ne szeretné k gylimolest. A c térhetiink a komple-
‘menterre . Igy nincs sziikség a Venn-diagramra, a szoveg tartalmazza a hirmas meumelemwmm
Val6sziniségek szamitdsdndl a komplementer eseményre vald dutéréskor két dolgot is tehetiink:
felithatjuk az Gsszes eseménybol kivont ellentett eseményt; vagy kivonjuk a biztos esemény
51 (1-b61) a
a) Minden szinbGl 8 van a csomagban. Ha visszatevés nélkiil hizunk, akkor minden hiizds utd
egyel csokken  csomag elemszdima, és vele eayit . cayes szinek sima is. Ne feledjik, még
a 3.2, 2 azonos szinii lapok lehetséges sorrendieit is figyelembe kell venniink. A megolds:
T 8.7.6.8.7.87
3202
32-31-30-29-28-27-26
b) Ha a kivett lapokat visszatessziik, akkor az ij hizdsndl nem cstkken a valasztdsi lehetségek
szdma: 7

o P=

.013.

.88
P22 _oons.
EY
Megjegy=és: Az a) részfeladatban a csskkend szorzatokat felithatiuk volna példiul a kvetkezs
formdban i
32
32-7"
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a) Kombinatorikdbol ismert a feladat: tegyiink sorba t6bb dolgot, melyek kozoitt azonosak is vannak
sz 1625 pldiban s alkalmaznunk Kellt). A megoldds:

I is0ss.
sz
b) A feladat diltal megadott pillanatban az dsszes esetek szdma 8, a kedvezd (rozsaszin) esetek
szima 2, fgy:

) Két megok adunk A bonyolultabb szerint, ha csak egy it nem vetink ki ddig, akkor

akivett 13 golyot féleképp tehetjiik sorba. Az egyes szinekbl 8!, 41, 21-

leképp

-2
hiizhatunk golyGkat. A nevezdben gyakorlatilag 14! szerepel - a végére elvileg nem frhatjuk oda
az egyest (ahogy a 4! végére sem), de értékét ez nem befolydsolja:

0,286.

Az egyszer(ibb megoldds csak az utolsé golyéra koncentrdl: a 14 goly6 kozott 4 lila van, igy

utolsé p:%:a.zss iniséegel lesz lila, Termé: el dsité
utén a bonyolultabbol is megkapjuk az egyszeribbet.

d) A hdrom szin 3!-féleképp kovetheti egymist, azokon beliil a lukd\lh 8!, 4!,
Kovetkezhetnek az egyes golyck. Az dsszes esetek szima 14!

1814121
=”T=0,000133.

BB ) Bérmerre megy. 5-szr kell felfelé, és 5-sz0r jobbra Iépnie. Osszesen 10 1épés, ami 10 perc.
b) Ossze kell szamolnunk az Gsszes lehetséges dtvonalat. Ezt megtehetjiik tigy, hogy a lehetséges

5 jobbra és 5 felfelé Iépés Gsszes sorrendjét dssz 252. Ez azonban nem ad

dmoljuk: ——
5050

Gtmutatdst a kérdezett y = x egyenes alatt haladd esetekre.
Az bizos, hogy a kil esf (6 wols) néhiny léptse
meghatdrozott: az orig6bol 0)-n, m:l]d (2 n> ndt
vezet az it ugyanis nem erlnthel jik est.
Iegyezsik 1 magunknak a pontok meli. hinyféleképpen
,unmuunk el oddig. fgy az x tengely minden pontjhoz 1-est
3; 1)-hez viszont mdr 2-t, hiszen (3; 0)-n és

1) it odajuthatunk, azokba a pontokba viszont esak
11 dvonalon. Azaz minden pontban ozzi-
juk vezetd pontok dtvonalait. | ki is lud)uk tlteni
A7 Sori, A Rerdésgs tvonala szim 14. Ellondraésképpen ok felaz ebb kiszimolt szes
eseteket is. Ujra 252-t kapunk. fgy a keresett val6szintség:

ﬁaﬂ ),0556.

) Az y=x egyenesre szimmetrikus az el6z0 és ez az eset, igy valoszinGiség

egyenldk.
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d) Eszrevehetiiik, hogy b) és c) esetekben éppen a kérdezett esemény komplementerét szamoltuk
ossze. Ezért:
252-(14+14)
252

Megjegyzések: A feladat tobb dltaldnositdsi, bovitési lehetGséget tartalmaz.
Az egyik lehetdség, ha tgy értelmezziik a feladatot, hogy
az y=x egyenest csak dtlépni nem szabad titkozben, hozziérni
igen. Oldjuk meg fgy is a feladatot!

Misik lehetdség, ha nem az (5; 5), hanem pcld.&ul 2(9:6) pontba

14
~2:52-=0,889.
553~ 088

tart a katica. Természetesen ekkor az.

1 x egyenes alatti és
feletti részeket kérdezziik. Vigydzzunk, ekkor mdr nem lesz
szimmetrikus az egyenes alatt és feletti Iépegetés!

Akir azon is gondolkodhatunk, hogy az dltaldban (1 k) pontba
tar6 Katicabogima felttt hasonld kérdéseket hogyan vilaszol-
hatnéink meg. Mi lenne ekkor a vizvilaszio egyenes?

Az bsszes eseteknél kapott dbrét figyelmesen szemlélve, esetleg

ismerds alakzatot fedezhetiink fel a szamok rengetegében. i il i
35°-ban, negativ irdnyban elforditva Pascal-hdromsziger ka- gl sty
punk. Jobban belegondolva, eljesen egyértelmd, hogy ezt kell Iit- PRI P
nunk, hiszen kétoldalt 1-esck llnak, a kozduik levs szimokat A

pedig a hfromszog képzési szabdlyénak megfelelden dllitjuk el6.

Akockikat kiilinbozies
az egyes lehetdségekre:
Pén, L megobdtn Azexy i teinber gy hogy ket azonos s birom asoncs. Az wbisk
a feladat szempontjdbol egy csoportot alkotnak ,kiilonbizségiikben™. Taldn furcsdn hangzik,
de nézaiik tovibb: szabad hely négy van, ugyanis csak a misodik sméldds helye gaiet, Al
szabad helyre 6, a misodikra 5, aztdn 4 és végill 3 lehetdscgiink van, egy rogzitett. A pir val6-
seindisége:

ik meg, és tegyiik sorba (pl. sorszimozzuk Gket). Két megoldist is adunk

3
=0,463.

Par, I1. (I1L) megolds. frjuk tssze, hiny lehe-  1{"{aria

tség van a pér kialakitdsira. A kockdk sorszd- N5
maival adjuk meg az azonos éricket mutaikat: | 2Meka_ x o]
(132, (133), (154, (15, 233, 4, 9. Thogal  « ; -
(3:4),(3:5), (4 5).

4 kocka x o e
Még jobban litszik, ha téblizatba gyGitjik az
azonosakat. 5. Jock, x x X ox

B ey, A7 A8 KOSt GO it b bk

sodik x helyén viszont csak egyet, hiszen annak meg kell egyeznie az elsé x-szel.

Természetesen az. clcdmcny nem viltozik:
_10:6-5-4-3

0,463.




%
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Sitill

1. megoldds. A helyzet nem véltozik a pérhoz képest, csak itt hirom és két egyformt kere-
sl (a2 i ke tssna kil ok suerepdt) letve annyiban vz bogy - ivel
aszabad helyek szima eggyel esokken — 65 d-gyel szorozzuk:

4
=0,154.

dndl bemutatott tbldzator, czzel ismét
zimokat, az ires helycken
ényezd

Drill, I megoldis. Alkalmazzuk a pir mésodik megoldis;
10 lehetdségig jutunk. Most azonban az x-ck jelentik a kiilnbi
vannak az azonos dobsok. Mivel egayel kevesebb szabad helyiink van, ezért a szorz
végérdl lemarad a hdrmas: T07655%4

Fyn=—gs— = 0:154.

Full, 1. megoldis. Itt mdr tényleg kettG és hirom azonos értéket kell sorba raknunk. Azonban csak
Két szabad helyiink van (a tobbit meghatdrozzdk), i

Full, I megoldis. Bimilyen l'urua tibldzatunk még mindig a kordbban litott, csak képzeljiink
az iires helyekre példul y-

P
Két par, L. megoldis. Ebben az esetben kettG-kettG azonos, és egy ezekt6l is kiilonbzs dobi
van, sorrendjikre. ; 1t kapunk. Azonban a sorrendek kizt nem szdmit kilonbozonek,

ha a két pir szerepét feleseréljiik (5-5-6-6-2 ugyanaz, mint 6-6-5-5-2),izy ezt még 2!-sal osztani
kell. A hirom szabad helyre 6-5-4-félét dobhatunk. A keresett valdszintiség:

2121

STRRRIER]

Rapi=——g——=0231.
KGét pir, I1. megoldiis. Vegyiik a kordbbi tébld-  77oces
zatot, csak most x-x és y-y jelolje akétpart. Sl
Lithatjuk, hogy a pérhoz képest minden x-x 2Kk x x x y y
eset hiromszor fordul el az y-ok clhelyezkedése o y y  x x x
miatt. fgy nem 10, hanem 30 lehetGségiink lesz
a pirok helyét kijelslni. Azonban x és y szerepe
is felcserélhets (\egemdmenyben nem ku!nn—

sokat, ezért 3vel sptanank kella |eh=|\éke\ sorrendek szamit, ami 15. A szabad helyek szdma
eggyel csokkent a prhoz képest (6-5-4). A keresett val &

Rape= 2534 031,

Végill dlljon itt a kérdésre adandd vélasz: par, két par, drill, full
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@I o) Eredetileg annak az esélye, hogy Baldzs felel:
A=t =003
30

Astrigula utdn a szoftver gy veszi, mintha Balldb ir kétszer lenne a napl6ba frva. Ezzel egeyel
novekszik az Gsszes esetek és eggyel a  kedvezs” esetek szdma is:

2 _0,0645.
3l

Anbvekedési szorz6 a , 80 1,935.szeres. Szdzalékban kifejezve a novekedés

9558k illtve gy sl (ehéve, hogy a bbicknek még nincs ilyen) utdn a felelés val6-
sziniisége 93.5%-kal nagyobt

b) Tc yuk fcl ho"y Baldzsnak n striguldja van (a (6bbieknek még nincs). Ekkor a_ felelés valg-

podn
30+
Akivetkez6 egyenlitlenséget kell megoldanunk a pozitiv cgészek halmazdn:
L 0.
30+n
Innen: -

c) Legyen Baldzsnak n, Borisznak m striguldja (mésnak nincs, n, m pozitiv egészek). Ekkor:

l+n L+m
Poatias = 35— Phorie = 35—
BUET30wnem’ P T 304 e
Afeliétel szerint azt akarjuk, hogy:
L N L ey
30+n+m 30+n+m

Atalakitva mindkeét egyenldtlenséget és megszabadulva a tizedes torektdl, ezt kapjuk:
4n-m>25 é Tm-3n>80.

Mit kezdhetiink két egyenlGtlenséggel? Alapvetden két vélasztsi lehetdségiink van: pr

kozunk vagy rajzolunk. Kezdjiik a préblkozdssal! Segit, ha m-et két n-es kifejezés ku7e

szoritjuk: S0
7

4n-25>m>

Az elsG egyenlGtlenség miatt n > 6. Azonban n=7,8, 9, 10-re sem kapunk megfelel meg-
oldist, et becouadl et e kx\ebb az elxﬁnél Végre 1= 11-re megkapjuk az elsG
két megol iink e ta lehetséges n, m parokrol. Az adott
n-hez mc“lalnlr tnszts m it nem corou fel caca legkisebbet s a legnagyobbat.
n 1 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 271 28 29

Mme. 17 17 18 18 18 19 19 20 20 21 21 21 2 2 2 28 24 24 %
Mpw 18 22 26 30 34 38 42 46 50 54 58 62 66 70 74 78 G2 8 90

Ennyi felirdsbo! mr megfogalmazhatunk két szabilyszerfiséget is: ha n egyesével novekszik,
akkor my,, viltakozva 3-2-2-es csoportokban teszi ugyanezt, iy, pedig n minden ugrdsit
négyesével koveti.

194
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A mésik lehetdség, ha kilon-kiilon a két egyenltlenségre
mint ket linediris fiiggvényre gondolunk, és dbrézoljuk ket
a koordindta-rendszerben (n helyére x keriil, m szerepét

Satirozzuk be az egyenlGlenségeknek megfelel tartomd-
nyokat. Mivel n és m csak egész értékek lehetnek, a kozos
részben ész koordindtdji pontok, az dn. rdcspontok
adjik a megoldast.

Akirhogyan is oldjuk meg a feladatot, végtelen sok meg-
oldist kapunk Baldzs és Borisz striguldi sziméra, a megadott
hatdrokon belil.

Megjegyzés: Oldjuk meg gy is a feladatot, ha azt keres:
sének valdszintsége a megadott 0,2 és 0,3 értékeknél.

d) Jelilje N aJoldn osztdlytirsainak kiosztott strigulikat. Ekkor az G felelésének valdsz
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k. hogy mikor kisebb a fik felelé-

Ezt szeretnénk 0,01 ald csokkenteni
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Egyszerii dtalakitdsokkal: N > 70.
Vegyes feladatok — megoldasok
EH a) és b) esetén a szdmegyenes és a megadott o
események dbrézold:

izoldsa a rajzon lithato. N - 2
¢) Biztos esemény: D, lehetetlen esemény: B.

I8 a) Hatos dobiisok szdma: {0; 1:2; 3; 4; 5).
b) A dobott szimok dsszege: (5; .30},
) A: lehetetlen (hatos), B: biztos (mindkettd), C: lehetetlen (dobott dsszeg), D: biztos (hatos).
@B a) C és D.
b) A = {legaldbb 16-0t dobunk}; B = {pdratlant dobunk}: C = {primet vagy 1-est dobunk}:
D= {dsszetett szdmot vagy 1-est dobunk).
) A+D={1:2:3;.. 14; 15; 16, 18; 20);
A-B-C= (1618, 20);
71151317 19),

A-(B +C) = lehetetlen esemény.
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EID a) 3éve: 0,17; 2éve: 0,19; tavaly: 0,18; b) még 64-et.
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