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9.1. KOMBINATORIKA, HALMAZOK

Szamoljuk dssze! — megoldasok
@ a)2-22=8 5)10,6,4,2,0, -2, -4, -8
@ o) 4 b)8,4,0,-4
a6 b) 3, mégpediga -2, -8 és 0.
@D 2-3-3=18
{5 3-4-4-2=96
@m 3-3
@)3-2:1-3=18
@D 1-2-2-22=24=
@D 22-2-22=25=32
@D b) 3-2-1=6 02
) A ipoademyolia 241, 3 Kol 514132
Gsszesen 2-120=
b) Mczdony! vilasztani mpu is 2 lehetdsége van, utdna pedi az elsd kocsit
miibal valaszthatia ki. fgy dsszesen 2-5-4 = 40-féle szerelvényt dllithat

=120 lehetGsége van egymisiol fiiggetleniil

amdsodikat 4 jdr-
ze.

) Mivel ik ahelyeker, az olyan,mind linedris sorba kellene tenniink
hérom személyt. Vagyis a megoldds 3-2-1
b) Haa székeket nem kiilonboztetjik meg egymau akkor tigy kell eljrnunk, mint a korberakd-
soknil dltaban. Vlasszuk ki cyikiiket, s vele kezdiik a sort. Az eredmény 21 = 2 lehetGscg.
(Nyilvén, ha A mir iil, akkor B és C legfeljebb helyet cserélhetnek.)
) Mivel osszesen hirman vannak, fzy mindig mindegyikiik szomszédja a mésik kettGnek. (Hdrom-
szogben minden csics szomszédos.) Az eredmény tehit 1.

@B «) Ahulmamk elemeinek pérositdsdt dsszesen i
21 = 6 teeképpen vegeshesikel. S I T TN WIS WIS I

Az egyes hozzérendelések sordn a kovet- 1.2 2 4 4 6 6

kez6 fiiggvényeket nyerjiik: a e o e e e e

| e e e e foe ] ow

b) Afiiggvények kivzil f(x) és j(x) linedris (dbrézolva a pontokat, ezeket tudjuk egyetlen folyto-
nos egyenessel osszekotni). A szabilyaik:
F@)=2x 6 j()=-2x+8.
) Legyen a két szin mondjuk piros (P) és fekete (F). A felsG sor-als6 sor ekkor: PF-FP vagy FP-PE.
Tehit két lehetdiség van.
b) Legyen a hdrom szin mondjuk piros (P), kék (K) és fekete (F). Ha a bal felsG sarokba pl. P-t
I, s el i1 2.2 eheifol van 2 & sl Kishésbe Ha mondl s S cr
PEK, akkor bérmit i . az utdna levk m

£2

a



KOMBINATORIKA, HALMAZOK

(hiszen a harmadik szint nem frhatjuk sajdt maga ald, oda Pt kell imi). Az utols6 sor minden-
Kippen eleve meghdrozot. Mivel a bal fesS négyaett iromféleképp wihetik K. fgy
Gsszesen 3-2-2 = 12 lehetdségiink van a négyzet szinezésére.

Megjegyzés: Ha elég tirelmesek vagyunk, akir egyesével is osszc“yﬁjlhcquk a megoldisokat,

Erdemes j6 stratégidt kitaldlni, hogy ne hagyjunk ki szinezést, illetve ne késitsik el ketszer ugyanazt!

) A s Kt o6 Ssassen 3 elyzetbs moagatauk. Usyans vagy ey melet vamnak
jobb oldalon, vagy egymis mellett vannak a bal oldalon, vagy a két szélen vannak.
b o a) kérdésre adott vilaszto] figgetleniil az elsd (tikrds) ajt6 3 helyzetben lehet: jobb
oldalon, kzépen, bal oldalon. gy a vilsz: 9.
) Azl dysena fehes bagonlon et lehetdség van az ajtok bedllitdsdra. Mivel az o
és a fels rész egymdstol fiiggetleniil dllithatd, ezért a keresett énték (3-3)-

A feladatra két megoldiist is mutatunk.
Rajzoljunk cey ABCD deltoidot, é irdnyitsuk a kért szakaszokat mondjuk A-tl.
Legyen AB =5, AC=¢ AD=d. A B+ +d vekiorok dsszeadisa tulajdonképpen egy ttvonalat
ad meg. Mindegyik vektort kétféle irdnnyal tekinthetjik. Mivel a deltoid AB és AD oldala, illetve
AC dtlgja nem Iehetnek pirhuzamosak, fey a kilinféle irdnyitdsokkal Gsszesen nyole kiilinbozo
pontba jutunk el (az eredeti irdnyitdssal példdul a P pontba jutunk A-bol).

k megoldiishoz jusson eszinkbe, hogy valamely b vektortelentétesen iényitva b vektort
kapjuk! Ekkor a feladatot & is: oszthatjuk ki
a+és - eldjeleket az eredeti v:klunnwegh:n (- B)+( @)+( d)? Mivel hirom helyre kell
akétféle jelbol beirmunk egyet-egyet, ezért a megoldisok szima 2-2-2 =8,

Sajnos ennyivel még nem fejezhetjik be a megoldasokat, diszkutdlnunk is Kell a feladatot. Ha ugyanis
a delioid rombusz, akkor b+ d = & Ekkor elfordul, h(nj{y Kiilonboz eldjelkiosztssal ugyanabba

a pontba jutunk: (5~ iay esak 7 kiilonboz6 megoldst kapunk.
Megjegyzés: A vektorok Ssszeaddsa feeseréhets mivelet, ezt 5,
lembe venniink 2 megolds sordn!

d sorrendjét nem kell figye-

Halmazok — megoldasok

) Nem, mert nem egyértelm. b) Igen.
¢) Igen. d) Nem, mert nines réla informdcionk.
e) Igen

D o) A = (reZ|0<x<6). B={x2|xeZ & 0<x <10}

b) € = {rovid magyar magénhangz6k), D = (a ,Rakéezi FC" missalhangzi)

5



~ MEGOLDASOK - 9. EVFOLYAM

G0 A Venn-diagram az brén lithato. ()
7 @ lgen. b) Nem. ©
) Nem. d) Tgen. d
{70 @) Viégtelen sok ilyen szdm van.
b)'5-8-9=360
0 Jelslések ds

J

4, kirdly: k, felsd: f, als6: a. A kételemd részhalmazok:
&k} (&1 (&a), (afl (ka), {fa)
@ o) 2, (21, (3), (5}, (23} (Z5), (35), (23%5).
b) {1:4), (1:9), (116}, (49}, (4:16). (9:16).
{7 A-ra végtelen sok megoldds adhato, a legszikebb: A = (2 {@)}.
@ o (1), (2), (3}, (132}, {13}, (23}, @.
b) Végtelen sok

{2 a) Igaz, hamis, igaz, igaz. b) Igen, az E halmaz. Nincs.
¢) Igen, az A halmaz és a C halmaz.
a) Rc P igaz. b) PcTigaz.
¢) Egyik sem d) Igaz igaz, hamis, hamis, hamis
@ a) Korvonal. b) Futépilya”.
©) Zirt sév. d) Lekerekitett sarkii téglalap (1 hozzdtartozik).
a) . b)
o) o )
2m 20m



KOMBINATORIKA, HALMAZOK

a) Ha B-nek van olyan eleme, amely nem eleme A-nak, ugyanakkor nincs olyan clem, amely
mindkét halmazban benne van,

b) Ha B-nek nincs olyan eleme, amely nem eleme A-nak, ugyanakkor nincs olyan elem, amely
mindkét halmazban benne van, azaz ha B = .
) Amésodik halmaz részhalmaza a harmadiknak.
{@ED a) Gombfelillet.
b) Nyitott gombtest.
¢) Az AB szakaszt felez6, rd merdleges sik.
d) Hengerfelilet, tengelye az ¢ egyenes.
hAL24)(
12:3:5), (2
a) Akitoltot tbldzat:

@ @by @b,y 1@b,0,0)
0 lemi részhaimaz 1 1 1 1
1 clemi részhaimaz 1 2 3
2elem résthaimaz E 1 3 6
3 lemi részhaimaz - - 1 4
4 lom részhaimaz B - E 1

b) A szamok a Pascal-hiromszog soraibdl valk. Ennek otédik sora: 13 5; 10; 10; 5 1.

a), Mmdcnkl Koltozzon ottel nagyobb sorszimi szobdbal” Ekkor felszabadul az els6 ot szoba,
y oda be lehet kiltoztetni a csaldd mind az ot tagjd.
b) Veglelen sohzol végtelen sok érkezdt kell elszilldsol
celen lincokat a természetes szdmok kozot. liyenek példiul a G pri
Imlv:myok EIEC TP 51,52 5% ... sth. A természetes el
végtclen sok prim van, és minden cgyes prim hatvinyainak sorozatdban is végtelen sok clem van.
Tehit van hely a végtelen sokszor végtelen sok érkezdnek, csak fel kell szabaditanunk a szo-
ikat. Ehhez kildjiik minden n-edik primhatviny szoba lakGjt a 2n-edik prim ugyanannyiadik
hatvény szobdba.
Példaként tekintsitk az 57 sorszdmi szoba lakGjat. Ez a szobaszim a harmadik prim hetedik
hatvénya, ezért lakjdnak a hatodik prim hetedik hatvinya sorszdmi szobdba kell koltoznie,
aran sobusima 137 lesz. Es igy tovébb minden primhatvany sorszimi szobdra. Ekkor dresen
maradnal zes pératlanadik primhatvéiny-lincolatban szereplG szdmi szobk, hiszen azokba
nem knlmllk ~enk1 Oda kell bekdltoztetni az érkezdket, mégpedig a kovetkezoképpen:
Abuszok lésszdma (pl. s jeentse a hatvanykitevGi, a bus sorszdima pedlg at, hogy hinyadik
lincha keriil az utas a kovetkezd formul bus a(2n— Ij-edik
prin. Konksé példin: Kerssik meg, melyik szobib kel memic a B, jod busy 13, srékn
helyet foglald utasnak. Szobaszima a (2-4 - 1) = 7-cdik prim hatvinyainak lincolatdban
a13. ldncszem, vagyis a 13. hatviny. Mivel a hetedik prim a 17, fgy a kedves vendég szdmdra
a 17" sorszdmi szoba lesz kiutalva.

nk. Eldszoris eressiink jél benzono-
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a) A szakasz mentén egy hengerpalist, a két végén pedig egy-egy félgomb. (Gydgyszeres kap-
szula.) Csak a felilet tartozik a halmazhoz!

b) Atéglalappal pirhuzamosan egy-egy vele egybeviig téglalap (alatta és felette), oldalaind fél-
hengerek, sarkaindl pedig negyedgombok. (Hasonléan, mint amikor a légpamds haj felfijja
alégpimikat.) A megolds az egész test, hatrol6 feliletével egyiit.

¢) Lekerekitett szl téglatest, ahol a lapok egybeviigak az eredeti lapjaival, oldalélei negyedhen-
gerek, sarkai nyolcadgombok. (Régi utazGborond.) Csak a nyitott test tartozik a halmazhoz!

Megjegyzés: Erdemes meggondolni, mennyiben véltoznak a fenti alakzatok, ha kiinduldsul nem
Zirt, hanem nyitott (vagy félig nyitott) szakaszt, téglalapot, téglatestet adunk meg!

Halmazmiiveletek — megoldasok

@D AnB=(7;43:61}
ED a) Négy: @, {1}, {3}. {1:3}. b) @. A. Azis lehet, hogy a kettG egybeesik, ha A = U.
@@ AND=@; BAC=@; EnD=@; ENnC=@; ENB=0; ENA=0.
@D a) AUB=1{1;2;3;4;5;6;7;9); AnB={(1;3;5); A\B={2;4;6); B\A={7;9).
b) Bérmely C halmaz, melynek részhalmaza a (7; 9}.
) a) Komplementerek.
b) (A\B) U (B\A) vagy (A U B)\(A " B), AUBU(ANB) vagy (AnB)U(ANB).
{0 o) A\B={b;e; g;h},
B\C= (& ji k1),
ANC={a;cegh),
AUB=(abicdies i gihiii i ki 1 m).
b) ABUC)=(b).
) A Venn-diagram az fbrdn I4that6,

@0 @) Akét halmaz megegyezik.
) Az els6 részhalmaza a mésodiknak.

b @
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Készitsiink Venn-diagramot. EIGszor rjuk be a metszetet (x; u),

‘majd ltsiik fel a B halmaz A-n kiviil es6 részét (r; t; y; z). Amit (ay @)
az uni6bol eddig nem frunk sehova, az keriil az A halmaz B-n
Kivili részébe. Tay kapjuk:
A={p.g,5,u.x)
a) Igaz. b) Igaz. o Hamis. ) (A\B)\C € A\(B\C)

@D o) AU (152;3;4) =

3 2 “150:1;2;3;4), ezért A= {

a) Birmely kettG diszjunkt
b [B\AvOJulan s
[Exap\B Ay
ATBUCU[(AUC)NBNANBNC)].
) MBUC)

Az utols6 feltétel szerint A vagy B halmazon kivil nincsenek
toviibbi elemek az univerzumban. Haladjunk a Venn—dm"ramban (A 6

belilrdl kifelé. fgy A= (1:2: 3:4:6:7).

a) Elemeikkel megadva: U = {0; 1; 4;5:6,7: 8,9

Ekkor AUB = {1).
b) Elemeikkel megadva: U= {0; 1:2;3;4;5,6,7:8;9};
A=(23

B=16;7:89)

Ekkor AUB = {0; 1;4).

) Elemeikkel megadva: A = {1:2; 3:4; 5: ...; 96; 97; 98: 99; 100};
B={2357; 11;...: 73, 79; 83; 89; 97);
C=1{0:1:4:9: 16,25
D={4;68; 4

iy B.DcA.

b) Igen, B és C diszjunkt, hiszen nem lehet egy szdm egyszerre
prim és négyzetszdm. Hasonl6an nem lehet egyszerre prim
s dsszetett is egy szdm, ezért B és D is diszjunkt.

) A Venn-diagram az dbrdn lithat6.
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D @) A Venn-diagramok az dbrdn lthatok.

b) Toltsik fel a Venn- dmgmm sszes mezGjét ?&% ?Aﬁ
sammal, példdul: A = (1: 2: 4 3],
B=(2:3:5,6). C )t AN AR,
Ekkor .
BUMANC)= (2345 ®

s

BUUNO) ©Wuhng
(C\AHUANB) =

) A misik halmazhoz nem tartozd résaeket Uressé kel tenniink:
BUMANCO)S(C\HUANB), ha ANCN\B=B\(AUC)=2.
Forditva,

(C\AUMANB SBUMANC), ha C\AUB) =@.
a) A2 eleme A-nak és B-nek i, de nem eleme C-nek. HasonlGan,
11 cleme mindhdrom halmaznak. A 3 és 4 helye is rogeitett
Ebbl és az utolsd feliételbdl tudiuk, hogy az 1. 5. 6, 8 elemek
valamilyen elosztdsban a B vagy C haimaz mistd] diszjunkt
részébe kerilhetnek. A maradék 9 és 10 fay csak az (4 C)\B
részbe frhatdk. Azaz A = (2;7;9; 10; 11}, A Venn-diagram
az dbrin lithato.

b) A B halmaz mér mostis tartalmaz két pérat-
lan szimot. igy oda nem keriilhet 1 s 5, ezck
csak C-be eshetnck. A 6 és § helye azonban
tovibbra is kérdéses. Mivel (b informd-
cionk nincs, igy négy megolds lehetscges:

6,8€B; vagy (6eBés8eC) © 12,5411;8)
vagy (6€Cés8eB); vagy 6,8€C. 4 s

:5:9; 10

(M @) Ametszet lehet

- s blmaz (oo ¢ 6 by elkertic
lenkl=0); Ko [°
7=gyellcn pont (ckkor ¢ és k; érintdk, O
Akl=1; D b K,
<adet smlare (ekot @ & by metsalk

ek

(Utébbi két pont lenne, ha korvonalrdl lenne 526, most viszont zdrt kirlapunk van.)
b) Ametszeteket ldsd az dbrakon. Két kil

iz
sugari kolap Iehet diszjunks, érintd, metsad,
és réschalmaza euxk a mésiknak. Koncent-
rikus korlapok esetén is ez utGbbi a helyzet.
¢) Korgy(rd, akét kdr Kozt rész. A KiilsG kor- @ ke
y i

vonal igen, a belsd kirvonal nem tartozik

ahalmazhoz!
Megjegyzés: Erdemes dtgondolni, mi viltozik, ha zdrt helyett nyitott kérlapot, illetve a kérvonalat
adjuk meg!
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A megoldds az dbrakrdl leolvashats.

a g b o,

or
12060 0\ 120 120
@ “"@w @
H FG
@ a) A metszet iires halmaz, ha

elkerilik egymist.

Egyetlen pont, ha az egye-

nes érinti a henger.

Egy egész egyenes, ha a
henger részhalmazként tar- .

talmazza az egész egyenest

Veégiil birmilyen hosszd szakasz, ha az egyenes dofi a hengert, (Ne feledjiik, zdrt henger-
testrdl van sz61)

b) Az egész sik, ha az egyenes pirhuzamos

a sikkal és nines kozos pontjuk. 4 5 5 .
Két diszjunkt félsik, ha az egyenes a sikban

futott. >

Egy pontban kilyukasztott sik, ha az egyenes

dbfte a skot. 4 &

) Az eglaz . arederlg dissonkisk ok
tak a hengerrel
Keét diszjunkt I'élsx’k. ha volt kszos pontjuk
és a henger tengelye pirhuzamos a sikkal
(akét félsik tavolsiga maximum a henger
dtmérje Iehet). A metszet lehet egy lyukas
sik, ahol a lyuk kor (ha a sik merdleges S
a henger tengelyére), vagy ellipszis (ha a sik d:rekwounel kisebb pozitfy szget zir be a henger
lengelyével)

5: Hogy a sik valdban ellipszisben metszi a hengert, bizonyftani nem tudjuk (kizép-
o mnulmﬁnymnk sordn késabb sem foglalkozunk vele).
@) K= yllx|<16s x,yeR) vagy K= [(x: y)|-1 Sx<1 65 x,y R},
L={ylly-21<16s x,yeR) vagy L={(x;»)|1<y<3 és x,yeR).
b) Jelolje K*a K, L’ pedig az L elforgatfisibol kapot sdvokat.
K\L a csak W ferdén satirozott; L\K® a csak /1 ferdén v
satirozott; K’ L pedig a récsos rész. i
Halmazként felirva Sket (minden esetben x, y € R): = NS T
s pllyl<1és (<=3 vagy x>-1)}; Z
={sllx+21<1 6 (y<-1 vagy y>1)):
wyllxl<1ésly-21<1)




@@ Irl=
@D 1AuBl=
I Két megolddst is adunk.
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@) Amit biztosan beithatunk a halmazdbréba, az a harmadik,
M 7 il el S0 Al S i it
e keriil. (A N\ B)\C iires.
A misodik, illetve az ulolso eltti feltételbdl (C A B\A

az 1, valamint az 5

részben egy elem van, ez vagy 2 vagy 7.
Ennél tobbet nem tudunk, ezek szerint

B={1;

0} vagy B={1;2;5:10}.

b) A feladat feltételei megengedik, hogy a 7 az A-ba essen, de az is lehet, hogy 7 & A. Nem

tudjuk pontosan megmondani.
¢) Folytatva az a) gondolatmenetél, C-bol egy,
A-b6l még két elem hidnyzik. A szabad
clemeka 3, a 8 s 9. Ezek kozil kell kettot
csak A-ba, egyet csak C-be fmi. Ez hirom
lehetGség. B-re volt még keud, igy a fel-
adilnak 2.3~ olyar megoladsa lehet
amely k feliételeket. A tiblizatban
lithat6 hm Ieh:uyséﬂbol Kellett felimi hdmat.

E'—"__h_""—

oy 0502 @108
{7:10;3;9) {1;510;2} {2;7;10;8}
{7:10;3;8) {1;510;2} {2;7;10;9}
1{2:10;8;9} 10,7} {27,103}
{2:10;3;9) {1;510;7} {2,7;10;8}
{2,10;3;8}) {1;510;7} {2,7;10;9}

Halmazok elemszéma, logikai szita — megoldasok

@D Iwl=
a) 6 elemi: [e,i, .6

b) delemd: {@; (a);

{b): {a. b))}

d) 6 elemd: (2; 3; 5; 6;
123 +45+87=255
20432-14=38

1. Alkalmazzuk a logikai szita:

26=INUDI|=IN+IDI-

INADI=
ahonnan a metszet elemszdma 9. Vagyis csak ddnul | DI~ [N~ DI = 11 £6 tanul.

15+20-INADI,

IL frjuk a Venn-diagramba az elemszdmokat a metszettel (x)

kezdve. x helyére olyan szdmot kell fmi, hogy

15-x+x+20-x=26

legyen. Ez x = 9-re teljesiil. fgy csak dénul 20-9= 11 6

R Két megolddst is adunk.

1. Alkalmazzuk a logikai szitd
10=|U!

ahonnan

&

FUKl+x=Fl+|KI-IFAKl+x=5+4-1+x,



KOMBINATORIKA, HALMAZOK

11 Jelolje U a bariti tarsasdgot mint alaphalmazt, F a fociért,
K a kosirlabdiért rajongok halmazi. Irjuk az elemszdmokat (& x)
ezdjiik a metszettel. Utdna toltsiik fel °

FUS és K-t 4 elemre, and az egészet egészitsiik ki 10-re.
A megoldis 2. 2

Jelolje T a tarka farkd, H a hossz csri szarkdk halmazt. A logikai 3
17U HI=200-06+200-0.7-200-04 = 180,
iy a rovid esord és egyszind farktolld madarak szdma 20. (Ez az tsszes maddr 10%-a.)

it alkalmazva:

{18 0<|Nn D|<4.(Agolydstollak Gsszes szimdra nem tudunk mit mondani, mert Magdinak lehet-
nek olyan tollai is, amelyek az emlitetiektdl kilonbozok.)

Legyen J a joképi, O az okos fiik halmaza. A logikai szitdt alkalmazya:
lJuol=7+5-
Rajtuk kiviil vannak még nyolcan, akiket a ldnyok ~ papiron legaldbbis  kikosaraztak. fgy 17 fid
jir az osztdlyba. Evelinen és Lilin kivil pedig még 14 1ny tanul ott, dsszesen 16-an. Az osztdlyba
eggyel tobb fi jdr, mint ldny.
Kétféle megoldist is adunk.
1. Logikai szitdval: Jelolje Hi a hintdzd, Ho a homokozo gyermekek halmazait. A kergetGzket
nem jeloljik kiilon, beleesnek az osszes bolesist tartalmazo U univerzumba.
14=|Ul=|Ho U Hil +2 =|Hol +| Hil | Ho ~ Hil +2=9 + | Hil -5 +2.
Innen | Hil = 8, a csak hintdzok szdma pedig § - 5= 3.
) o @)
2

11. Venn-diagrammal
Nem lehetséges. Minden szdm vagy az egyik, vagy a misik halmazba esik. A két halmaz uniGjdnak
s-sel jelolt elemszdma:

9
Zopy
37742

ami szerint az union kivill is vannak még elemek. Ez viszont ellentmond az elsG feltételnek.

35

Jelilje a talban levG ¢ darab gumicukrok kiziil A az dllatos, § a bbszind cukrok halmazait. Ekkor
ll=g=lausl+01-g=1al+IS|-lansl+01-¢
04-g+08-g-1ANSI+0,1-g,
ahonnan |A A . Mivel 10% pontosan 9 + 6 = 15 cukrot jelent, igy a tdlban &sszesen
45 darab szines anam«um ‘gumicukor volt. Azt persze Eszer is evett beldle.

a) Jelolje M a matematika, N a magyar nyelvtan hézit készitdk halmazt. Ekkor
UI=IMUNI+3=IMI+INI-IMANI+3=13+15-8+3=23.
A csoport 23 f6;
Megjegyzés: A misik lehetGség Venn-diagramba fri az elemszdmokat.

b) Csak a matek hdzit 13 -8 =5 f6 készitette el, ez pedig a 23-nak 100 % =21,74%-a.

13
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D Jelolie az eperfagyit kedveldk halmazit E, a mélnsokat M,
a citromot szeretdket . Rajzoljuk fel a Venn-diagramot, majd
haladjunk belilrdl kifelé. Az dbréba keriilt szimokhoz még 13-t
kell adnunk, igy az osztdlylétszim:

14243444 1322366,

Azels6 mondat alapjdn U'=V U P, ahol V a verseket, P a prozit tartalmazé kinyvek halmaza.
Tudjuk m . [PI=7 és [V Pl = 1. Mivel legaldbb egy olyan kinyv van, amelyik
csak provit taralmaz, ezért a metszetben legfeljebb 6 kanyy lehet, fey

62lVaPI21

Alogikai szitdt felirva:

152|Ul=9+7-IvaPlz10.
A poleon evG Kinyvek szdima 10-461 15-ig teredhet
egjegyzés: Misik lehetGsé a Venn-di
Kezdjiik most logikai
halmazdt, V a védot, K a kozéppdlydst és Cs a csatdrt mdr
jitszott fitk halmazait. Ne feledjik, Ede és a hérom kapus s ott
volt a megbeszélésen, de nem jelentkezett! Ekkor
Ul=143+IVUKUCsl=4+IVI+|Kl+]Cs| -
=lVaKl-lVAGsl-IKnCsl+IVaKknCsl=
=4+19420+22-10-9-11+4=39.
Ugyanez Venn-diagrammal az dbrdn lithato.
Jelentse H, I, P azon fik hal t, melyek mellett hévirdg, ibolya, pipacs terem. A szoveg
szerint minden fa mellett ||y||1k Valamilyen vadvirde,f2y sz formul:

1 L'l o e
- [ f+HATAPL
TR S+ (

Tnnen adddik, hogy az osszes fa E-c 20 darab, vagyis a kertben 300 fa taldlhato.

a) Az (1) feltétel szerint (A A C)\B-be nem esik egy elem sem,
ahdrmas metszetbe viszont 5. Ez és a (6) feltétel szerint
(A B\C-ben 3 elem taldlhatd. fgy C szimossigaval vé
tiink is, mert csak C-be 4 elem esik (hogy (3) ala
12-t kapjunk). Persze nem ez volt a kérds
A @) felieel szerint ithatiuk be x é 2+ Kifejezéscket. Mivel
(2) miatt B-nek 10-zel tbb leme van, mint A-nak,
Sk 2% 37 Kerll A3 o) elsiel. sfriaf pég 2:2x=2x+7+3, ahonnan x=5.
Tehdt |A]=20, Bl =

b) Osszeadva az egyes részckbcn levé szdmokat, az eredmény 44,

a) Jelolje B, H, P a Bécsben, Helsinkiben, Prigdban jirt szinjdtszok halmazait. Mivel 55%-uk jdrt
csak egy vdrosban, igy 45%-uk, vagyis 27 6 16bb hclycn is. Tudjuk, hogy (H 0 P)\B iires

halmaz, ezért
27=21+15-IHAPBI.
Innen a hdrmas metszet elemszdmdra 9 adédik.

1
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b) Beithatjuk csak H-ba a 3-at, csak P-be x-et és csak B-be
2x-et. Mivel a 60 s tirsulat tagjainak 55%-a csak cgy
virosba jutott el, igy

33=3r+3,
ahonnan x = 10. Ez alapjin Bécsben 47 £6, Helsinkiben 18,
Prigiban pedig 31 £6 jétszott.

a) Erdemes elszor értelmezniink a kijelentést. A ,metszetiik elemszima™ [A N B Cl,

az elemszimaik szimtani kizepe” pedig (mivel hirman vannak):
szerint el6bbi nem nagyobb, mint ut6bbi, azaz kisebb vagy egyenlG:

lAnBACl < \AI+I§I+IC\
Ezt kell igazolnunk.

Mit tudunk bérmely metszet elems
alkot halmazok elemszdmaindl. Vagyis

lanBncl<lal 1AnBACI<IBl & lAnBnCl<ICl.

1Al+1Bl+Icl
3

. Akijelentés

r612 Példiul azt, hogy kisebb vagy egyenld az Gt

Osszeadva a fenti hirom egyenltlenséget, majd hirommal elosztva, éppen a kérdezett ossze-

fiiggést kapjuk.
Megjegy:
b) Amisodik részben

lAnBNCl=k &

laoelc]_,

Utébbit megszorozva hirommal:
lAl+1Bl+1Cl=3k+3.

Rendezziik a kovetkez6képpen:

(1Al=k)+(1Bl-k) +(Icl - k) =3.
Most vessiink egy pillantdst a Venn-diagramra. A feladat sz6-
vege szerint x, y, z egyike sem lehet 0. Utols6 egyenletiink
ezen feltétel mellett csak gy lehetséges, ha x 1és
tovibbi elemet nem tartalmaznak a halmazok. Azaz unidjuk
clemszdmira:

lAUBUCl=k+3.

Megjegyaés: Kideriil, hogy a hdrom halmaz elemszma egyenl.
) Gondoljuk meg, hogy a feltételeknek meg-

felelg két véglet az aldbbi két lehetséges

helyzet az elemek szamdra.

Az els6 esetnél b eleme mdr nem lehet

az uniénak

A masodik esetnél pedig kevesebb eleme

nem lehet az uniénak.

Az dbrdbol pedig leolvashatjuk a feladatra adott valaszt is:

1,51 - 0,51

+k<IAUBUCIS3-(n-K)+k=3n-2k

15

16 litszik, hogy a kijelentés dltaldnosithaté bérmennyi véges halmazra.
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Szamegyenesek, intervallumok — megoldasok

W00 a) és b) intervalluma az dbrén lithat6.
o) J=[-21]
d) H={rxeR|-1<x<3}

@) Az 1 és K intervallumok félig nyitott, félig zdrt, a J nyitot, az L pedig zrt intervallumok.
b) Igen, JC K és Lc K.
¢) Egészitsiik ki K-t a jobb végpontal. A megoldds: K'=
D a) K nyitou, J zirt, I balrol zdr, jobbrl nyitott, L pedig forditva, jobbrdl zdt, balrél nyitott.
]]A 7 N
6): JuL=[1;
iszjunkt intervallumok.

¢ Iés L illewve K és L

A T=[-14]; R=(-1u[47]
@B o= xER‘ e
5 B ED ]
0 a) A megadott intervallumok dbrézoldsa az egységkorben:
b) A zld szinnel fbrizolt szig: [135°% 225
A piros szinnel dbrizolt szog: [270° 360°[ vagy [-90°; 0°[.
o
@@ a) d) N: feledjiik, 7 és J két-két részbol ;o =%
I— S
e)Hf(\Aele\bﬂ o —

G(z) &5 1(<) esetében igen,
T=1-5-1[ U0 e[
afiiggvény zérushelye, ahol gorbéje

az x tengelyt. Az dd()ll fiiggvénynek
=5, valamint

55-43210 12845

b) Ott vesz. fel negai éréket, ahol az x ten-
gely «1& megy: [-1: 0[ és J5:

o Novckcdésl intervallumok: [-1; 1], [2; 4],
[6:8].
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{1 a) Feliil nyitott negyedsik.
) Negyedal, amelyoek lvigica sk A tengelyee (el nyitos; coak 8 v vigrntes
ira tartozik hozz.
Pl Csak felil 7t églalap.
d) Csak felil zdrt négyzet.

a) b) ¢ d)

”
3
2

E =T R
5 £ et

I S T I T R

@D o) U=R, A={xeR|x2-2)=[-2[
b) U=R H={xeR|0>x>-2)=[-20[.
) U=R§, H=U=[0;[.
(A H ebben az univerzumban iires halmaz.)

doooeess
Jo————
b)je—

Jo—

d) U= (4 - B T
He (2 3200 128 4567
0B ) Elés; adott i dbrdzolni ajd segil akér
éses A keresett alulrdl felfelé, sorban
taldlhatok.
Lo—s wono————
» wonko—e o
7 e—o
Knlo—o
Je—s LoKo—e
0125466788 101234567889

5l kni=[46[, ns=[46[,
CUnK=123]0[6:7], KUIMNL=]s;]

b) Az aldbbi nem dbrazoltuk szd csak leolvastuk az

15:[, T=]26[, TOJ

m:]z;]]u]ﬁm[‘ JOLUK=2.

1D a) Mindketdt kiilin-kiilon kiszos nevezdre hozva, majd azzal megszorozva és
crodménytl (k7ben negativ simmal nem asstottunk, zoroztank)
x>-5 & x<3.

trendezve kapjuk

B e —
oof, JNI=]-e0,-5]. fo—————
R, hiszen egyesitésiik magdt a szim-
egyenest adja.

5452001234
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a) Erdemes felrajzolni néhdny intervallumot
(az

intervallumot n indexével jeloltik). Ebbol s——s
mir lithatjuk, hogy végtelen lépesdrl van he—e
s26. fgy konnyen valaszolunk a kérdésekre: ==

hohok=(2).

b) Uy I\ = [1:2[ U 4 5].

eldtt érdemes fiiggvényként gondolni efiiggésekre, a)-ban példdul

x~3 alakban dbrzolni a lineiris figgvényeket, majd utdna sinezni az egyenldtlen-

ségnek megfelelden! Azt se feledjik el, hogy meg kell mondanunk, hogy a kialakult alakzatokhoz

mely hatrok tartoznak hozz, és melyek nem.

@) A K rtominy a /1 irdnyban satfrozot, L pedig W. Az L\K tartomény a csak W irdnyban
satirozott felsd rész (negyed sik). H: em tartoznak hozzd.

b) Akérdéses ponthalmaz egy pxlrhuzamos cayenesek kizotti sav egy darabkdja lesz (a derékszogi
hromszisghisz a befog6k nem tartoznak hozzf, csak az ftfog6). Az utolsé feltételek miatt végil

1 feltétel mindig teljesiil.

0128456788

©) Az N ésaz O is egy-egy sivot hatdroz meg a sikon. Més irdnyba d6lnek, és szélességiik sem
ugyanaz. llyen ponthalmazokat ey is megkereshetink, ha klprébalunk 0 niny pontota ik,
és ellendrizziik, e ka fel lmel Elég sok pont uté et.
Az O\ eredménye két k \\ irdnyban satfrozott részek). Hatdrai e
hiszen N a hadrait nem Lartalma,fgy nem s vtk of ket O-b61

aP tartalmaz, h letet, ezért nem kel satiroznunk: egy négyzetet
Kapunk. O-ndl oda kellfgyelni arma, hogy x & i csak cgész szmok Iehetnck! Tehdt it sem kell
satiroznunk, csak egész koordindtdji pontokat bejelolni. A pontokat a fekete szaggatott vonallal

olt rombusz szélén vagy azon belil kell keresni (négyzetrdcsos fizetben hamar megy). A kér-

déses P Q metszet ires halmaz, hiszen egyik gomboc sem esik a négyzet oldalaira.

ldl‘lnmnk

o
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a) Abrizoljuk az intervallumokat. Barmely nagyobb indext

intervallumnak részhalmaza egy kiscbb index: fo—e
ho—s
el lio—e
ahol p< g poritiv egészek. SRR

b) A tartalmazasok miatt az dsszes intervallum metszete az elsG intervallum: /
<) Egyesitésiik a szimegyenes pozitiv fele, azaz R*.

Megjegyzés: A ¢) részfeladatra adott vélasz pontos bizonyisdt csak késabb adhatjuk meg. A gon-
r.lulal Iényege, hogy birmilyen (nagy) poziliv szdmot is vilasztunk, eldbb-utGbb belekeriil
rvallumba. Példaul az 111111111 eleme lesz elGszor az 111111111, intervallumnak,
ma,d 7 atina G 65320 binek: fy nicjuknak s

i

4) Intervallumként: 4,:[0;1[.
-

s
sy—o
b) Aszimegyenes egyetlen pontjdra, a 0-ra igaz, hogy eleme az Je—o
sszes intervallumnak. Van-e rajta en érék? hoe——

Nyilvén negativ vagy 1-nél nagyobb szim nem lehetametszet-  — ¢~ 3

ben, hiszen egyik intervallumnak sem eleme.

Mi a helyzet a 0-hoz nagyon kizel levd pozitiv s

a2 —L 1 B clég kovel van a 0-hoz. Viszont az intervallumok jobb végpontai ha lassan s,
000000

de egyre kiszelebb keriilnek a 0-hoz. Az 1000000 mlervdllum jobb végpontja példdul pont

sszunk egyet, példdul

a kérdéses érték, vagyis annak mdr nem eleme az —————_ Az n'> 1000000 intervallumokra
1000000
n nem, azaz az Bsszes metszetébe sem keriilhet bele. A lényeg, hogy birmilyen pici
zimmal is probilkozunk, mindig ezt kapjuk. Tehit a 0 az cgye
a metszetben megtallhat.

biztos

a) Az fbra nagyon hasonlit az el6z6 feladatban szerepldre, csak
Kicsit dtrendeztiik a szakaszokat. —u
b) A metszetik iires halmaz. Ha a 0 fel6l zdrt intervallumok
lennének, akkor a 0 eleme lenne mindegyiknek. fgy viszont e
birmilyen kicsi negativ szdmot is vilasztunk, pl. ~0.001-¢t, ——————t——s
elbb-utdbb a bal végpont dtlépi ezt az éricket.
A konkrétan emlitett ~0,001-¢t az 1001. intervallum mdr nem fogja tartalmazni, hiszen

~0,001=

—
1000 =" 1001
‘Természetesen az utdna jovok sem, fgy nem lehet a metszetnek eleme.
¢) Leolvashatjuk az dbrérdl, hogy
[AYARES ’I ; 1
nnel

Megjegyzések: EIGz6 és jelen feladat b) pontjdban emlitett ondolatmenet vezet el minket késbb
a hatdrériék és a torléddsi pont fogalméhoz. Megfigyelhetjiik azt is, hogy mindket esetben
hasonl6an gondolkodtunk: egy értéket vlasztva belattuk, hogy az nem megoldiisa a feladatnak.
Az ilyen gondolatmenetet indirekt bizonyitdsnak nevezziik.
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Vegyes feladatok — megoldasok

@B o) 4-3-21=24 b4 06
@D 3-3-3-3=81
@D o) 3-4-2=24 b)3-4-2:3=72
5459
@B a) 2-2=4 b, 2,2, =
i 9516 20
@D o) 3-3-5=45 b)8:7-6:5:4:3.2:1=40320
€)20-19-...-3-2:1=243-10'% d) 14-13-...-3-2-1= 8721010
¢ 3-2:1=6

a) {10; 12; 15; 20; 30; 60)
b) A Venn-diagram az dbrén lithato.
o) lgaz. igaz.

@) {a}, b}, (¢}, {d). (b}, faic), {ard}, (bic), (brd], feid}, {abic), {abid), (ac.d).
1d). @

b) {a;b}, {a;b;c), {a;bid}
@D ) AVB=(0;2;4;8; 10; 14), B\A=(3;%;
AUB={0:2;3;4:6;8;9;10;12; 14, 15; 18) A/\B (6; 12}

b)A={-1;1:35:7:9), B=(-1:0;
AnB=(-1;1; 5 7}, A\B
@) A Venn-diagram az dbrdn lithat6.
b) B\A={1:10}, C\B={2:3;6;8},
ANC={2T:8), Cu 132:3:6;7; 8; 9; 10}
) B\AUC)= (1}, An(BUCU (11))=(1;3;6; 10},
AnB)UANCOUBNO) ={1;3;4:5;6)
ATC\B= (6:6:4)
@D [AUB|=82=56+93-|A B, innen |A N BI=
Jelolje G a gitdros szimok halmazt, D a dobosokat
GUDI=IGI+IDI-1GNADI=13+10-8=
A Vizilovaknak 15 sajét szémuk van.

Kétféle megoldst is adunk.
L Jelolje H a Gsoket, J ajirmiveket, M a halmazt
IHOIUMI= xU—IHMJ\+IM\—IHnJ\—IHnM\—IJnMMHan\
=1449+20-3-5-|HAM|+1,
innen |H A M|= 6. Mivel a hirmas metszet 1, ezért az egyiitt gyalog jir6 mese- és
szuperhGsiiket felvonultat6 képregények szdma .

20
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1L Venn-diagrammal:
Dividnak 30 képregénye van, igy
144244+15-x=30,
amib6l x =5

) Az intervallumok dbrizoldsa:
b) NK=)-1:1[, JnK=]%3]), KuL=[0;3]
) Tgen, J és L. Igen, L.

a) A megolddsok: x> -3 é x < 2. Abrazoldsuk:

) I\ =250
d) II=]-

21
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9.2. ALGEBRA ES SZAMELMELET

Betiik a i = a
@) Sn+4,neN; b) 8n+5, neN; ) 100m, n e Z\(0);
) 100n+17, ne o L, neZ, n=0; HH_ ez
3 an+3

G @) A9-cel oszthaté pozitiv egész szimokat.
b) Azokat a pozitiv egész szimokat, melyek 8-cal osztva 5-6t adnak maradékul.
) A23-1a végz6dG legaldbb héromjegy( pozitiv egész szamokat.
d) A2-nél a-val kisebb egész szdmokat (az Gsszes egész szdmot).
¢) Anégyzetszimoknil 1-gyel nagyobb természetes szimokat.
f) A 3-mal osztva 2 maradékot ad6 természetes szimok 10-ed részét.

@D ) -42xy; -4z -28n07 36x5 380z b) Tab% —6ab; —6ab; —44a'h; —4.24%

4 3869
-3 ) 70; c) -2 1) 8: = =
@ o) b) ) d) , 45 3%
@0 o) x#0; b) x#-2; o a#-3i d)x#0, x#1;
Pl u%,u 5 f;aa%,w%; 8)y#3 yE-3 y2, y#-2

Az oldalak: 2x -2, 2x, 2x+2. Akeriilet: 6x, xe N, x> |

) Mivel a=3n+2, atl fiigeden, hogy n 4-gyel osztva milyen maradékot ad, a 12-es maradék
1h|258vagyl|

=4k +3, attdl fiiggden, hogy k 3-mal osztva milyen maradékot ad, a 12-es maradék

lehet 1 7 vagy 11.

b) Az el626 esetek alapjdn, mivel a maradékok Ssszeadddnak, a lehetséges maradékok: 0-t61

11-ig minden egész szdm.

Hatvanyozas, a szamok normalalakja — megoldasok

@D a) 26<2% b) 26521% ©) 3<3% d) 215<2'6;
€) 23-33<33.24 f) 32 53%; ) 213:-5195212.515, ) 410010100 5 0100,
@B o) 2 b) 12 o) 4 d) 9; RN 18,
@D o) o*'; b) x%; ety d) b; o™ f)a*-b%
s
Qapt W
@ b) ——: o) 8 d) 49; €) —— ne,
81 lZS 16
4 4
5 w-2 i ).
8y h) 3 iy P
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Akitevok:

a)-2, ~ b)-2, - -5, 11, 40.
510
a) a* d) a-b%: o E f) ¢
4
b ) —;
2a )55
1
(1120 g S oy
516”79
BB
d) B>§§
8
2<16.
9 3<

a) 61kg=6.1-10"g=61-10"21; b)3.77-10" g=377-108¢.

a) 333-10%s; ) 8.1-10" m.

40225, 88222, eatn (44)'=8%

2007, 25345 25200 - 22007, S1035. 5900 014352572, A szorzat tehdit
k.

A szorzat ftalakithato:
1435 darab 0-ra végz
a) lgaz. Egész é
b) Hamis. A negativ szimoknak a pratlan kitevs hatvanyai negativak.
¢) Igaz. A piros kitevds hatvinyok pozitivak
d) Hamis. Lehetnek trtek is.
) Hamis. Az 1-nek minden hatvénya 1

tortszimok esetén is teljesiil

@D A wmeg: %-zo- 106 =6,67-107 kg = 667 1.

a) 33=243. b) 3* = 81-szeresére nivekszik.
@) 1,56-10'7 m. b) 1,04-10° = 1040 000-szerese.

Csak a2 s 3 hatvényai johetnek sz6ba.
Haa kihizott szdmok a
20=1, 2l=1; 2

, 23=8, 24=16, 25=32, 2°=64

Koziil kerillnek ki, akkor ~—==21 eset lehetséges.

Ha a kihizott szimok a
3¥=27, 3¥=81,

akkor 1 eset fordulhat eld.
Tehit osszesen 21 + 1 =22 esetben lehetnek a kihizott szdmok ugyanazon szdm egész kitevGs hat-
vényai.
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Egész kifejezések, nevezetes szorzatok, a szorzatta alakitas
modszerei — megoldasok

(D a) -6a%+a-3; b) b3 +3b*
d) a®~6a+6;
2) =303+ 827~ lx +4;
J) 1622210 —4;

©) =3cd®-3c>+5d +3;
f) a®~8a-23;
i) ~6a2~Ta+7;

1) 1222 - 30x - 26.

@D o) -3b+ o) -2a+1=5;
d) -3b-15a~ fla+6b=2.

EB a) a®+ 140 +49; b) 64-16b +b% ©) 49— 14b +b%
d) 92 + 120y + da; ) 1632~ 24xy + 9% £) 1000 - 60ab + 9b%
2 x‘ +6x% 4 i) 648 - 80a°b? + 25b%

h) 40— 12
35

1
Hepalge L
n T

Ul :2+4x2+y +4zx + 22y + 4
m) 9x% 4+ 4y? + 22 + 12xy - 6xz

IS
) (0,55 -6

(65~ 0,5x)"

@D a) @ +9a® +27a+27; b) 83~ 126+ 6b - 1;
©) 275+ 108¢* + 144¢2 + 64; d) 64d” - 96d° + 48cx* - 8x°;
8 16
0,125x8 + 1,5x% + 632 P
) 01255 + 1.5y + 6x° E- R
@B a) 94*-25; ©) 1662 - 4x% d) 364> - 25b%
) 25¢ - 9y% f) 25a5-1; 8) 9d* - 64; h) 4y? - 81x*%;
4
i) 49619 10035; o ai)
i) 49¢! N W5
(D a) 6a*-2a+14; b) 82— 26x +36; ©) 1267 + 64x +9;
d) 2x% +50; €) =Tb2 - 32b + 4 ) =9x2 +24x-31;
) 20 +78; ) o - 8y3 — 6ty + 1202~ 242+ 1202~ 120y

P2 -ad-6x2-2% ) % Yo x2 -2,
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(1137)
1138)

1143

a)a®-1; b) b3 +125; ) 27x3 + 64.

a) (x-1)*-4; b) (@+22+2 ¢ (@+372-8;

d) (x=4)2 +4; ) (@-572-2 1) (x+6)2+14;

g (+7?-18; h) 2 (x-4%-6; i) —(x+3)3+12;

J) —(x=6)2+37; k) 3-(x+2)2-10; ) -5-(x+22+13.

a) a-(3a*-2a+1); b) 2x-(3x2-5x+1); ¢) 4b- (b3 + 262+ Tb - 1);
d) 5x-(Tx2 +3x+4); e) 3a®(2a*-3a+1 ) 43 (22 = 6x+3);

8) Sa%b-(ab-3b*+2); h) 17ab*-(a*b + ab® - 2); i) 8a%b3-(2a® + 3b - 5a%b).
@) (@+3)-(b-2) b) Qa+b)-(x+ 1%

) @+5)-2x+y) d) @-29)(b+4);

€) (x+2)-(3a-b); f) (4x=1)-(a-2b) = (2b—a)-(1 - 4x):

8) Ba+4b)-2x+5) ) (@=4x3)-(1-50) = (@x* ~a)- (5b - 1);

i) (3a2 - 4b%)- (3 - 2x2) = (4b3 - 3a2)- (2x2 - 3).

a) (4x=5) (4x+5) b) (Ta+ 10b)- (Ta - 10b);
) (8b+3x)-(8b-3x); d) (65> = 11y%)- (6x% + 11y%);
) (=107 =(10-0)% £) (6a-T)=(7-6a)%

8 Z.Hs h) (e = 1)-(@x2+ 1) = 2x—1)-Qx+ 1)-@x2+1);

i) (A+9A' (4-9xh) = (4+9x2 ) (2+1x) @-30;

J) (2a® +7b) 6:(

1) 4x-(x=37%

n) 5x2- (2 - 4%

0) (1428 (1=x9) = (1 +26) - (1 +33)- (1 =) = (1 +29)-(1 33 (1 =)+ (1 +x 422 =
=1+ (=242 (1420 (1—x 402 (1 -0 (1 +x+27);

P)(x+5)-(r+3) @) (x=4)-(x+3)
) (432 43)- (2 - 4) = (432 +3)- (x-2)- (v + 2);

5) Qx+ 1) 1) Ga-by%;

w) 2x+39)% v) (a=3)-(a®+3a+9);

w) (x+4)- (2 - 4x + 16); x) (3a +5b)- (9a* - 15ab + 25b%).

@) (10000 - 2)- (10000 +2) = 100000000 - 4 = 99999 996:
(526+74)-(526-74) _ 600-452 _
(726+274)-(726 - 274) 1000452
¢) Legyen a=54320:
54321-54325-54323-54320 _(a+1)-(@+5)—(a+3)-a_3a+5
54323.54322-543212 (@+3)-(@+2)-@+1? 3a+5

.6;

2ab + b? kifejezésbol
a?+b%=(a+b)*-2ab=23-2-(-7) = 543,

Az (a+
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Egy polinomban az egyiitthatok osszegét megkapjuk, ha a viltoz helyére 1-et helyettesitink.
2007

Az (2 =3x+1)" kifejezés x =1 esetén:

“Tehiit a keresett polinomban az egyiitthatok sszege

Legyenck a téglalap oldalai a és b. Tudjuk, hogy

mésrészt
2-a*+2-57=1642,
24 b2 =821
Az (a+b)? = a? + 2ab + b? kifejezésbo]
2ab=(a+b) - (a®+b%) =372 - 821 = 548,
‘Tehiit a téglalap teriilete 274 cm?.

Végezziik el a kovetkezs dtalakitdsokat:
a®-b*=(a-b)-(a* +ab+b?
=(a-b)-[(a-b)+2ab +ab] = (a-b)-[(a-b) +3ab].

Behelyettesitve:
@ -b¥=2:(22+3.7)=50.

Miiveletek algebrai tortekkel — megoldasok

o Ny Ga+s)

10y-27, " 42+226-5
3-(v+57 (2x-5)-(2x+57"

il i
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a) Atbrt értelmezve van, ha 4ab? + dabe 0, azaz dab- (b +c)#0. a#0, b#0. b+c 0.
A szémldlGban két négyzet kiilinbsége dll, tehit szorzattd alakithato:
@+b-t+a?- b+ (@ +b - -a?+ b1 - )
4ab-(b+0)
_2a22-0%

a-(b-o)
4ab-(b+0) b

b) Atoriek nevez6i nem lehetnek egyenldk O-val: a2 — b2 # 0, illetve (a+ b)* #0, azaz a + b # 0.
Mindhdrom feltétel teljesiil, ha [al # |b].

lakit
ab-(a-b)  a*-(a+b) a’-2ab_ ab  a® _a®-2ab_ 3ab
(a-b)-(a+b)  (a+b? a+b a+b a+b a+b a+b’
¢) Atortek nevez

A szimlélokat és a nevezdket

k szorzattd, majd egyszerdsitsi

nem lehetnek egyenldk 0-val:
ad-ab?#0,
a-(@®-b)#0, a+ab#0, b2 +ab#0,
a-a-b)-@+h)#0; a+b#0; a-@+h)£0; b-(a+bh)#0,
Minden feltétel teljesiil, ha a #0, b#0, lal #|b|.
A zirGjeleken beliil hozzunk kziss nevezére:

b a-(a-b) (ta=b)-b a _
a-(@-b)-(a+h) a@-b)-@+b)| (ab-(@+h) ab-@@+h)|”
__b+da’-ab  ab-(a+b) _
Ta-a-b)(a+b) ab-a?-b

ég bal oldaldn dll
sitsiink, majd tjra hozzunk kozos nevezore:

6ab-a?-90> _ a-6b a a-3ab-6b
3b a?~6ab+9b* " 3b a
(—bbys 438 =6b_—a+6b+a=3ab—6h _3ab
3b 3b )

b) A mdszer ugyanaz, az els6 nevezs szorzatd alakitdsa:
@-a*-a+l=a’-@@a-D-(a-D=(@-D-@-D=(a-172 @+,

Eat beirva egyszerfisithetiink az els6 zirsjelben:
4a®-1 (-aP _ 4a*-1 _(Qa-1)-Qa+l)
@-12-(a+l) a a-(a+1) a-(a+l)

[0)

A mésodik zdrGjelben legyen a kozos nevezs a-(a—1)-(a+ 1), ekkor
da-(@+)-2-(a-1)-8a_ _da®-6a+2
a-@-1-(@+1) a-@-1-@+n)’

@
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A szimldlot alakitsuk szorzatid:
4a%-6a+2=4a>~da-2a+2=4a-(@a-1)-2-@a-1)=
=(@-1)-(4a-2)=2-@-1)-2a- 1)
Ezt (2)-be befrva egyszertisithetiink:
2-@@-1)-Qa-1)_2-Qa-1)
a-(a-1)-(a+l) a-(a+l)’
(1) és (3) alapjén az eredeti kifejezés:

L@@+l _2a+l
2-Qa-1) 2

B Alakitsuk t a bal oldalt:

Egyszerfisftések utdn:

A feltétel szerint: —6, amib6l a = 4b kovetkezik.

b
Behelyettesitve a kiszimitandé tortbe:

@ a) 4-re végzidik. b) 2-te végzodik. c) 1-te vagy 6-1a végzodik.
D) a) Ha n oszthaté 4-gyel. b) Nincs ilyen n.
) Ha n =4k +2 alaki természetes szdm.

: b)x=147. ¢ Hay=0,x

), x=7. Hay=5, x=2.

@) 18a—6b=14a+2-(2a~3b).

8a-3b=2:(a+b)+(6a~5b).

D @) Az utols6 jegyek osszege: 6+4
¢) Mindegyik hatvényalap oszthat 3-mal.

@D o) p

b) Csak piiros lehetne p, de a 21 nem prim, tehdt nincs ilyen primszm.

b) Ahatvinyok dsszege S-re végzodik.
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1163)
d) *.

164]

(1166]
m
(1170]
1171
1173

1174

p=2, 35 vagy p=2, g=11, r=17.
360 =23-3%. 5; 3750 =2-3-5%. A 360-nak 24, a 3750-nek 20 oszt6ja van.
b) 243252 = 3600; ) 223 =324;
€) 32:5-7=315; ) 25-52-17 = 13600;
) 223353713 = 1228500
2 13
a3 Vs i
L% %o 100 17:0%
{a: b =a-b.
=5:10; 15; 453 30; 90.
a) 115; b) 581 ©) 742 ) 95285.
) 11110100100,; b) 303115; ©) 130205,

1001,=9 < 1023 = 11 < 235= 13 < 22, =16 < 101,=17 < 315=19.
10010110, = 4105,
Az bsszeadds helyesen: 31245 +102325 = 134115,

Mivel 21600 =25-33. 5’ ésa i minden kitevé péros,
ezért a megfelel osz
fgy a hinyados valgban ncayzcnzam

43057 = (22.3:5)7 = 607

A d0-re végz6d6 szim oszthaté 10-zel. Ha egy szdm négyzete lenne, az a szém is oszthat lenne
10-zel. De akkor a négyzete 100-zal is oszthatd lenne, ami nem teljesil.

Legyen alépesok szima n. Ezaszima 2. 3, 4, 5, 6 whbszoriseinél 1-gyel kisebb. A fenti szimok
legkisebb oz tbbszordse 60, tehdt 60|n 4 1, azaz n + 1 = 60k, ahol k & N*, mésrészt 7|n.
Alegkisebb ilyen tulajdonsigd szamot keressik.

Legyen k=1, ekkor 1= 59, de a 7 nem osztdja az 59-nck.

Ha k=2, akkor n=119=17-7.

Tehit a legkiscbb megfeleld szim a 119,

Amikor Tibor n éves, édesanyja 28 +n éves. n|28 + n, ezért n|28. Tehdt Tibor életkora akkor
lesz ost6ja az édesanyjdénak, ha 6 1, 2, 4, 7, 14, 28 Gves lesz.
a) Hamis. Ha egyik szdm oszt6ja a mésiknak, akkor a legnagyobb kozos 05746 a kisebb szdm.
b) Igaz. A legkisebb koziss t6bbszoros legaldbb akkora, mint a nagyobb szdm.

) Hamis. A legnagyobb kozos osz16 csak a kozos osztdknak tobbszorose.

) Igaz. Mivel alegnagyobb koz6s 0516 mindket szimnak os716j, e2ér a bbszoroseiknek is.
e) Tgaz. Ha a két szmnak Sje, akkora k.
f) Hamis. Példdul 11 +2=
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A négyzetszimok primtényez0s felbontdsdban minden kitev pdros, a harmadik hatvnyban a kite-
vok oszthatok 3-mal.
Mivel 2 0,23 =6, akeresett legkisebb szdm csak a 2, 3 és 5 primtényezGket tartalmazza.
A szim primtényez0s felbontésiban a 2 kitevdje pératlan, és 3-mal osztva 2-t ad maradékul, a leg-
kisebb ilyen
A3 kitevdje péros, és 3-mal osztva 2-t ad maradékul. A legkisebb ilyen szdm a 2.
Az 5 kitevdje piratlan, és 3-mal oszthatd. A legkisebb ilyen szdm a 3.
Tehit a keresett szm:

]

25.32.53 =36000.
Ennek a szimnak (5 + 1)+ (2 + 1)+ (3 +1) = 72 osztéja van.

Az Bsszeget rendezziik négyes csoportokba:
T+ T+ T 4T
ST+P+PHTY+ T T+ PP +TY 4+ T T+ T4 P 7Y
SA+T+P+T) (14 T+ B w7904,

Mivel
T+ T+ 47427449 + 343 + 2401 = 2800,
ezért az sszeg utolsd ket szimjegye 0.

Szimoljuk 6ssze a szimok oszAdit:

1040 =240. 5% ehit 41-41 = 1681 osztGja van,

20%0=290.5%, tchiit 61-31 = 1891 oszi6ja van.
Mindkét szdmndl figyelembe vettik a kozos osztdkat, ezeket el kell venniink. A legnagyobb kozos
05216 2% 5%, amelynek 41-31 = 1271 osztGja van. Tehit

1681 + 1891 - 1271 = 2301
olyan pozitiy egész szdm van, amely osz16ja a fenti szimok valamelyikének
Képezziik a kivetkez6 1-es szimjegyekbl dlI6 szamokat:
Ay=1; Ay=11; Ag=111 o Ay = 111111 (2001 jegy).
Ha van kozoutik olyan szdm, amely 16bbszorose a 2001-nek, akkor az dllitist beldtuk.
Ha nincs megfeleld s stttk két olyan (pl. A; és Aj)‘ amelynek 2001-gyel
osztvaa maradéka mcnc«ycz.k Kepezzilk A; és A; killonbségét, ha i >
- A= .. 111000...000 (i - j darab 1-e: m]:gy)
Eza kilinbség a megfelels scimiezyekbal il s oszihats 2001-gycl.
A7, 8 65 9 legkisebb kizos bbszorise 7-8-9 = 504. Ha a keresett 3 jegyd szdm x, akkor
504]523000 + x.
Osszuk el maradékosan 523 000-t 504-gyel
523000 = 504- 1037 + 352.

Tehit
x=504 52 vagy x=2:504-352

a kisvetkez6 megfelel§ szim mdr 4 jegyd.

A megoldds:

523152 és 523656
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Az Gsszeadandok 3 jegylek, az Osszeg pedig 4 jegyd, tehdt C= 1.
Ha az utols6 tagok osszeaddsindl A+ 1 <5, akkor B=A+ 1 (6 D=A+2),
~Ha (D=) A+225, akkor A =3 vagy A =4, az utébbi ellentmond az elsG feltételinknek
Ha A=3, akkor B=4, D=0 és £ = 3, ami nem lehet, mert kilonbozo betdk kilonbiszs
\uimukal jelolnek.
228 St 2 e A O e i =
Thaas 2, akkor B=3, D=4 és
1L Ha az utolsd tagok dsszeaddsdndl A + 1 25, akkor A=4, B=0, D=2, de E=4, és ez
cllentmonds.
Tehit az dsszeadds helyesen:

C. ami nem megfelel,

2315+ 3125 = 1043,

Vegyes feladatok — megoldasok

@M A=5<B=6.
2a+3 6x-1 4
@Ba)————— b———— o—; d) 4.
Y@@ ) Eveey Y aes &
@ o> nit 92
a-b Xty
a) 21 b) 27160, ) 27100, d)2™8;
@D o 11110, 1010, < 1114
2 2
b[2] “ 812422 2337,
7) 25 25(26 8
b) 233 ;
d) 2°-3:3 2 576=24%

e) z‘ 3.2:32=1728=12% 3, [54; 96] = 3%-25 = 864.

d) 1gaz.

a) lgaz. b) lgaz. ) Hamis, x-y
¢) Hamis.
Afeladat az 1800 és 6000 legnagyobb kozos osztjnak megkeresése:
1800=23.32.52 és 6000=2*3.5%
(1800; 6000) = 2*-3 -5 = 600.
[ A firdGszoba oldalai a 60 cm t5bbszorosei.
Az 54000 lehetséges oszt6pirjai koziil csak a 60-900 és a 180-300 felel meg.
Az elsG nem lehet egy fiirdGszoba mérete, tehdt a fiirdszoba oldalai 1,8 m és 3 m.
15 ) A7300 m teriletd futballpdlydn koriilbeliil 8.76- 10% fiszdl nG.
b) Eurépa teriiletére 147+ 10° futballpdlya féme el.

31
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A derékszogii koordinata-rendszer, ponthalmazok — megoldasok

fED=12; f0)=6; f(1)=2: f(2)=0; f3)=0; f(4)=2.

@B o

fED)==24; f0)=-6; f()=0; f2)=0; fB3)=0; f(4)=6.

@D o

Linearis fiiggvények — megoldasok

@D o

¥

ly=2x-1

b)

i

y=-5cs7

n

1
year2
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y
\ J =2-(r+2)=3-(x+1)

@D a) x> x-4; b) x> -x+2; €) x> 2x-3;

d) x> dx— 4 o) x> -3r+5; P sox-l;

D xe3; mAH-g-xu, m»—)-%-”z.
a) P & R illeszkedik f()-re, Q nem. b) P és Q illeszkedik g(xv)-re, R nem.

©) R illeszkedik h(x)-re, P és Q nem.
Az f(x) = ax + b egyenletbe helyettesitve a két pont koordindtit, a kovetkezs egyenletrendszert
Kapjuk:

Az egyenletrendszer megoldisa:

-3a=-2a = a=3 & b=
Akeresett hozzrendelési szabdly: x> 3x 6, a meredekség: a
Az x tengelyt (x; 0) pontban metszi, azaz
-6 = x=2.
Az y tengelyt (0: y) pontban metszi, azaz

y=3-0-6 = y=-6.

Akeresett metszéspontok tehdt: (2; 0) és (0; -6).




a-2+b

-2a =

Tehit az f fiiggvény képlettel megadva: f(x) =

€ A kétaut6 2,4 éréval az induldsuk utén taldlkozik.

D A ket jarmii A-161 120 km-re taldlkozik, induldsuk utdn 2.4 6ra milva.

a-(-)+b = b=2+a

= b=

@B o)

-2a

}

A
-
=
| 6
o
Az itérték-fiiggvény —
¥ b) ¥ <) ¥
H H !
y=lxl+1
: : J=ix=al
J\1Y:\x\—z
S = s
@ o 7 n 7
s B
M Hik -

7
5
.
J'

3a
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o " ) N o
: :
yelxtl-2 yalEeles yalz=41=3
. i
- =
i 7 ) - y 7
y=21x1\ ¥ y=21x-1\" y=l2x-3I\
. :
; i = T T
L 5 L
<) ¥
ot/
e
-
B
n z

-n
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D o) x> lxl-1; b) x> =lxl- o) x> lx-20; d) x> |x+3l;
x> lx+dl-2 fHxolx-31-3;  gxo-lx+2l+4 W) xo-lx-dl+2.
D Mivel ,
=] ® haoxz0, ]
Tlex ha x<o, o
ot i

S
e

mﬁﬁ -1, ha x>0,
T L mox<o

(D A fiigavény grafikonja az dbrdn ldthat6.

fy=]li-3]-2]

D Ha x=0, akkor az egyenlség igaz.

Ha x>0, akkor |x|=x, fgy %"l + 240=x2 tehit az egyenl6ség igaz.

2
Hax<0, |x|=-x, fgy (%I‘I] +[— 2, tehdt az egyenldség igaz.
a) » L] ”
ixi=0 =iy}
b |
)
Ixl+lyl=2
3
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a) P b) 7 ) "
= =3
i W/ in-ixi=1
i T T
Ioeylsly-xiss
A mésodfoka fiiggvény — megoldasok

a) Enékkészlete: [2; oof. ¥

Zérushelye: nines.

Menete: | -eo; 0]-ban szigoriian monoton csskken; s

[0 o=[-ban szigordan monoton nG. LLLD

Szélstértéke: minimuma van, helye: x= 0, ériéke y=2.
Paritdsa: piros fiiggvény.

b) Jellemzése az a) feladathoz hasonldan torténik.

az a) feladathoz hasonléan orténik.

d) Enékkészlete: |-e0; 4].
Zérushelyei: x= -2 és
Menete: | -eo; 0]-ban szigordan monoton

[0: e[ -ban szigordan monoton mkkcn.

Szélstértéke: maximuma van, helye: x =0, értcke y= 4.

Paritds

piros fiiggvény.
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e) Jellemzése a d) feladathoz hasonlan torténik.

£) Jellemzése a d) feladathoz hasonlan torténik.

) Ertékkés
Zérushelyei: x=-1 és x=
Menete: |-co; 1]-ban szigordan monoton csokken;

13 oo -ban szigortan monoton nG.
SzélsGértéke: minimuma van, helye:
Paritdsa: nem piros és nem piratlan figgvény.

. éricke

h) Entékkészlete: ]-eo; 1].

2]-ban szigordan monoton ng;

; oo -ban szigortan monoton csokken.
SzélsGértéke: maximuma van, helye: x =2, értéke y
Paritdsa: nem piros és nem pératlan figgvény.

i) Jellemzése a g) feladathoz hasonléan tirténik.

V=i

i
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J) Jellemzése a g) feladathoz hasonlGan torténik.

k) Jellemzése a g) feladathoz hasonlan torténik.

1) Jellemzése a g) feladathoz hasonléan torténik.

a) Enékkészlete: [
Zerushelyei: x= -2 6s.
Menete: [~3: 0]-ban szigordan monoton cskken;
[0: 3]-ban szigorGan monoton nG. 9
Saeliinekel NG e =0/ eitery = 4, E
3 helyen értcke: y
3 helyen értéke: y,

Paritdsa: piros fiiggvény.

b) Jellemzése az a) feladathoz hasonléan torténik. 7




) Enékkészlete: [0; 12].
Zérushelye: x=0. i
Menete: [~2; 0]-ban szigordan monoton

[0; 2]-ban szigordan monoton nG.

y=lax-x2|
B
d) Jellemzése az a) feladathoz hasonlGan orténik. 1 y=[eiort]
B
2
RO e B B

e) Enékkészlete: [0;7].

Zérushelyei: x; = |22 -3 +1x -1

2
|+J'

helyen értéke: y,

n=

helyen értéke y,

maximumdnak hclye x=-1, értéke
Paritdsa: nem piros és nem piratlan figgvény.

7.

40
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) Mivel
Ixl x, ha x20,
—x ha x<0,
crént R
b x20,
_—.
el {712, ha x<0.

Entékkészlete: [-4:4].

: piratlan figgvény.

@B o) x> x*-1; b) x> -x+5; €) x> (x =4
d) x> —(x+2)% ) x> (x4t 1)I-2 f) x> —(x=5)%+3;
8 xP2:(x+1)2-5; h)x»—»%-(x+2)274; i)x»—)féﬂ(xf3)2+2.
@B a) y b) y <) "

/\v:xmm—s
2 =2 | x+11-1
-

a)x=3 é x=4; b)2<x<T; ¢) ~4<x<-lvagy | <x<4;

&) xe R\V{0:4); e)—ls:slvagyxs—% vﬂgy.wzg.

a
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B a) Azegyenldtienség: (v-3)- (v +2)20.

Legyen f(x) =x=3 é g()=x+2. Az f(x) ;’m
zérushelye x a g(x) zérushelye pedig =
2 helyen van. Mindkét figgvény szigo- W © °
an monoton nG. o © ®
g © °
Akeresett megolds: x < -2 vagy x23.
b) Az %so egyenldtlenségnek akkor van értelme, ha x# 1 6s x#2.
-
Legyen f(x)=x—4 és g(x)=x+ 1. Az f(x) ;
zérushelye x =4, a g(x) zérushelye pedig 4’{;2 3 = = 2
x=—1 helyen van. Mindkét fiiggvény szigo-
an monoton %MQMW&
Legyen h()=2-x és () =x~ 1. A h(x) : i :
zérushelye x =2, az i(x) zérushelye pedig f:z g‘ g g g g
x=1 helyen van. h(x) szigorian monolon  papee @ g5 =

cstkken, i(x) szigoriian monoton nG.
Alkeresett megoldds: x< 1 vagy 1 <x<2 vagy x24.

Az f fiiggvény piros, igy grafikonja szimmetrikus az y tengelyre.
Ha x>0, akkor

()20 minden ~3 < x <3 esetén teljesiil.

. 9a +3b + ¢ = 10. Innen

D Ha f()=ax’ + bx + c alaki, akkor a fellelelekbul c=la+b+e=
a=2,b=-3, c= 1, tehit f(x) = 22

@ Alabda 10 misodpere milva esik le, és 5 misod-

perc milva jut a legmagasabbra, 25 méterre. np]
®
“
T W )
sy
B Az dbra jeloléseit felhaszndlva:
T = max?

48=a+a+b = b=d8-2
A kert teriilete:
T=a-b=a-(48-2a) = 48a - 2a>.
Ennek keressiik a maximumt, Teljes négyzetté alakitds utén kapjuk:
~2-(a-12)>+288.
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Ez akkor maximdlis, ha csak 288 az értéke, teht ha a = 12, amibGl b= 24. Ekkor:
s = 12242288 m2

Tehit ahhoz, hogy a kert lis teriiletd legyen, a téglalap a=12m é b=24 menek

kell lennie.

12;

) Jeloljiik az egyik részt x-szel. Ekkor az x- (40 - x) szorzat maximumit keressiik. Alakitsunk
teljes négyzetté:
X+ (40 = x) = —x% + 40x = —(x — 20)% + 400,
Ez akkor maximalis, ha csak 400-zal egyenlG, azaz x = 20. Ekkor a két rész egyenls.
b) Jeliljik a szamot y-nal, az egyik részt x-szel, ahol y > x s x,y> 0. Ekkoraz x-(y ~) szorzat
‘maximumdt Keressiik. Alakitsunk teljes négyzetté:

>
x (y—x7=—x:+x»y=_[,\—) 2,

dfokii fuggv:nyn:k maximuma van, p < 0. Ekkora mdsodfokii figevény képe egy

. ahol a maximuma van, a kovetkezd helyen van:
405_9
2p 4

Ebbol 2p% +9p - 81 = 0, tehit p; =
a fiiggvény:

vagy py=~9. Csak az ut6bbi johet szdmitdsba, ekkor

F) =952 440,50~ 12, j{%]: 33,5625.

Mivel

=52 46x-10,
ezért
) =2x4 4+ 323 - 5x2 - 6x - 10,
ley

S =204 52— 10 & h(x) =327 +6x.
Afiiggvény grafikonja az fbrfn lithato.
A figgvény péros, mert /() =/(x) az értelmezési tartominy
mmdcnclcmc f(x)=0 akkor és csak akkor, ha [x|=1és x| =3.
Mivel f( )2 - 162 16, f(x)-nek az |x| = V5-nél van
mlnlmuma itt /(J') 1(-3)=-16.
Maximuma: £(0) = 9.
Az f(x)-et értelmez6 kifejezést alakitsuk teljes négyzeué:
f()=(x2-4)? - 25,
Mivel egy szdm négyzete mindig nemnegativ, f(x) 2 25 és itt
az egyenlGség csak akkor igaz, ha x? -4 =0, & x2 = 4-b61
. mivel a feladat feliéele szerint x> 0. Az f fiiggvény alegkisebb
énékéttehita 2 helyen veszi fel, Gs it az énéke —25.
Alegnagyobb értékét a 3 helyen éri el az £, és f(3)=0.
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A négyzetgydkfiiggvény — megoldasok

) a) Enékkészlete: [-3;-1].
Zérushelye: nincs.
Menete: [0; 4]-ban szigorian monoton ng.

SaélsGénckei: minimumdnak helye: x
aximuménak helye:

b) Jellemzése az a) feladathoz hasonléan torténik.

) Entékkészlete: [0;2]
Zérushelye: x=2.
Menete: [-2; 2]-ban szigorian monoton cskken.
SzélsGértékei: minimumdnak helye: x =2, értéke:
maximuménak hel -2, értéke: y=2.

d) Jellemzése az a) feladathoz hasonléan torténik.

¢) Jellemzése az a) feladathoz hasonlan torténik.

/) Ertékkészlete: [3:4].
Zérushelye: nincs.
Menete: [~2: 3]-ban szigordan monoton cstkken.
SzélsGértékei: minimuminak hely

maximuménak helye:
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) Entékkészlete: [0; 1] 5
Zérushelyei: x, = -1 & x,
Menete: [~1: 0]-ban szigorGan monoton ng;

]-ban szigordan monoton csikken.
SzélsGértékei: minimumai: x, =1 helyen értéke: y, = 0;

xp= 1 helyen értéke
maximumnak helye:
Paritdsa: pdros fiiggvény.

) Az eredeti hozzfrendelési szabdly dtalakithat6: x|~ 1]. 7
Ertékkészlete: [0; 3] yA 1y a2
Zérushelyei: x, =1 és x,= 1. .

Menete: [~2; ~1]-ban szigordan monoton csikken;
[-1: 0]-ban szigordan monoton né;
[0: 1]-ban szigorGan monoton csokken;
[1; 2]-ban szigorGan monoton né.

(ékei: minimumai: x, =1 helyen értcke: y;
ma 1 =2 helyen éréke :
helyi maximuma van az x = 0 helyen, ériéke

piros fiiggvény.

1 helyen értcke:
2 helyen értéke:
b

b) 3
o) x=8.
Afiiggvény hozzfrendelési szabdlya ftalakithat6: 7

vV ar 4 X8+ 16=

=+ 2 - Jr - =lx+ 2] - lx -4l
Entékkészlete: [-6:6]. —;;—' BT
Zérushelye: x=1 5
Menete: [-3; ~2]-ban konsta
[-2: 4]-ban szigoriian monoton nG; 8
]-ban konstans. y= )

Szélstértékei: [-3; ~2]-ban minimuma, éréke: y =
-ban maximuma, értéke: y = 6.

A fiiggvény hozzrendelési szabdlya dtalakithato:
y=x + - 27 =lxl 4l -2l

Alegkisebb érték a 2, amit a [0; 2]-ban vesz fel.
Alegnagyobb érték a 4, amita 1 és a 3 helyen vesz fel.
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b)

y=1+dk

@) x+120, azaz x2-1;
b) x-x?20, azaz 0<x< 1;
©) 24x-x220, azaz -1 Sx<2;
d) ~x20, azaz x<0, é 2+x>0, azaz x> -2, tehft -2 <x<0.
Pitagorasz tétele alapjén az OPQ hiromszoghGl 12+ = 1, innen
(figyelembe véve, hogy y 2 0):

y=-%
Afiigavény grafikonja tehit egy O kizéppontd 1 sugard félkor, ahol
a félkor pontjai az y> 0 félsikban vannak.

Afeltételtirjuk dt fgy:

ysT-x2+2.

Az 1234. feladat megoldisa alapjdn —1 < x< 1, és igy a keresett
pontok halmaza az brin ldthato.

Az adott feliételt igy irhatjuk 4t ekvivalens dtalakitdssal:

1
>l

y 2 o ;

Sle-1l-.

Y 2

A megfelel pontok halmaza az dbrdn lithat6.

Abrézoljuk egy koordil dszerben a kvetkezd fii
xV10-2x, x<5 (1)
xx-l, x$5 Q)
Vegyik észre, hogy mivel a bal oldal csak nemnegativ lehet, ezért
a jobb oldal is! Tgy sziikséges még megjegyezni, hogy x~ 120,
azaz x> 1. Mivel az (1) cskken, a (2) nG, legfeliebb egy eysk van.
Az bl leolvashat6 és konnyen ellenGrizhetd, hogy x=3 j6 gyok.
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@D A kovetkers fiiggvényeket dbrazoljuk:

xoVE T x5

xx-l, x2—o.

Abal oldal esak nemnegativ Iehet, ezért a jobb oldal is: x> 1.
A fiiggvények tulajdonsigai miatt csak x = 4 j6 gyok

Az alibbi fiiggvényeket dbrizoljuk:
x5-02 x2<5;

Xkl

Abal oldal csak nemnegativ lehet, ezért a jobb oldal is: x2-1.
Afiiggvények tulajdonsdgai miatt csak x = 1 az egyetlen j6 gyok.

Linearis tortfiiggvények — megoldasok
a) A [-2; 1[-ban és az ] 1; 3]-ban is cskken, nincs sem legnagyobb, =

sem legkisebb értéke.
Zérushelye nincs.

b) A [-3;-2[-ban és a ]-2; 1]-ban is nG, nincs sem legkisebb, sem 5
legnagyobb értéke.

Zérushelye nincs.

¢) A [1:2[-ban és a ]2; 5]-ban is csokken, nincs sem legkisebb,
sem legnagyobb értéke.

3

Zérushelye:

a7




d) A[-6:-3[-ban ésa ]-3:0]-ban
sem legnagyobb értéke.

) A [-2: 1[-ban és az |1 4]-ban is csikken, nincs sem legkisebb,
sem legnagyobb értéke.

Zérushel

) A [-3; 1[-ban és az ]1; 2]-ban is nG, nincs sem legkisebb, sem
legnagyobb értéke.
Zérushelye nincs.

2) A [-1:2[-ban é a]2: 5]-ban is nG, nincs sem legkisebb, sem
legnagyobb éricke.
Zérushelye: x=4

h) A [-2; 1[-ban 16, az ]1; 2]-ban cskken, legnagyobb értéke
nings, legkisebb értéke ~2-nél van, és ez %
Zérushelye ninc:

[HEH IS S
S [T
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a) A fiiggvény hozzirendelési szablya dtalakithat6: 7
1

2+

y=

P

[-ban és az ]1; 3]-ban csokken, nincs legnagyobb

és legkisebb értéke sem.

Zérushelye: x= ; £l \ ) 7
b) Afiiggvény dtalakithato: 7

¥

A [-1:0]-ban n6, a [0; 3[-ban és a ]3; 4]-ban csikken,
legnagyobb és legkisebb értéke.

Zérushelyei: x; = % 0=

¢) Afiiggvény hozzirendelési szabilya talakithato: o

A [0;2]-ban és a ]3; 5]-ban esikken, a [2; 3[-ban nG, legkisebb
éntéke 0. ezt a 2 helyen veszi fel, legnagyobb érke nines. |
Zérushelye: x=2.

d) A fiiggvény hozzirendelési szabilya dtalakitha 7
R-Txsl2
S e —
o8+ 16 x4

A [2: 4[-ban és a J4; 6]-ban cskken, nincs legnagyobb s leg-
kisebb értcke.

_R-Txet

=t

Zérushelye: x=3. E 2\4 I

u;x>3é>f-;<x<—2; b)x

©)2<x<6; d) x>-1

)= — =11, x0x21; SUE) =5 x20,x21
o
=

a9
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QD Alakitsuk it fgy a fiiggvényt értelmez6 kifejezést:

f(x)=£+i, 1Sx<6.
Ty

Az x »—)% & x> figgvenyek grafikonja segitségével konnyen
x
vizolhatjuk f grafikonjdt.

Lithat6, hogy §+ 422, mert 4x> 0-val szorozva és rendezve ezt kapjuks 2~ 81+ 1620,
X
azaz (x-4)* 2 0, ami igaz 6s a Iépések megfordithatk.

8 Abrizoljuk az aldbbi fiiggvényeket: / B i

2
x> = xe-1
Tl xwl y
xox
A grafikon alapjdn vildgos, hogy x> 1 esetén igaz az egyenlGt- B %
lenség.

@B o
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216 ag=1+ sokkal konny(

Az f() =
a megfelel grafikonokat dbrdzolni:
@) f(x)=g(), ha
b) f()<g(), ha ~1<x<0, vagy 1 <x<2;
©) f(@)>g(0), ha x<-1, vagy 0<x< 1, vagy x>2.

Az egyenletet gy is frhatuk:
2:(x2-y) + ey - 12=0.

Mivel (x2 - P06 (2xy = 1)> 2 0, az egyenl6ség csak lgy
teljesiilhet, ha

[0}

@

on azokat a P(x: y) pontokat, amelyeknek
Koordindti kilégik (1)-¢t és (2)-t.
A megoldsok:

(0 Adjuk ossze a két egyenletet:

Az egészrész-, a tortrész- és az eldjelfiiggvény — megoldasok

1252 W07} b) <)
1o 4 4
N 0 e a4
B, s b B
o - AL 2 e
B A B I N

ol — | 2

- i — |a =

o “ o

51
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Vegyes feladatok — megoldasok

5 a) Afiiggvény a [-3;3]-ban n6; a —3 helyen minimuma van, minimum értéke —4; a 3 helyen
maximuma van, maximum értéke 2; zérushelye: x =
0]-ban csikken, a [0; 3]-ban ms a -3 helyen maximuma van, maximum
énéke 3; a 0 helyen minimuma van, minimum énéke 0; zérushelye:
o) Afu«ovcny a[-3; 1]-ban nG, az [ 1; 3]-ban csokken; a -3 helyen minimuma van, minimum
: az | helyen maximuma van, maximum értéke 2; zérushelye: x, =0

52
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d) A fiiggvény a [-3;-2] és [1; 3]-ban cstkken, a [-2; 1]-ban n6; minimuma van a -
és 3 helyeken, a minimum értéke 0; maximuma van az 1 helyen, maximum értéke 2; zérus-
helyei: x, =-2 és x,

) A fiiggvény a [-3: 1] és [1; 3]-ban n6, a [-1: 1]-ban csokken: az 1 helyen minimuma van,
minimum értéke ~2; a ~1 helyen maximuma van, maximum ériéke 4; zérushelyei: x, =-2

f)A'ugnvenyn[ 3;-1] és [0; 1]-ban n6, a [-15 0] és [ 1; 3]-ban csikken; a 3 és 3 helyeken
minimuma van, minimum értéke ~1; @ ~1 helyen maximuma van, maximum éricke 3; zérus-

3]-ban csiskken; a 0 helyen minimuma

) Afiiggvény a [-3;
2 helyen maximuma van, maximum éréke 2; zérushelyei: x, =3,

van, minimum éricke

=1, 5=1
h) Afiiggvény a [~
helyeken minimuma van, minimum értéke —1; a
éntéke 1; zérushely 2

D a) Az f fiigavény grafikonja az

], [-1: 1] és [2: 3]-ban csikken, a [-2; ~1] és [1; 2]-ban nG; az 1 65 3
& 1 helyeken maximuma van, maximum

~lx+5l+3, ha x<-2,
VX2, ha x2-2

Fi[-9:2] 5 R, 1) ={

b) A g fiiggvény grafikonja az dbrén lithato:
2:(@4-x), ha xzl,

:R-R, g(0)= 5
kR {(XH)'. ha x<l.

@ o) f: x>

I
R 8
Nines a koordindta-tengelyekre illeszkeds pontja. )
el L
EmmE
b gxms v
Nines az  tenglyre lleskeds ponga. (et konstas iggvény, e En T A
és pirhuzamos az x tengellyel.)

Az y tengelyre illeszkeds pontja:

©:5).
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) h x> —dx
A koordindta-tengelyeket
és y tengelyekre illeszkeds pontja: (0; 0)

0; 0) pontban metszi. gy az x

R

Az x tengelyre illeszkedS pontja: (3; 0).
Az y tengelyre illeszkeds pontja: (0; ~2).

ixm2-2x = s 22
3 4

Az y tengelyre illeszkedS pontja: (0; 2).
Azx & pontjdt szdmoldssal hatds juk meg.
Az y=0 helyen x értéke:

X422 0=

Az x tengelyre illeszkedS pontja: [% 0]
1
kxes =-lx-2]
f)kx 7
Az x tengelyre illeszkedS pontja: (2; 0).
Az y tengelyre illeszkedd pontja: (0; 1).

g lxVI-x = x> TG x<3
Az x tengelyre illeszkedS pontja: (3; 0).

Azy

Az x=0 helyen a fiiggvényérick:
y=¥iTx = y=V3

Az y tengelyre illeszkedd pontja: (0; v/3).

dmoldssal hatd meg.

&)
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a) fix) €) fo0);
d) fy(x) 1) fax);
2) K0, i 3i-Dpon; i) x=5 helyen;
j) m =0, mert konstans; k) i) =3 1) igaz.

1) Az adott intervallumon dbrizolva a fiiggvényeket:
) a(x) minimumdnak helye: x=6, ~értéke:
maximumnak helye: x =3, énéke: y =
ax)>0: xe [-3;0[-on. o
b) b(x)-nek nines szélsGércke.

b(x) > 0: nincs megolds.

© et minimuminak elye: =2, &
maximuménak helye: x =3, ért

>0 xe [-3:6]\(2}.

el
ant
d) d(x) minimuménak helye: x=6,  értcke: |
maximuminak helye: x =1, érnéke: @
d(x) > 0: nincs megoldis. i

e) e(x) minimuménak helye: x =
maximuminak helye: x= 6,
e(x)>0: x e ]-3: 6]-on.

(1261

Afiiggvény grafikonja az dbrn lithat6.

x2-6r, ha x<3,

f[0:6] 5 R, fo=1 1. ha x=3,
X ha x>3

a) Afiiggvény zérushelye: x = 0.
b) A fiiggvény negativ, vagyis f(x) <0 a ]0; 3[-on. 1
) Afiiggvény n6 a ]3; 6]-on.

Az dbrérd] leolvashatok az értékek:
f@=-3

Je

f@

=0 =-5 & x=5;

f=1 6;
Afiiggvény piros.

2 & x=2;
-1 6s x=1

y=lii-2|-3
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(B Bontsuk fel az f(x) =|x~ 2] - |3~ x| fiiggvényiinket két fiiggvényre:

x-2, ha x22, et
~2l= ey *
l=2l {—(x-z). ha x<2 T e
~x ha x<3, =

3 ha
I3_x"{7(37x), ha x>3.

Az dbrézolt intervallumok segftségével f dtalakithat6:

5

-1, ha x<2, =
fW={2x-5 ha 25x<3, s
1, ha x23. o

Ezutén a kérdések konnyen megvalaszolhatok.
@) f@)= 1, fQ) =1, fO) =-1.

b) Az 1 éntéket a [3; o[ -ban veszi fel

¢) Csak a 2~ 5= 0 egyenletet kell megoldanunk:




FOGGVENYEK

a) gy ) 7

y=xt

y=-21xl+3

2<x

~1<x<1, azaz [-1:1]; —1<x<2, azaz [-1:2];

d)

8!

(e

2<x<3ésd<x<s,
azaz ]2;3[ U 4; 51

mlmmukaem ik
2430~ )-=
Ez akkor minim

aki
® +900 - 60x + ~60x+900 =2 (v—l5)'+450
ha x = 15. Tehit a 30-at két egyenl részre kell osztani.

Akét fiiggvény hozzdrendelési szabilya:

o=+l &

A hdromszog alapjdhoz meg kell hatdroznunk az f(x) és a g(x) zérushelyét:
f)=0, 0=x+1 = x=-1,
1

Ahdromszog alapja tehdt 1+8 egység hosszi.
A héromszog teriilete:

@D x+x2=(x+05)?-0252-025, x=
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Az OAB hiromszog teriiletére felithat6:
OA-0B _(2+a)-(1+b)
Toaps == —=

Mivel QAPA ~ RPBA, ezért:

Visszahelyettesitve a teriiletre kapott kifejezésbe:

{242 »(l+b)=1- 2426+ 242)etebeliiz2rpe L.
b, 2 b b b

Ekkor keressitk a 2+b +% minimumt, ahol b > 0. Mivel b+ % 22, ennek legkisebb éricke 2.

fgya 2+b+ % akkor minimdlis, ha b= 1 és a = 2. Ekkor a teriilet:

0A-0B_4
Toans == 3

A és B koordintdja: A(4; 0) és B(0; 2), a megfeleld egyenes egyenlete: y= 7% “x+2.

fa=-1=22 fx+ D=f(x+2)-1)=(x+2)% xeR.

a) flx)=
b))

b) f) =x, x20;
1

O fw=-Vx, x20; d) [ L x#
Tex
o) fw ===+ xe[0;1]; Hf'w=Vi-22, xelo;1].

a) A fiiggvénynek legnagyobb értéke nincs, legkisebb értéke 2, ezt az [1;3] intervallumban
veszi fel.

b) Abrézoljuk a fiiggvényt:
2-5

x> L0sx<1
x-2  x-2

A fiiggvény n6. Minimuma a 0 helyen 2,5, maximuma pedig

az 1 helyen van, értéke 3.




FOGGVENYEK

) Abrézoljuk a fiiggvényt:

- ,=1<x<2.

2 x+2

A fiiggvény né, minimuma a -1 helyen 0, maximuma pedig
a2 helyen van, értéke 0,75.

Gyoktelenilsiik a szimlflot és egyszertsitsiik:
—Z
=
Ha -% <x<0, akkor a bal oldal negatfv, tehdt az cgyenlGlenség igaz.
Ha 0<x <2, a szimldl6 a bal oldalon nem nagyobb 1-nél, a nevezd nagyobb vagy egyenld,
mint 1, fgy az egyenltlenség igaz.

Mir 1gdmlluk hogy mivel x->n x#0, ( +
=1, Innen

> 2, és esak akkor igaz az egyenldség, ha

¥ +l2 +124+1=5,
X

6scsak x=1, vagy x=—1 esetén lesz igaz az egyenlsce.

<5, és az egyenldség csak akkor igaz, ha y

Mivel y220, 1 +y?2 1, fgy 5, 0.
1+y°

Tehiit az egyenlet megoldsai az x= 1,y =0, és az .

=0 szimpirok
Abrézoljuk egy koordindta-rendszerben az aldbbi fiiggvényeket:
xlx2-1] & xelxl

A figgvények tlajdonsdgai alapjdn ldthat6, hogy az egyenletnek
4 gydke van,

a) Pitagorasz tétele alapjn ngmnkon tetszdleges Px; y) pont-
janak tavolsdga a C(2: 0) ponu
PC=\J(x-2)+y V+d+a?-dx=
mert y2 0 és 22— dx=
b) Az a) feladat eredménye szerint az
x> @D =i -2, 0<x<4
fiiggvény grafikonja az y > 0, felsG félsikba es6 2 sugard (2; 0) kszéppontd félkor. Ennck

a2 x tengely161 legtavolabb IEVG pontia a (2 2) pont. Az x tengelyen a félkor két végpontja
(45 0). Tehiit a fiiggvény legnagyobb értéke 2, legkisebb ériéke 0.

0;0) &
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b)

megoldis:

%

i megoldds: x=2;

a0 ol
yer-u\t

megolddsok: x, =2,x,

megolddsok: x, = 0,.x, =

1
elégaz —=x+1
'™

cgyenletet vizsgdlni).

Az dbrén vonalazissal jeloltiik azt a tartomdnyt, amelyben lévs
pontok koordindtdira mindket egyenldség teljesil. (A hatdrvonal
nem tartozik hozzd.)

VI=x 422 -1+ x+ 2% =—f(x), tehdt f pératlan fiiggvény.
ST =27 + Y1+ 7 = £, tehiit f piros fiiggvény.

f(x). tehit f piros fiiggvény.

d) f se nem piros, se nem piratlan.

e) f piratlan fiiggvény.




FOGGVENYEK

A megadott figavények grafikonja:

b) ,1 o

A megfeleld inverz fiiggvények:
Flg=tivl= lw=—r
x 1+V1-x

1003 xel[-11);
Az inverz fiiggvények grafikonja:

xel-

=/(x). Elég megmutatni, hogy [0; +eo[-ban korldtos a figavény.

Az f piros fiiggvény, mivel f(~x)
Ha x> 1, akkor x? < x% ezért

+
52 i
T+xd

fty=

Ha 0<x<1, akkor x2< 1, és mivel 1+x42 1, fgy

1+22
<1+x2<2

foy=122

Tehit f az egész szimegyenesen korlitos.
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9.4. HAROMSZOGEK, NEGYSZOGEK, SOKSZOGEK
Neéhany alapvetd geometriai fogalom (pont, egyenes, sik,
tavolség, szog) — megoldasok

{5 a) Egy egyenes 4 kiilonboz pontja 5 részre osztja az egyenest.
b) Egy egyenes 4 kiilonbiszs pontja 6 szakaszt hatdroz meg az egyenesen.

0 a) Asikon egy szabdlyos dtszog csiicsai 10 egyenest hatdroznak meg.
b) Asikon egy szablyos hatszog esiicsai 15 egyenest hatdroznak meg.

B8 a) Asikot egy szabilyos dtszog oldalegyenesei 16 részre osztjk.
b) Asikot egy szabilyos hatszg oldalegyenesei 19 részre osztjdk.

0 a) Pirhuzamosak: AB és CD egyenesei.
b) Kitérok: AB és EG, AB és CG, CG és BD; DC és EG, valamint EG és BD egyenesei.

R Két megoldis lehetséges: 1200 +800 = 2000 m vagy 1200 - 800 = 400 m.
0 a) Ativolsig: 7.5 cm. 25em.

20 a) A tivolsig: ¥7

b) A tévolsig: %*% (@>b)

1) Aszakaszok: AP =18 cm és PB=12cm.

0 Aszakaszok: AP= a-—2— & PB=a-—L.

ptq ptq
B o) 194 b) 42,55% ) 92,755°.
B a) 32°30°; b) 123°9°; €) 9°25°12”.

0 A szogek nagysdga: 32° 52 72°, 92° 112°.
8 Aszog 40°
W0 A kétszog: 120° és 60°.
EF0) A derékszigi haromszog minden hegyesszogéhez taldlhatunk merdleges szdri szogpat
D A CBD¥ =24
) A merGlegesek az eredeti szdgtartominy szogfelezGjével 106°25°30", illetve 73°34'30” nagysdgd
szoget zdrnak be.
EEFD A kismutat6 Granként 30°-ot fordul pozitiv irdnyban, vagyis percenként 0,5°-ot. A nagymutaté
Grénként 360°-ot fordul pozitiy irdnyban, vagyis percenként 6%-ot. Az Gramutatok
) 40-6°~220-0.5° = 130% b) 625-0,5°~25-6°= 162,5° = 162°30’;
€ 372:05°-12:6°= 114
nagysiigd szoget zimak be.
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Teayik fel, hogy x perc milva a két mutato elforduldsa 12 6réhoz képest egyenld. Az 1300. feladat
alapjin a (240 + x)- 0,5 = x-6 egyenletet kell megoldanunk. Ebbol:
=20 1

1
Tehit % perceel 4 utdn fedik egymst a mutatok.

A9 pont 3-6+2 =20 egyenest hatiroz meg.
87 5.
2

3
b) Az 5 pironként nem pirhuzamos egyenes egyméssal -+ metszéspontot hoz létre, illetve

(B a) Metszéspontok szima:

az 5 egyenes mindegyike minden pirhuzamos egyenest metsz. fgy a metszéspontok szdma:
5

2245.3=25
2

) Metszéspontok szima:

4

34422
2

o 302
) Metszéspontok szima: =3=+3-5=18.

(6 o) Paronként pérhuzamosak az egyenesek.
b) Egy ponton haladnak it az egyenesek, vagy ket§ pirhuzamos egyenes metsz egy harmadikat.
) Ahdrom egyenes hdrom killonbzG pontban metszi egymést.

Ht 6ra utdn elGszor x pere milva zdrjon be a két mutatd ugyanakkora szoget a vizszintessel. Ekkor
a kismutatd vizszintessel bezdrt szige 60° - x-0.5% a nagymutatd vizszintessel bezirt szoge
pedig 90° - x-6° A ket szig egyenlségébol:

60-x-0.5=90-x6 = x

Kati 7 6ra utdn 5% perccel indul az iskoldba,

Az dbrén lithatd 6 egyenes és metszéspontjaik
‘megfelelnek a feladat feliételeinck.

Legyen OA=a, OB=b, OC=c. Az cgyenldség bal oldala:

0M-AE+0N-BC:”—;b-(bfll)‘*%-(('fb)f

Az egyenldség jobb oldala:

2

+a
S em=55
A egyenldség jobb s bal oldala egyenld, tehdt az egyenlGség igaz.

oP-AC=
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Tekinisik az egyenet gy szimegyenesnek, 2 sakasaok wégpontt o sedmegyencsen egy.cy

felel valGs szimok kozil a legnagyobb

l:gyen a. anb vegp(mlj.\mdk megfelel«w s szimok Kot lepkinchb pedig b. (Véges sok

intervallum van, teht a és b létezik.) Mivel barmely két intervallumnak van kozos pontja,

teljesiil, hogy < b. Ha a = b, akkor a kizos pont a, egyébként minden a és b kozotti pont
Kkozds pont.

Haromszdgek oldalai, szogei — megoldasok

FED A helyesen kitolot tdbldzat:

(B A hfromszig hidnyz6 szogei: 82°33° és 55°2.

G0 a) Derékszigl a hiromszog. b) Hegyesszogi a hiroms
¢) Tompaszigd a hiromszog.

(6P A héromszig

EB) Az ABE szablyos hiromszog EBA szoge 60°

Haaz E ponta hiromszogon belil van, akkor az EBC egyenld szir hiromszog B-nél 16vG szoge
90°-60°=30°, igy a

Ggei lehetnek: 78° 78 24°% vagy 78 51° 51°

BECS= M 750
Haaz E ponta h.irmmmgon Kivil van, akkor a BEC egyenls szirG hiromszog B-nél 16v6 szoge
90°+60° = 150

BEC% IKU“ 130 =15°%

A BEC szg tehit lehet 75° vagy 15°

4 ] 4 o

@ Az AAC hiromszog cgycnlo sz, fgy az A-nél 16vG bels szog az A-ndl 16vG KiilsG szog fele,
vagyis AACK Ugyanigy BB'C% =35°
A hdromszog szdgei: 20°, 35° és 125°




b) Az a) részben levezetetek alapjdn az AAC
hiromszogben az Anél 16vG belsG szog az

¢
A-ndl 1696 KiilsG sz fele, tehdt AXC%= g 4 b

Ugyanigy BBCE =
L;ﬂ_ ‘Aa P nAs’

Ahdromszog szogei:

(B Az AM egyenese a BC oldalt D pontban metszi. Ismert, hogy ¢
egy hdromszog kiilsG szoge mindig nagyobb. mint a nem o
mellette 16vG valamelyik belsd szog.
Az ADC hiromszog killsG sziige MDBS, tehdt ACB% < MDBS.
Az MBD hiromszog kiilsG szoge AMBS, tehit MDB <AMBZ. A
Osszevetve: ACBE < MDB < AMB4, vagyis igaz a feladat 4

GBI A hiromszog-egyenldtlenség alapjdn:
a) 1étezik ilyen hiromszog; b) nem létezik ilyen haromszog:
) nem Iétezik ilyen hdromszog.

€0 A harmadik oldal 10 vagy 4 cm. Ha a harmadik oldal 4 cm lenne, akkor nem tefjesiilne a hiromszoig-
egyenldtlenség. A harmadik oldal 10 cm. (Ilyen héromszog létezik.)

G A hiromszog-egyenlGtlenségek alapjin a harmadik oldal nagyobb, mint 10— 6= 4 cm, és kisebb,
mint 10+6= 16 cm. A harmadik oldal teht lehet 5.6, ... 15 cm. Teht 11 ilyen hfromszoig van.

GBI A feliétel szerint: 2a=a +a b +c. A hiromszog-egyenldtlenség nem teliesiil a 2a, b, és ¢
hmwli:;ig\i szakaszokra, igy nem létezik ilyen haromszog.
{EFD A BP egyenese az AC oldaltegy bels6 D pontban metszi. Az ABD 7
hammwouhcn a hfromszog-cgyenltlenség: 0
AB+AD>BD = BP + PD.
A PDC hiromszogben a hiromszog-egyenlGlenség:
PD+DC>PC. e
Akét egyenltlenséget osszevetve kapjuk, hogy:
(AB+AD) + (PD + DC) > (BP + PD) + PC.
Mivel
AD+DC=AC = AB+PD+AC>BP+PD+PC.
Innen mar adédik az dllitds:

AB+AC>PB+ PC.
) Legyen az dbra szerinti ABC derékszogd hirom-
szg A esicsindl 16vG szoge a, B csicsindl
levs pedig f.
Az ADE hiromszog egyenlG szird, tehit
DEA< = a.
A BCE hiromszg egyenl szird, tehit
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Mivel @+ =90, az F ponindl csak akkor lehe egyenes s s, ha CED% = 90° Tehit a CED
héromszog egyenl szri derékszigd hiromszg, és CDES
A CDE szbg viszont EDA hiromszog kiilsG szoge, dmlegycnl
Gsszegével:

nem mellette IévG két belss.

CDEx=
Ahdromszog hegyesszogei: 22.5° és 67,5°

ca = a=225%

8 a) Az AOC egyenld szird hiromszogben AOC szog 180° 2 része
AOC«:%» 180°=108° 65 CAO%= ACO«:M:J&",
A DOC egyenl6 szt hivomszsgben DOC szig 180° % része

180°=36" és DCO%=0DCE= m =

DOC:

A DMC haromszigben
DCM$=72°-36°=36° 6 DMC&=180°~72°~36°=72°,
b) Azeldbbick alapjdn DMC hiromszisg egyenld
s, et g 725 72 o 36~ Abdrom-
zogben egyenl szogekel szemben e,,yenlu
oldaldk vannak, tehit MC = DC =

) ¢

=10cm.

Tehdt OM = 10 cm.

Nem. A hdromszisg-egyenldtlenség alapjdn az egyik e dtlora teljesiilnie kell:
e<T+8=15 & e<11+9

Tehit az egyik dtl6nak 15 cm-nél kisebbnek kel len
F<8+11=19 & f<9+7=

Tehiit a msik dtl6nak 16 cm-nl kisebbnek kell lenn;

@ Az dbrin lithat felosztas megfelel a feladat
feltételeinek

Az ABCD négyszogben az ftlok metszéspontja legyen M. Az ABM., illetve CDM hiromszgben
a hdromszog-egyeniGtlenségek:

AM + BM > AB, illetve CM +DM > CD.
Innen az llitds kozvetlen adodik, hiszen AM + BM + CM + DM éppen az a6k dsszege.




Az ABD hiromszogben az A-ndl levG szig nem hegyesszog,
tehdt BD a hiromszog legnagyobb oldala: BD > BA. Hasonléan

4
)
az AEC hiromsziyg legnagyobb oldala CE, tehit CE > AC. -
Akét egyenltlenségbdl adodik: ,’- ¢
®

BD + CE > BA + AC = (BE + EA) + (AD + DC) =

£+ DC + (EA + AD).

Az AED héromszigben a hfromszog-egyenldtlenség: EA + AD > ED. Tehdt
D + CE > BE+ DC+ ED.

327

@) Az dbran lithaté ABC hiromszogben az oldalak a szokdsos
jeloléssel a, b és c.
B, APC. illetve BPC hiromszogekben a hiromszog- %
ceyenldlensée:
PA+PB>c, PC+PB>a é PA+PC>Db. I3
Ezekbol kovetkezik, hogy:
2PA+2PB+2PC>atb e,
PA+PB+PC> %
A P pontnak a estiesokidl vett tivolsfgbsszege a hiromsz6g felkertileténél nagyobb. Mivel P pont
a hiromszg egy belsG pontj apiin tefestil. hogy
PA+PB<a+b, PC+PB<c+b & PA+PC<a+c.
Ezekbol kivetkezik, hogy:

2PA+2PB+2PC<2a+2b+2c,
PA+PB+PC<a+b+c.

A P pontnak a csiicsoktdl vett tdvolsigdsszege a hiromszog keriileténél isebb.
Pitagorasz-tétel - megoldasok

ED : mcz.(xdu;l adatokbol a kivetkezs tiblazatot I EriEaiees™ M iraihetons™ ™ g
apjuk R e

120m Som 13om
) a) Lehetnek derékszigd hiromszog oldalai.
b) Lehetnek derékszigd hiromszog oldalai. S L2in o
) Nem lehetnek derékszogi hiromszog oldalai. Vo 0 &
d) Lehetnek derékszg hiromszog oldalai. b b b

G A Pitagorasz-tétel alapjdn nem lehet, mert a két pdratlan befogé négyzetosszege péros, ami nem
Iehet a piratlan dtfogd négyzete.

G A Két ferde rid hossza egyiitt 2-v1507+ 1002
GED) Az alaphoz tartoz magassdg 6 cm.

360,56 cm.

G Az ellensily atartdoszlop ldbit6] 41 méterre, a darugém vége a tartGoszIop 1dbitd 44 méterre van.
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FEED) A monitor képétmérdie 177

(EE Az dbrén akét fit jelolie CC’ és DD’ szakasz. A CDE derékszogli c
hiromszogben DC szakasz hosszt kell kiszamitani. B
DC=\52+102=5-J5=11.18, ;- o
tehit a két fa esiicsa leg 11,18 m tivol van egyméstol. e L

TE @) Az OBC hiromszg teriilete az ABC derékszogi hiromszog teriiletének harmadrésze. Mivel
a két hiromszog BC oldala kozs, az OBC hiromszog BC oldalhoz tartoz6 magassiga

az AC befogs harmada, vagyis lg =6em.
Hasonlan az OAC hiromszi terilete az ABC derckszgi hiromszog terileténck harmad-
része, fgy az OAC hiromszsg AC oldalhoz tartoz6 magassiga a BC befogd harmada, vagyis

15
Z=5cm.
5 =Sem

Az O pontnak a befogdki6l vett tdvolsiga tehdt 6 és 5 cm.
b) Az elézek alapjin OC egy 6 és 5 cm oldalii téglalap dtiGja.
Pitagorasz tétele alapjdn

0C=\67+57 = /6T =~7.81 cm.

T=
4
@D A kiizdtér legyen egy 8 m oldali ABCD négyzet. Tegyik fel, 5 [
hogy a sportol6 az AC tl6 A-hoz kiszelebbi P harmadolé-
pontjdban tart6zkodik. \¢
A P pontnak az A estiestol vett tivolsiga az tl6 harmada: ‘
ap=tg.BZ-377m L] Ll

3
A P pontnak a C estiestdl vett tavolsdga az 16 kétharmada:
CP=%-B VZ=754m.

Anégyzet dtldinak metszéspontja legyen O. Mivel anégyzet i merdlegesen felezik egymdst,
a DOP hiromszisg derékszigl, és a DO szakasz a négyzet itlgjinak a fele:

DO=4-2.

A PO szakasz anégyzet dlGjdnak a hatoda:




A DOP hiromszigben felirva a Pitagorasz-tételt adodik, hogy

PD=POT+ 07 = 5 =596 m.

HasonlGar

P
r négy sarkitdl 3,77, 5,96, 7,54 és 5.96 m tivolsdgra van.
A CFB destlstfi hiromsagghen Piagorass el szimithats @
BC oldal: BC=50
A CFB h&mmszoghcn FE a CB oldalhoz tartoz6 magassig,
igy a hiromsziyg teriiletét kétféleképpen felirva FE-re adédik:
50-FE
.

Asportol6 a kiizd

FE=24cm.
A CFE derékszogd hiromszogben Pitagorasz tételét felirva:
CE=\40> =247 =32 cm.

A CEFD négyszog keriilete FE és CE szakaszok dsszegének a kétszerese:

2.4+32)= 112em.
A CEFD négystisg terillete az EFC derékszogG hiromszg terileténck kétszerese:
2.2:32 _s6gcm?
2
Legyen az indulisi pont A, az érkezési pont B. a gbmb kozép- .
pontja 0. NG
a) A bolygé felszinén megtett it a fokor keriletének a negyed a
e o L
28 p=3 04k, N

8

b) Az alagit hossza az AOB egyenld sziri derékszogd hirom-
ja. Mivel a hdromszdg befogdja 2 km, Pitagorasz-

Zog dtfo
tétel alapjin:
AB=2-y2=282km.
Az alagit hossza tehdt 2,82 km.
) A B érkezési pontbol akkor nem lthatjuk a tornyot, ha a torony 7 ponttal jelolt teteje a fokor-
hz B-ben hizott érintG egyenesének arra az oldaldra esik, amelyik oldalon a kor van.
A T pontaz AOB szig szogfelezdjén 0161 2 +0.1 = 2,1 kmere van.
A szogfelezs és az érint6 metszéspontja legyen C. Az OBC egyenlG sziri derékszogd hirom-
szisgben a befogd 2 km, igy
0C=2-42=282km.
Mivel OC > OT. a tornyot a kis herceg nem lithatja.
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Legyen AC 1. Az O pont AC-re, illetve BC-re es6
merbleges vetlets Icgyu\ A illewe B

Az 1336. feladat gondolatmenete alapjdn a teriiletekbd] kivet- k
@

kezik, hogy A
& OB'= /3’ =N
¢

i ]
b

[

oci=Z
)
»

Mivel AA'= 22, az AOA derékszisaG hiromsziighen Pitagorasz étel:

TR
2aY, 2]25.[‘;"_] sien

Mivel ¢ dsai a tényezok sorrendjét s figye-
a+b=225, akkor a=113 é
a+b=75, akkor a=39 &
a+b=45, akkor a=25 &
a+b=25, akkor a=17 &

Tehit négy ilyen hdromszog van.

Négyszogek — megoldasok

GEZ0) A konvex négyszognek lehet, hogy:
~ nines hegyesszige, példul téglalap;
~ egy hegyesszoge van, példdul egy deltoid, melynek szigei 60°, 90°, 120°, 90%
— ket hegyesszoge van, példiul gy trapéz, melynek szogei 60°, 1207 60°, 120°;
~ hirom hegyesszoge van, példdul egy deltoid, melynek szogei 60° 80° 60° 160°.
Négy hegyesszoge nem lehet, mert ekkor nem teljesiilne, hogy a belsG szogek dsszege 360°
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(D Hamisak: a), b), c), e), f), g). Igazak: d), h).
{EIB A hdromszog oldalait Pitagorasz-tétellel szdmithatjuk:

AE=\122447 =410 = 12,65,

D _6em f 6em ¢

EF =56 =10, » son
AF=1224 67 =615 =13,42. G

Az AEF héromszog kerillete: A
T ]

Az AEF hiromszog teriletét megkaphatjuk tigy, hogy a négyzet teriiletébdl kivonjuk az ABE,
EFC és AFD hiromszogek teriiletét:

122

G2 Legyen ABCD a6 cm oldali négyzet. Az A csicson dthaladd,
3 eleet armadls egyecesek kil az egyik a DG oldal
E-ben, a BC oldalt F-ben metszi.

Az ADE héromszg terilete a négyzet teriletének harmada,
tehdt 12 cm?.

som

SDE_13 o DE=dem.
2 A B
Pitagorasz-téielt haszndlva az ADE hiromszigben:

AE=6T+47=2-V13=721 em.

Ugyanigy:
AF=2-13=721cm.
‘Tehiit a két egyenesnck a négyzet belsejébe es szakasza 7.21 em.

Tekintsiik az ABCD négyzetet. Az AC dtlGjdra mérjik fel

anégyzetoldalinak a hosszdt A-bdl Kiindulva, fey az £ pontot °
Kapjuk. £
Mivel a négyzet i az oldalakkal 45°-0s szget zdrmak be, et
az ABE egyenld sziri hiromszog szirszoge 45°, az alapon IévG
seisgei: E:

18045 8‘7'2’ 461,50 3 o7

Ennek a szognek a kiilsd szoge 112,5°
Az EBC hiromszdg EC oldaln fekvé szogek: 112.5° és 45°.

Ezek alapjdn a szerkesztést az EBC hiromszoggel kezdiik, mert adott az EC oldala, és ismerjik
arajta fekvs két sziget. Az EBC hiromszognek a BC oldala a négyzet oldala, aminek ismeretében
anégyzet mér szerkeszthetd.

A feladatnak mindig van megoldsa.

FEID A téglalap U6i az oldalakkal:
a) 35° 65 55°; n g o

% nagysdgh szoget zdmak be.
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(D A rombusz szogei 48° és 132°

GEHD A rombusz szogei 30° és 150°

FE5) Hirom eset Iehetséges:
@) 1022 109° 40° 65 109%  b) 40° 102° 116° és 102% ¢ 1025 40°, 178° és 40°.

FEH) A hosszabbik dtlé a 10 cm-es dtlot két egyenld részre osztja. A hosszabbik a6 szeletei az ardnybdl
adéddan 15 em és 9 em. Pitagorasz tétele alapjén az oldalak:

V5492 =106 =1030cm és b=+57+ 152 =510 =1581 cm.

(EH A paralelogramma belsG szigei 80° 100

GEED) A paralelogramma belsé szogei 108° és 72°

5 Az ABCD pamlcloummnmnak az A csticsindl Icvo szoge legyen
s BC i

hegyesszog. A paralelogramma oldalai AB = a6 £
AC=e és BD = f, az AB oldalhoz tartoz6 magnv am. I m
Hizzunk merdlegesta C ésa D esticsokbdl az AB oldal egye-
nesére. Amemleg:s:k u.lppnnqm legyenck F és E. Az Fpont 57 A
az AB oldalon kivil, taz oldalon van
Jelolje az AE és a Bl- egyenlé szakaszok hosszisd
A BFC derékszogi hiromszogben a Pitagorasz-tétel:
D=m? et
Az AFC derékszogi hiromszogben a Pitagorasz-tétel:
=m?+(a+xP
A BED derékszogd hiromszogben a Pitagorasz-tétel:
fr=m?+@-x?
Ezeket felhaszndlva az 1ok négyzetosszege:
24 f2= 202+ (a+ 0P+ (a— 0P =2m2 + 22 + 202 =
(m3 +A') +2a%= 2% + 242,

a

abizonyitds hasonlé médon torténik.

Haa dnak az A csiics
Haa glalap, akkor is az 16k

GEED Mivel a paralelogramma koré kor fthato, dt6i egyenl hossziak, tehdt téglalap.
Atéglalap d6jdnak hossza Pitagorasz-tétellel szimithato:
122452 =13 cm.
Atéglalap koré frhat6 kisr sugara az 46 fele, vagyis 6.5 cm.
Nines konkav trapéz, mert a trapéz egy szdron nyugvd belss szogeinek dsszege 180°

G Mivel a két adott szog Gsszege nem 180°, ezért ezek a szogek nem Jehetnek egy szon nyuges
szidgek. A trapéz misik két szoge: 180°— 38° = 142° és 180°~ 102°=

Ket megoldis ehetséges, amelyok a kovetkezd m—m—mm
tiblizatbal olvashatdk k. Felhaszndluk az oldal- | *szar st aim aap

hossrak Kiszémitisindl hogy ha ey sgvenlo
.z hiromszog befogGa a, akkor LOS™ | B:2em | 0em Jacn,
az dtfogéja a-2.

§om 6:32em 16cm 220m
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1) Az ABCD konvex négyszigben az dok metszéspontja legyen M.A négyszoget az dl6i négy
derékszog(i hdromszogre bontjdk.
A négyszog teriiletét a négy derékszogd hiromszig teriiletének dsszegeként szdmithatjuk:
AM-BM BM-CM CM-DM _ DM -AM c
g AM M. M CM  CM DM DM AM.
2 z 2 Zz
=B s+ 2L cure av=

D i 8
_(AM+CM)-(BM +DM) _ AC-BD | e
2

2 i

Tehita négyszig terilete <

igaz, ha a négyszog nem konvex.

A feladat dllitdsa akkor i
Tekintsiik az dbrdn lithatd jeliléseket. B

Az EFGH négyszog négyzet, mert 4tl6i egyenld hossziak,

illetve merdlegesek egymdsra.

Az EFGH négyzetben a HF dtlé az ABCD négyzet oldaldnak "

ésket i hi finak az dsszege:

18-V3

1842

8- (1+3).

Az EFGH négyzet teriilete az 6k szorzatinak a fele:
72

Torcrniym = o= 1209.18 e

Az EFGH négyzet EF oldala az EOF egyenl sziri derékszogtl hiromszognek az dtfogGja,
Ennck a hiromszognek a befogdj

HF

OF=— (1+43).

Az EOF egyenld sziri derékszog hiromszognek az dtfogdja a befog 2-szerese,
EF=0F N2=3477 cm.

Az EFGH négyzet keriilete:
4-EF=4-34,77=139,08 cm.

Kera negyze

(D Ax i ithats ABCD tégalp oldaaiarjaolt gyenl s
réksziigi hiromszigek c: ", G é
Mivel az egyenls sziri dcrckszogu hmmnsmg alapon fekve
szbgei 45°-osak, F. C és G pontok egy egyenesbe esnek. Hason-
16an igaz ez a tobbi ponthdrmas esetében is.
Atéglalap s a hiromszogek négysziget hatdroznak meg
Ennek az EFGH négyszognek minden szoge derékszog, tehdt
téglalap.
Az dbra jel6léseit hasznidlva az EFGH téglalap minden oldala
a+ b hossziisigi, tehdt négyzet.
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@B Az ABCD négyszog oldalainak felezGpontjai az dbra jeloléseit
haszndlva E, F, G és H. A szemben levs oldalak felezGpontjait
sszekdts szakaszok metszéspontja M.

Az AME & a BME héromszogek terillete egyenl, mivel AE,
illetve BE oldalai egyenlG hossziiak, valamint ezen oldalakhoz
tartoz magassdgok megegyeznek.

A obbi hiromszog esetében is ezt végiggondolva adddik, hogy:

IMEBF néaysvse * IMGDH néaysive = IMFCG néaysave + IMHAE

A feladatban hirom négysabg el ik g, gy  hidnya negyedik négysudg tetletére
iggések valamelyike érvényes:

|5+20725+x = X210 S Lypep nigysasg = 70 M2
154252204y =
25420=15+z =
A négyszog teriilete lehet 70, 80 vagy 90 cm?2.

0 = lapep négyszog. =80¢
=906
0 = Lapen negyorse =90 .

Az dtlok metszéspontja a megfeleld pont.
A négyszog csiicsai legyenek A, B, C és D. A sik egy P pontjdra igaz, hogy PA + PC> AC,
és egyenldség csak akkor dll fenn, ha P pont rajta van az AC dtlon;

Hasonl6an PB + PD > BD, és egyenldség csak akkor 4ll fenn, ha P pont rajta van a BD dtlon.
Ebbol kovetkezik, hogy

PA+PC+ PB+PD2AC + BD.
Egyenldség csak akkor 4ll fenn, ha P rajta van az AC, illetve a BD dtl6k mindegyikén, vagyis
P pont éppen az dtlok metszéspontja.
Sokszogek — megoldasok

EE A helyesen kitoltott tabldzat:

n n-3 (0-2) 180"
0+ a 0+ 1) 180"
ot 2oy o ey

waw o &

(EF Egy n oldal konvex sokszog egy kiilsé o mindigkiseb, mint 180 € a belsS subgeinck
Gsszege 180° egész szimii tobbszorose: (1 -
Mivel 2283°=12-180°+123°=(14-2)- IW e I’Z]", akiils szog csak 123° lehet, és a sokszog
14 oldald.

T Az a) és c) igaz, a b) és d) hamis.
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A helyesen kitoltott tibldzat

10 1480
9 140°
N (0-2)-180°
n
a
180°-f

R Egy konvex hatszog dlGinak legfeljebb 15 darab csticsoktol kiilonboz6 metszéspontja lchet.
GED Egy szabilyos hatszog dlGinak pontosan 13 darab esiiesokidl killonbozo metszéspontja van.

Q) A legrovidebb dtl6 és a szabilyos hatszog két oldal
amelynek szirszoge 120°. Ez alapjdn a szerkesztés elvégezhets.

Az 1372, feladat alapjéin ABG = GAB:
héromszog kills szoge, tehdt 36° + 36°
mutathatd, hogy GFBS =
Tehdt a BGF hdromszog

6° A BGF% a BGA
72°. Ugyanigy meg-

ei: 72°, 72° 36°

a) Az ABCDEF szabilyos hatszog egy kiils szige FFA
és FA'=2FF’. Ebbol kovetkezik, hogy az FEA hiromszog
16l szabdlyos héromszig, amelynek az A-nél 16vG szige 30°
Ugyanigy az AAB' hiromszo s fél szabilyos hromszog, és
az A-nél 16v6 szoge 90°. Ez azt jelenti, hogy az ABCDE'F*
hatszignek az A nél 16vG szige 30° + 90° = 120°0s.
A hatszg bbi szogérdl hasonlé mdon beldthato, hogy
szintén 120°0s.
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* hatsziog minden szdge és minden oldala egyenld, tehit szabilyos. fgy a kerilet:
K agemes msag =6-12-V3=124,71 em.
teriilete 6 darab 12-+/3 cm oldali s;

(1zf V3

lyos hiromszdg teriileténck

DB sz = 6 =648-3=1122,37 em?.

@@ a) A nyoleszog minden szoge 135°. T

Legyen T az AB alap felezéspontja. A Pit fazoras térel alapjdn

b) Nem szabilyos a nyoleszog. mert oldalai nem egyenls
hossziak. Ugyanis BC a négyzet oldaldnak harmadrésze,
AB pedig a harmadrész 2 -szorose.

) Akeriilet: ¢ e

08-m
K, 0.8-(1+v2)=7.73 m.

ayolesao S
) Anyolcszbg trleté megkagjuk dgy, hogy a xedetinégyoet etletébl Kivorfuk két 0. m

oldald négyze terileté

Tyoleszig. P-2.082=448
a BCT derékszogi hiromszoghdl BC

Az FBC hiromszog FB oldala 8 cm, a hur d tartozé CT ma-

gasség 16 em. Az FBC hiromszog BC oldala 20 cm, a hozzd 52

tartoz6 magassdga FE. Ennck a hiromszignek a terilete kétféle-

képpen szimolhat6:
816 FE20 VoL
2

= FE=64cm. 4 C 1 F 88
A BEF derékszogi hiromszogben a Pitagorasz-tétel alapjdn:
EB=\8-642=48 = CE=152cm.
Hasonléan DG = 6.4 cm és DC= 152 cm.
A CEFGD Gtszbg terilete a GDC, FEC és FGC hiromszogek teriiletének osszege:

=161,28 cm?

A CEFGD otszog keriilete:
Kerop wsasg = GF +2-(FE+CE)=51,2cm.

A 25 hiromszisg belss szigeinek dsszege 25 180° Az Stszog belscjében 1646 cgy hiromszig
esticsnl a szogek dsszege 360°% Ha n csics esik az iszogon belil, akkor a hdromszoig belsG szigei-
nek Gsszegét gy is szamolhatjuk, hogy 360° n-szereséhez hozzdadjuk az otszg belsG szogeinek
Gsszegdl. gy nre a kovetkezd egyenlethez jutunk:

25-180°=n-360°+540° = n=11
Az dtszog belsejébe 11 hiromszog:
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ED

Az dbrén lithatd ABCDEFGHI szabilyos kilenc-
szog egy belsd szoge 140°. Egyik legrovidebb
dtl6ja BD, egyik leghosszabb dtlja pedig AE.
A BCD egyenl sz hiromszisg szirszijge egy-

lencsaty egyik belsd szoge is,

A \uhmlym Kilenc:
szimmetriatengelyére merdleges a sokvog BD
s AE dtldja, tehit az ABDE négyszog olyan hiir-
trapéz, amelynek belsd szogei 60°, illetve 120°
Legyen az AE leghosszabb dtlénak P egy olyan
bels6 pontja, amelyre igaz, hogy a BDEP négy-
szg paralelogramma. A szogekbdl adodoan
az APB hiromszog szabilyos, és az oldala
éppen a kilencsziig egy oldala.

Mivela parlelogramme szemdt oldlal gyenl hossaiak, EP a legrtvidebh vl egyenid
2abilyos hiromsatghal adéddan A a szabilyos ilencszd oldla.

all

Legyen az adott pont P, az adott egyenes e.

Ha a pont és az egyenes tavolsdga 8 cm-nél nagyobb, akkor az adott tulajdonsdgd pontok a P kol
irt 5 em sugart korvonal poi
Ha a pont és az egyenes tdvolsiga § cm, akkor az adott tulajdonsdgd pontok a P koril it
sugart kdrvonal pontjai, kivéve a kor e-hez legkizelebbi pontjdt.

Ha a pont és az egyenes tivolsdga 8 cm-nél kisebb, de 2 cm-nél nem kisebb, akkor az adott tulaj-
donsdgt pontok a P kol it 5 cm sugart korvonal egy nyflt ivének pontjai.

Ha a pont és egyenes tdvolsiga 2 cm-nél kisebb, akkor az adott tulajdonsgd pontok a P kol irt
5 cm sugard korvonal ket nyilt ivének pontjai.

A pontok halmaza az a kisrvonal, amelynek kizéppontja a két koncentrikus Kor kiszoss kozéppontja,
sugara a két kir sugardnak szimtani kizepe.
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§E) Ha P és Q tavolsiga nagyobb, mint 10 cm, akkor az adott tlajdonsgd pontok a P koriil it 4 cm
sugard zirt korlap ponu i
Ha P és Q tavols 10 cm, akkor az adott tulajdonsdgi pontok a P koriil irt 4 cm sugari zdrt
Kirlap ponja, Kivéve a korlap O-hoy legkoelebb ¢56 pongi.

Ha P és Q tivolsdga kisebb, mint 10 cm, de nagyobb, mint 2 em, akkor az adott tlajdonsdgi
pontok a P koriil frt 4 cm sugari zdrt korlapnak az dbrén ldthat6 pontjai
Ha P és Q tivolsiga 2 cm-nél kisebb vagy egyenl, nincs ilyen pont.

FE) Egy szakasz mint alap fol¢ emelt egyenld szdrd haromszog harmadik csiics:
az alap két végpontjdtol, igy a harmadik csiics az alap felezomerdlegesén van.
Ha a két szakasz nem parhuzamos, akkor a két szakasz felezomerlegesének metszéspontja
az egyenld szird hiromszogek kozos pontja.
Ha a két szakasz pérhuzamos, és felezomerdlegeseik egybeesnek, akkor a kizos felezomerdleges
minden pontja megfelel a kozds esdcsnak, Kivéve a ket siakass felezGponta.
Ha a két szakasz pérh é
nem lehet ilyen hiromszageket szerkeszieni.

egyenl§ tivol van

de nem esnek egybe, akkor

EEIB) Egy kirr érintGje merdleges az érintési pontba hiizott sugdrra, igy a szerkesztend kor kozéppontja
rajta van a cgyeneste E-ben ot merdlegesen
Ismert, hogy cey ki hirjinak felcz6 tartalmazza a éppontjdt, gy a PE szakasz
tartalmazza a 5 kor
Ezek alapjdn a szerkesztés menete:
sz adot gyeneste E-ben merSlegest dlfunk;

1

2. jiik a PE szakasz o

3. akét egyenes metszéspontja lesz a kor kizéppontja, sugara a kozéppont és E tvolsiga;
4. ez alapjn a kérvonal megrajzolhato.

A feladatnak mindig egy megoldisa van.

() Az 1314. feladat alapjn torténhet a szerkesztés.
Mivel az A'AC héromszig egyenld szrd, igy

van az AC szakasz felezGmerd-

Iegesén. Hasonldan B csis raja van 4 BC

szakasz felezomerdlegesén.

A szerkesztés menete:

1. Szerkessziik meg azt az AB'C hiromsziiget, amelynek az A" oldala a keriilttel egyenl6 hosszt,
s az Anél 16vG szoge % a Bnél 1696 stge .

2. Az AC szakasz felezmerdleg: az ABvel valo ja adja A pontot.

3. A BC szakasz felezomerlegesének az AB*vel vald metszé: adja B pontot.

A feladatnak min . ha a két megadott szijg dsszege 180°nl kisebb.
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EE Kettd olyan pont van, amelyik mind a hirom egyenestdl egyenlG tavol van.
{1 Az AD étfogdjii fél szabilyos hiromszigbGl adédéan AD = 10 cm.

G Ha a szirszog 36°, akkor az alapon fekvé szogek 72°%-osak.
Az alapon 1évG egyik szog szogfelezdije az dbrn lithat
Két egyenl6 szirt hiromszogre bontja az eredet hiromszoget.

G Mivel CE pirhuzamos BD-vel, pirhuzamos s
keznek. A CBD szog ésa CDB szogisa C cstcsndl
fele, vagyis a BCD hiromszog egyenl sii. (=)
Egy 16 szogekkel szembx 16 oldalak
vannak, tehit DC = BC.

GET) A négyzet dtfogora ess csicsa egyenld tivol van a két befogotdl,
fay rajta van a derékszogd csics szogfelezjén. Ez alapjdn a
szerkesztés elvégezhetd,

7l

6D Afélkor Kinéppona,amelyhiromsat gyik odairy s, cgyenl ol vana ik Kt ol
a félkior kozéppontja rajta van a msik két oldal dltal bezrt belsG szog szdgfelezGjén. Ez alapjin
aszerkesziés elvégezheld.

GE Tekintsiik az dbra jeloléseit. (=)

A pirhuzamossagh6l kivetkezik, hogy az A-ndl 16v6 Kiils szig A

éppen a B-nél, illetve a C-nél 16v6 belss szogeknek is keét-

szerese. Ebbol adédik, hogy a B-nél és C-nél Ievo belsG szogek v

egyenlok.

Az ABC hiromszog egyenl§ szird és AB = AC. A A
GED) A szigfelezok dltal bezrt szisg 57° 5 3

@) Amisik két belsG szog \zég!elcminek haijld
b) Az ABC hiromszog szogei dsos jelolésekkel legyen o,
Béer. A s ysbses smgtelenbinek mclszcsponuél
Jelolie 0.
Az OBC hiromszg B-nél és C-nél 166 belsG szioge g & %

ge 66°.

Ennek az 0 estesndl
ami éppen a két szogfelezs hajlésszoge.

Mivel az ABC hiromszog belsG szogeinek dsszege 180°, a két szogfelezs hajldsszoge:

B

By _180°—
272 2 2
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D A kilsG szogek rendre 132°, 106° illetve 122°. A kiils6 szojgfelezok dltal meghatdrozott hiromszog
belsd szogei ezek felének paronként vett dsszegét egészitik ki 180°-ra. fgy a szogek:

o132 ;10(, o 150 12 ;IZZ osx a0 122 ;ms

@B Az ABC hiromszog A és B csicsndl 16v6 belss szogfelezdk
metsoéspongalegyen . Mivl DE pituzamos AB.vel 2 DOA
2 OAB szisgek viltGszige

DOA%=0ABS = DAOS

a

5
Ezaztjelenti, hogy az ADO hiromszog egyenl sz, Egy hérom-
sathen opjenls sabgekkel semben epyenl oldlak vannak,

=5 cm. Ugyanigy adédik, hogy OF = EB
Tehm a DE szakasz hossza 9 cm.

@D Ha az dbrin lithatd ABC hiromszogben az
ABCS=ACB4 = f, akkora BACS = 180°~2- .
Mivel az MB merdleges a hiromszog BC olda-
lira, ABM = 90° - f.

Az M pont rajta van az AB szakasz felezs-
mertlgesén hdt a2 AMS hdromats egyenls
szhnd; MBA% = BAMS = 90° - f.

Az NC pirhuzamos AIx‘-vel. tehdt az ACN és
a BAC szogek viltszogek: BACK = ACN&
= 180°-

Az N pont rajta van az AC szakasz felezomerdlegesén, tehit az ACN hiromszog is egyenld sziri:

N< = 180°— 2 .

ACN4 =
Az A cxtomndl 1 satek Saacge 2 (18072 B)+90°~ f=450°~5- B, ami éppen 120°
a feladat feltétele szerint. Ebbdl 5

Ahdromszig szogei: 66°, 66°, 48°

Aszig csiicsa legyen 0, a szbgszirak pedig e, illetve f félegye-
nesek. A P pontaz e szbgszir egy tetszOleges pontja.

Legyen gatondoyan sz pou, aelyee PR picss:
mos az f vngwén'al & PP =

Az OPP; hiromszig egyenl sz, és az egyenld oldalakkal
szemben egyenl szogek vannak: PPO% = ROP% =
Apithusamossl itz ot a2 OF, egyenesbel, i
o nagysigi szijgel zir be, tehdt Py pont rajta v
Tekintsiik a szo“!clczo cgy tetszileges Q ponjit. Huzzunk parhnzamm! O kereataz /sty
stral, és A ulva,
a feladat utas @vetve éppen a Q ponthoz Juumk Tehit a szogfelez6 minden pnmjm hozzi
{arorik a7 adott wljdonsied poniok haimazinoy

Legyen £, s szdgtatomfnyon Kivil a2 a pont, amelyre PP, pirhuzamos oz f sabgszdimal
P. Belthatd. hogy a 73, pontok halmaza a2 adott sz mellékszgének szogfelezdi.
A feladatban szerepl pontok halmaza a sz Sjeésa
felezie. (A szog és mellékszog kiszos szogszdra tartalmazza P-t.)
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Haszndljuk a kovetkezd dbra jeloléseit.

D Haaszogfelezoka DC oldal E relempongaban metszik egymist,

o G ¢
T
akkor a szogfelezés miatt BAES = EADE = 2 - Mivel a parale- "7‘ w
logramma szemkozti oldalai pdrhuzamosak, a BAE és a DEA Ll ﬂr}
i b

szogek vilioszogek, tehit BAES = DEA% = % Ez ant jele

hogy az AED hiromszisg egyenl6 szdrd, vagyis DE = AD. Ugyanigy BC = CE, tehit DC = 2BC.
Ha DC=2BC, é E ponta DC felezGpontja, akkor AD = DE,

vagyis az ADE’ hiromszog egyenld szird. A hiromszigben

az cgyenl5 oldalakkal szemben ceyenld szijgek vannak, tehit
DAE's = DE'A% = g. Mivel AB p.\rhuzamos DC vel, DE'A

és EAB szogek vAIlb\mg::k tehdt DEAS = =g Hason- 4
I6an ABE'<
Tehdt AE' a B/\D é, 35' az ABC sz \zﬁ),lllezﬁje vagyis az ABC és BAD szbgek szogfelezsi
DC felezGpontjdban, E*ben metszik eg,

;»‘a
%}

AL ABC, illetve az AB¢ 5% ig:kh:n BC=BC". A két
omszg kisziil az elsGben legyen nagyobb a B-nél 16vG szog,

m.m ‘2 masodikban. Bizonyftando, hogy AC’< AC.

A CBC’ szbyg felezdje az ABC” haromszogon kiviil halad, és

messe az AC oldalt egy F pontban. Ekkor igaz, hogy CF = C'F.

Az AC'F hi & felirva a ha s:
AC'<AF + FC'= AF + F

nyitottuk a feladat dllitdsdt.

- 7&\\

Ezzel

Akis kor sugara legyen r.

Akisebbik félkorok sugara 4 cm, tehdt FE = FD =4 cm.

Akis kor beliilrG] érinti a nagy félkort, ezért kizéppontjaik tivol-
sga: CF=8-r. ERATA)
Akis kor kiviilrol érinti a kisebbik félkbroket, ezért kozéppontjaik tivols
A CFE derékszog hiromszogben felirva Pitagorasz tételét:

%%

@+r?=8-rP+4* = r=3

Alegkisebb kor sugara % cm.

@) Az =4 cm sugard kir kizéppontja O, az egyenessel vett
érintési pontja E,.

Az em sugard kor kozéppontja Oy, az egyenessel vett
érintés ponlja E,

Az OO,E,E, négyszig delvkvogu tlape1 alapjai r s R.
Anem derehzo"( szirhossza r+ R.

A derékszigl szdrat az dbra alapjdn Pitagorasz-tétellel szimithatjuk:
EEy=J(R+r?-R-rP=J&R-r=2-JR-r = EF,=2-J49=12cm

Az érintési pontok tivolsi

a 12 cm.
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b) Hakét r és R sugani Kor érint egy egyenest s érintik egymdstis,
akkor az ¢l6z6 gondolatmenet alapjdn az érintési pontok
tivolsdiga:

EE,=2JRT.

bb mind a két kor sugardndl,

Ha a keresett Kor x sugara
é pontja Es, akkor az elGzoek

és az egyenessel vett éring
alapjdn:

CRCEE)

EEy=2-VAx=4-Jx, E; Nox=6-Jx, EE=12.

fay:

EEy+EE,=EE, = 4-Vx+6:Jx=12 = x=14dcm.

Akisebb keresett kor sugara 144 cm.
Ha a keresett kor y sugara nagyobb mi

mi
Ko sugardndl, és az egyenessel vett érintési
pontja Ey, akkor az eldzdek alapjin:

EE =2 Ty =4- 5.
EE, =2y =6-[y,
EE,=12. e

fey:

Efy-EE=EE, = 6-y-4-y=12 = y=

A nagyobb keresett kir sugara 36 cm.

Héaromszdg beirt és koré irt kore — megoldasok

B0 A beirt kor kozéppontdt a belsd szogfelezok metszéspontja, a koriilirt kor kozéppontjdt az oldal-
felezs merdlegesek metszésponta adja.

W a) A szerkesztés elvégezhetd, ha figyelembe vessa. hogy h Kl Kpponti s
Kitjik a cstcsokkal, akkor ezek a sugarak 120°-0s szoget zdrmak be egymdssal.

b) Aszerkesztés elvégezhetd, ha figyelembe vcsszuk hogy ha a beirt kor kochponljél Gsszekiik

az oldalakkal vett érintési pontokkal, akkor ezek a sugarak 120°%o0s szoget zimak be egymdssal.

€D Aszabilyos h
egybeesnek, fgy a hiromszog beirt és koré irt korének kiil,épr
pontja is ugyanaz a pont. Ez a pont a héromszog két csicsdval
egyenl szir hiromszoget alkot, amelynek szdrszoge 120° Ezt
a hiromsziget az alaphoz tartozd magassiga két fél szabilyos
héromszgre bontja, amelyrdl tudjuk, hogy a rovidebb befogdja
fele az dtfogonak.

Mivel az dtfog6 éppen a koriilirt kor sugara, a befogé a befrt kor
sugara, a feladat dlitdsa igaz.

BB Az 1404. feladathol kovetkezik, hogy az a oldal szabdlyos hdromszdg magassdga éppen a befrt
és Korillirt Kor sugardnak dsszege, é hosszuk ardnya | :
1av3

Tehiit a beirt kor sugara
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W0 Ha egy hiromszog koré fit korének sugara R, kozéppontja O, egy oldala a, akkoraz O pontnak
az a oldaltol vett d tivolsigit Pitagorasz (ételével kiszamithatjuk:

o

Mivel egy adott hiromszog esetén R dllandd, a gyok alatti mennyiség akkor a legkisebb, ha @

alegnagyol
Tehit bcblzonyuouuk hogy egy hiromsziig kiré it kirének kizéppontia a legnagyobb oldalhoz
van a legks
G A helyesen il tblizat I R
e e RETate
600m 125 0n? Zon
san Dt 2m
K

K r

R A befogdk legyenck a =30 cm, b =40 em, és a Pitagorasz-tételbdl az dtfogd ¢ = 50 cm.
) A beirt kr sugardra ismert a kovetkez6 sszefiiggés:

GEbEC o Gem
2
b) Az dtfogdhoz frt kor sugara:
akbrer ghom,
2
) Abefogdkhor it kirok sugara:
=2=2%C s0em & ,,,:”’;’”:mcm.

W) Az ABC egyenld sziri hiromszogben az dbrénak megfelelden AB az alap. F az alap felezdpontja
) A CFB hiromszogben a Pitagorasz-tételt haszndlva:
AB=2-FB=2-20°- 16> =24 em.
b) Legyen a szirhoz tartoz6 magassig m. Az ABC hiromszog
teriletére igaz: SAAE FDem
7 2~
Tanen a sedhoz artoz6 magssig 192 em.
¢) A BC szithoz ja legyen T. Az ABT
TB*+1922=242 = TB=144 = TC=20-144=56.
A szérhoz tartozé magassdg a szdrat 14,4 és 5.6 cm-re osztja.
d) Haa beirt kor sugara r, a hiromszog teriiletét kétféleképpen felithatjuk:
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¢) Legyen a hiromszog kiré ihaté korének sugara R, a kor
Kozéppontia O. Az O pont rajta van az alaphoz tartoz6 magas-
sigon.

Az AFO derékszogd hiromszogben OF = 16 - R, AO =
és AF=12.

Pitagorasz tétele az AFO hiromszogre:
R2=122+(16- R}
Az egyenletet megoldva: R = 12,5 em.

WD A hiromszog cgyenl szrd, mert szogeinek nagysdga 707 70° és 40°

a) Abal oldali dbrérdl leolvashatd, hogy
az egyenlG sziri hiromszoyg oldalai
140°, 140° 6 80%0s szogben litsza-
nak a korilithatd kor kozéppontjdbol.
KiilsG pontbol egy korhoz hizott
érimgekaszok hosssinak egyenS-
ségébdl az egye
gekben ddodnak 2 jobb oldal i
lithatd szogek. Annak a hiromszog-
nek a szogei, amelyet a beirt komek
az oldalakkal vett érintési pontjai
hatdroznak meg: 70°, 55° és 55°.

a)

=

Az dbra alapjdn a héromszog esticsaibl a beirt korhoz hizott
érintGszakaszok hosszénak egyenldsége alapjdn:

Az egyenletrendszer megolddsai: x=4, y=5,
Tehiit az érintési pontok az 5 cm-es oldalt 4 és 1 cm-es szakaszol
szakaszokra, a 9 cmees oldalt 4 és 5 em-es szakaszokra osztjdk.

@) Ahdromsziiget lefedd legkisebb sugari kor éppen a hiromszog
Koré it kor.

Az ABC hiromszogben AB =6 cm, BC=AC=5cm.

Ha az alap felez6pontja F, akkor AF =3 cm. Az AFC hirom-
szigben Pitagorasz tétele alapjdn CF = 4 cm.

Legyen az ABC héromszog koré it korének sugara R, a kor
Kozéppontja 0. Az O pont rajta van az ABC hiromszig
alapjihoz tartoz6 magassigin.

Az AFO destintgfi bisorsstghen OF =4 R, D=,
valamint AF igorasz tétele erre a hiromszdgre:

2!

re

A héromsziiget lefeds korlap sugara legaldbb 3,125 cm.

kra, a6 cm-es oldalt 6 és 1 cm-es

R+@-R? = R §5=3,125



b) Abeirtkir K kizéppontja az ABC héromszog alaphoz tartozd =
magasségfn van.
Ha a beirt kor sugara r, a hiromszog teriletét kétféleképpen
irhatjuk fel: 5 s
4

(2258) & raus
2

fgy Ck=4-15=25cm.

Az AKF derékszisgd hiromszogben AF =3 cm, KF =

Az AKF derékszogd hiromszogben a Pitagorasz-tétel alapjdn:
AK =P+ 157 =335 em.

HasonlGan adédik: BK =335 cm.

Abeirt kor kozéppontja a cstiesoktdl 2,5, 335 és 3,35 em-re van.

=15cm.

G ) A dobor alapélénck hossit annak a szabilyos héromszisgnek a7 oldala ada, amelybe 13 cm
sugard kor irhat6. Az 1405. feladat a

Ahdromszég alapi doboz alapéle 45,03 cm.

b) A doboz alapéiének hosszit annak a négyzetnek az oldala adja, amelybe 13 em sugard kor
irhat6. A négyzet alapi doboz alapéle 2-13 = 26 cm.

) Az els6 esetben az alaplap terilete:

73
[ﬁ]'ﬁ 731 J'
4

=878,15 cm,

mig a kerillete:

A mésodik esetben az alaplap teriilete:

akeriilete pedig:
4-26= 104 cm.

Mivel a dobozok magassiga egyenld, a msodik csomagoldsi médot érdemes valasztani.

Az dbra segitségével a hiromszog esisaibdl a beirt korhoz hizott
érimszakaszok hosszdnak egyenldsége alapjdn a kovetkezd
egyenletrendszert kapjuk:

Az egyenletrendszer megoldsai (s a hiromszog félkerilete): L
atc—b atb-c btc-a
= =s-b, . 2= =s-a
2
Tehdit az érintési pontok az oldalakat a kvetkezs hossziisdgi szakaszokra osztjdk:

aoldalt s—b és boldalt s—a é s—c; coldalt s—a é s—b.
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Ha a hiromszog bel'ogv.h . b 6 az tfog6ja c. akkor a Pitagoras-(éel alapiin o + hl

5.
4, akkor az dtfogd pémuan Tehdt

ko a2 fogo piros. Ha 4 két befogd Kulinboss pa
mindegyik esetben a+ b~ ¢ piros.
A derékszigd hiromszosg beirt korének sugardra ismert a kovetkezo osszefiiggés:
ath

2

Mivel a tort szamllGja pdros, r egész.
@B Az dbrin lithat6 ABC egyenl szdrd hdrom-
szgben
BACK = BCA% = 50
Rajzoljuk meg az alaphoz tartoz6 BH magassi-
got, ennek CP-vel vl metszéspontja legyen Q.
Az ACQ egyenl sziri hiromszigben:
QACE=QCA%=30° & AQCE
A QAB hémmwoghen'

20°,

BAQS = 50° - 30°=20°,
QBAS=40° és BOAS
Vizsgiljuk meg a QAB hiromszigben PQ, illetve PA mekkora részekre osztja a O-ndl, illetve
az A-nl 16vG szdgeket.

Mivel PACS = 40°, QAP- ~30°= 10°, a PA egyenese felezi az A-ndl 16vG szoget. Az ACQ
hiromszog O-ndl 16vG kills6 szige POAS = 60°, vagyis PQ egyenese felezi a Q-nil levd szogel.

Meguizsgdlva OAB hiromszdgben, P pont a hdromszosg két belsd szogfelezGjének metszéspontja,
amelyen dthalad a harmadik szogfelezo is. Tehit:
PBOS=PBA% =" =20"
A PCB héromszighen tehit ismert két szog:
PBCE=20°+40°=60° é PCB%=50°~30°=20°

Mivel a héromszog belss szogeinek dsszege 180°% a harmadik BPC szog 100°

Thalész tétele — megoldasok

1417]

mszog koré it korének sugara
a) 4310 em;. b)

2
GIH) A szerkesztés Thalész tétele segitségével tirténhet. Az érintdszakasz hossza 6 cm.

{50 Legyen P egy olyan pont, amelybdl  hosszisdgi érintG hizhaté az O kiszépponti korhoz.
Akoron IévG egyik érintési pont, a kor kozéppontja és P olyan derékszigt hiromszoget hatiroznak
meg, amely befoginak hossza r, ezért Pitagorasz tétele alapjdn P pont r-v2 tivolsigra van
akor kozéppontjdtol. A P rajta van az O kizépponti 72 sugard koron.

Ez utdbbi kir minden pontja rendelkezik azzal a tulajdonsdggal, hogy abbdl r hosszisigd érintd
hiizhat6 az O kizéppontd 1 sugard korhoz.
Az adott pontok halmaza tehdt O kozéppontii r-+2 sugard kir.




L1220]

L1:21]
[1222]

(1223]

L122¢]

gy gyenl it hitomszg AB alapidnak feezGmerdlegese trtlmazza a hiomszog C it

Ismert, hogy egy tetszdleges hiromszisg birmely cstesdbol kiindul6 két oldal egyenese, a beirt kor

egy-egy érintdje.

Ez alapjn a szerkesztés menete:

1. Vegyiik fel az egyenld szdrd hiromszog AB alapjdt, és szerkesszilk meg a szakasz felezd-
merdlegesét.

2. Szerkessziik meg azt a kort, amely az alapot az alap felezGpontjdban érinti, és sugara a beirt kor
sugardval egyenld.

3. Thalész-kor segitségével az alap A pontjdn dthaladd, a beirt kort érinté mésik egyenest szer-
kessziik meg.

4. Ez ut6bbi érint6 és az AB felezomerdlegesének metszéspontja adja a hiromszog C esiics

A deltoid két szemben levé szoge 90°.

Az itfogé két végpontja mint dtmérd folé szerkesztett Thalész-kor s az egyenes metszéspontja
szolgiltatja a hiromszog derékszog estcsit

Ha az adott egyenesre nem illeszkedik az dtfogé egyik végpontja sem, akkor:

~ ha az adott egyenesnek az dtfog felezGpontjatGl vett tivolsiga kisebb, mint az dtfogd fele,
akkor két hiromszoget kapunk megoldisként;

adott egyenesnek az tfogé felezSpontjdtdl vett tdvolsdga éppen az dtfogé fele, akkor egy

ilyen hromszoghtz jutunk;

~ egyébként a feladatnak nines megoldsa.

Ha az adott egyenes csak az dtfogé egyik végpontjdra illeszkedik, és nem merdleges a két adott
pont dltal meghatérozott egyenesre, akkor egy héromszoget tudunk szerkeszteni, ha merdleges,
akkor nines megoldisa a feladatnak.

Ha az adott egyenes az dtfogé mindkét végpontjdt tartalmazza, szintén nines megolds.

Legyen a derékszog csicsa C, a szakasz végpontjai A és B,

aszakasz felezGpontja F. 4
Thalész tételénck megforditdsa alapjdn F pont az ABC derék- 4
szogil hromszog koré ithatd korének kozéppontja. Az FC

tivolsdg a kor sugara, ami éppen az adott & hosszisdgd szakasz G

hosszdnak fele. Tehit ¥ pont rajta van a C kizéppontd 2+ sugard o
Koron. 2
A Kémek minden olyan pontja, amely a deréksziied szogtarto-
minyba ik, elgill valamely h hosszsigi szakasz felezgpont-
jaként

Az adott tlajdonsigd pontok halmaza a derckszogd szogtartomdnyba es6 C k07epp0nm 2 sugari
negyed kiriv. (Az fv hatirol6 pontjai is hozzd tartoznak a halmazhoz.)

Teht a hor felezGpontja, a kbr koz

és.ahir eayik végpontia deréksz0g( hiromsziiget hatdroznak meg.

A kir adott pontjdn dthaladd hirok felezSpontjai Thalész

ételének megforditisa alapidn rajta vannak az adot pont és a Kir

Kiszéppontia folé mint 4tmérd folé szerkesztett Thalész-kori
A Thalész-kir minden, az adott pontd1 Kiilonbozs pontja elGill
Valamely hir felezGpontiakent

Tudjuk, hogy egy kor
akor j
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{7 Thalész tételének megforditdsa alapjdn a talppontok rajta vannak a PC szakasz mint dtmérd folé
it Thalész-koron.

Atalppontok, valamint P és C pontok egy koron helyezkednek el

@ Pitagorasz tételénck megforditdsa alapjin a hiromszog derékszogd. A derékszigh hiromszog koré
it korének sugara az dtfogd hosszdnak a fele, tehdt 6,5 cm.

Adott dtfog6ji derékszogii hiromszig derékszogd esticsa rajta van az dtfogd mint &tmérs folé irt
Thalész-koron

Egy hiromszognek a terllett szdmolhatjok az %% képlettel, Mivel az ftfogé adott, annak

a hiromszdgnek a legnagyobb a teriilte, amelyiknek az dfogshoz tartoz6 magassiga a leg-
nagyobb, vagyis amelyiknek a derék legtévolabb van az dtfogotdl. Ez akkor teljesiil,
amikor a derékszogd csiics rajta van az difogd felez6merdlegesén, vagyis a hiromszog egyenls

sz
Akét Thalész-kirr sugara egy-egy szdr hosszdi
A k&t halész-kor kil i egyms, ehdt kzéppontukit g 5
Gss2ekoI6 szdrak
szakasz hot éppen a két kor sugardnak osszege. A szirak s, 3

felezGpontjait Sosoekbi sakssz hosios (et 12,5 cm.

@

Az egyik kor kozéppontja legyen O, a m:
Kor kozéppontja Os, s az egyenessel vett érin-
tési pontjaik rendre E s Ey. A két kor az £
pontban érintse egymdst.

Az O\E\E;0, négyszog derékszogl trapéz, 8
amelynek az 0,0, szirdn E egy olyan pont,
amelyre igaz, hogy

OE=0E,, illetve O,E =0, = =

Az OEE, egyenl§ szird hdmm\zﬁkben az

o0k c < 130~ EOEX
\EES = .
2

Az O,EE; egyenls szdri hiromszogben az.
180° - E,0,E%

OEES

Mivel egy trapéz egy sziron nyugv6 szogeinek dsszege 180°, ez utGbbi két szog dsszege:

180° - E;0,E%  180° - EO[EX E0,ES+ EQES
2 2 2

180° 90°.

Ezazt eles 2 £,EE, hitomsat denksat hiromezog Thlées telinek megfordin
alapjin az 5, dlﬁlg(\ felezdpontja a derékszgi esicstdl fele olyan tivolsigra van, mint E>E,
hossza.

Az ériniési pontok dltal meghatdrozott E, E, szakasz felezSpontjdnak az  pontt6l vett tivolsiga
tehat 10 cm.




a) DBE%=90°, mivel egy szgnek és a mellék-
sziogének felezoi egymdsra merdlegesck.
A BDE hiromszogben Pitagorasz tétele alap-
jina DE dtfogd 10 cm.
Thalész tételénck megforditdsa_alapjin
a BDE hiromszog koré it korének sugara
az ditfogd fele: 5 em.
b) A hdromszog teriiletét kétféleképpen szdmolva:
6:8_(6+8+10)-r

EbbGl a beirt kor sugara 2 cm.

Az ABCD trapéz AB alapjénak felezGpontja legyen 0. Az AOCD

b__tem ¢
négyszig 10 cm oldalhosszisigt rombusz Az 0 pm\mak AL, £

B3l és C-161 vett tvolsiga egya . Thalész tétele e
értelmében az ABC hiromszig delekvogu s c cstesndl van 1™

a derékszog. Pitagorasz tételét felirva:

AC=v207-15% =175 =1323 cm. 4 BT 5

A trapéz BC és A inak felezSpontjai Ie,,ycnek rendre F
& E, valamint az AB alap Tolé mint 4 it koir sugara r.
Thalész téiele alapjdn AEB szig 90 és mwel E felezéspont,
az ABD hiromszog egyenld sziri: AB =BD =
Atrapéz DC alapjdt érinti a fEIKGr, tehdt a trapéz magnsséga .
Atrapéz r magassfgaa 2r hosszi BD d6val egy fél szabdlyos
hdromszoget hatdroz meg. Ennek a haromszognek a kisebbik
hegyesszige DBAS = 30°.

Az ABD egyenls szdri

HasonlGan az ABCS = 75°.
Atrapéz szogei: 75 105°, 105°, 75°
Az ABC héromszog A csiicsdndl 16v6 szoge @, D-b3l AC-re
llitott merGleges talppontja legyen 7.
A hdromszog egyenlG szdrd, tehit DABE = DACE = .
Az ABD hiromszog derékszogd, fzy Korillithat6 Kore az AB mint
s ol Thalds ki A i kictypint 2z A5 i
F xelcwpunq.. ésaz FA, illetve az FID szakaszok a Ko sugardval
g FJa]anxm FAD
tehdt FADE = FDA% =

Tehdta DAC és az FDA szigek egyenlok, vagyis FD pirhuzamos AC-vel

Mivel DT merdleges AC-re, merSleges a vele pirhuzamos FD-re is.

Az ABD héromszg koriilithat6 korének sugara D, és lattuk, hogy merdleges DT egyenesére,
tehdta DT egyenes érinti az ABD hromszg korilithat6 kirét.
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Mivel a paralelogramma oldalai nem cgyenls
hossziak, két-két szoglelez
kiilonbozs, tehdt a belsG szogfelezok metszés-
pontjai négyszoget hatdroznak meg.

Keét szomszédos belsG szisg szigfelezdi olyan szis-
geket feleznek, amelyeknek Gsszege 180°, tehdt
ezek derckszigben metszik egymist, vagyis
anégy metszéspont olyan négyszoget hatdroz
meg, amelynek szogei 90°-osak, tehit téglalap.
Legyen AD = b és az AD oldal felezéspontja F. valamint az A és a D cstesndl 16v5 bels6
szogfelezok metszéspontja M.

Az eldbbick alapidn az AMD héromszosg derékszogd. Thalész tételének megforditdsdbdl kovetkezik,

b «

hogy FM =FA A—ZD . Az AFM hiromszdg egyenlG szird, tehdt az FAMS = AMF& =
Az AMF é az MAB vouck cayenldk, vagyis FM pirhuzamos AB-vel.

Ugyanigy belithatd a B, illetve a C csiiesnl 16vG belsG szogfelezsknek N metszéspontjdra, hogy

az N ponta BD oldal G felezéspontjdtol — tvolsigra van, és hogy GN pérhuzamos AB-vel.

Ha a paralelogramma hosszabbik oldala a, akkor G = a és FG pirhuzamos a paralelogramma
a hossziisdgi oldaldval.
Tehdtaz M és az N pontok FG szakaszra esnek, valamint

MN:FC—FM—GN:H—%

Tehit a téglalap dtlGja a — b hossziisigi.

Erinténégyszog, érintésokszdg — megoldasok

fFD A rombusz érinténégyszisg, bei
lenil adddik az dllitds.
fIED A rombusz oldala 242 cm.
(IFD) A rombusz szemben 1év6 oldalai parhuzamosak, tehdt a szemben 1évé érintési pontokat dsszekots
szakasz OcIcLGponua beit Kor Kozéppontja
busz magas irhuzamos oldalpir esetén ugyanolyan hossz, tehit a szemben
164G érintés pontokar ¢ Snaeking staknnsok egyenlG hossziiak.
Tehdt a beirt kor érintési pontjai dltal meghatdrozott négyszog G egyenlk és felezik egymést,
lal

6 kbrének kozéppontja az dtlk metszéspontja. Ebbol kiszvet-

vagyis téglalap.
Abeirt kor érintési pontjai dltal négyszog dl6i zoget zdmak be,
4 rombusz hegyesszige, tehit 60°-ot.

G Kossiik ssze az a, b, ¢, d oldald érinténé; it a befrt kor kszéppontjdval. Az igy kapott
haromszogek mindegyikének magassga a beirt kor sugara. A négy héromszog ertteténc
Gsszegeként irjuk fel a négyszog terilet

«

Fnsgysatg =5




{ZED Mivel a deltoid koré kor ithat6, ennck a komek a kozéppontja
rajta van a szimmetriadtlon. Thalész tételének alapjn a deltoid
két szomszédos, kiilonbiszo hossziségd oldala merdleges egy-
misra.

Legyen a beithatd kor sugara r. A deltoid terileré kétféleképpen

53 cm.

A beirhat6 kisr sugara 3,

(D @) Vegyiik fol a kétseomszédos oldal dal kozber
zért szdget, és szerkessziik meg a szog szt
érint6, a beirt kor sugardval egyenl sugard
kort.
A szibg széraira mérjiik fel a két adott oldal
hosszdsdgdt, majd a végpontokbdl szerkesz-
sziink a korhoz ¢ erl Az adott sz szé-
raitdl kiilonbz6 érintok metszéspontja adja
anégyszog neg ycdnk esiesdt.
b) Az ABCD érinténégyszig szogfelezGinek metszéspontja O pont. Az A, B és C csiicsokndl
16v6 szogek rendre o, B és v Az AOB és BOC szigek nagysiga:

AoBx=180- %
2

illee BoCx=180°-1 .
2 2

Ez alapjén, ha adott @, f§ és 7, valamint a beirt kor sugara, a szerkesztést fgy hajthatjuk végre:

. Vegyiik fel a B csiiesti 3 sziget, és szerkessziik meg a szog szdrait érintG, a befrt kor suga-
rival egyenl sugar kort. s

3 Akor o Kiszéppontjdban mérjiik fel OB félegyenesre 180° — "2‘ 5 et fay as A esesot
kap;

. Ator a kizéppontjdban mérjik fel OB felegyenese a misik oldalra 180° - B i,
igya C ot kapjul 2

4. Anegyedik csiicsot az A és a C pontokbl a korhoz hizott é

6k szerkesztésével kapjuk.

@0 A harmadik oldal lehet 6 cm, 18 cm vagy 22 em.
Mivel ki irhaté a hatszogbe:
AB + CD + EF = BC + ED + FA.
Behelyettesitve:
6+8+10=8+7+FA = FA=9cm.
deltoid.
dmolhatjk. Egyrésat

a) Mivel HG = FG és HE = FE, a négys
b) A delioid teriiletét kel(élek&.pp&.l\
2

anégyzet teriileténck a fl em 4 ¢
Misrészt, mivel a deltoid énmonc"yvzog. a beirt kor r suga- i £
rival szémolva, a terilet:
2-(HG + HE) 8] 8
T=p sy ZECEID
2 2
=r(V67+ 22 + 67+ 8 ) =1 (V52 +10). A S0

91




MEGOLDASOK - 9. EVFOLYAM

Akét érték megegyezik, ezért:
r(52+10)=72 = r=

A négyszog beirt korének sugara 4,18 em.

I Haszndljuk az dbra jeloléseit. Az ABCD derékszog trapéz
szira

D, dlnpjm puh" AB=11cm és CD=9cm. Ot
a e
P82 11923 em Mivel AD = CT. 4 BC fufogs 20 CT
A hdromszdgben felirva Pitagorasz tételét: S b
CT?+ T8 = CB?. 4 ST

Behelyettesitve és rendezve az egyenletet:

CT242

Atrapéz magassiga 9.9 cm.

QB A derékszisgd szir 40 cm, a misik s2dr ennl na
a rovidebbik alap lehet 30 cm. Az 4l
4. pociil 2 et kavit il ermisakasrok cayenl

26bdl '
CE=CF=30-20=10cm, 4 ~
Legyena B pontbol hizott érintdszakasz hossza x. BE =BG = x. ‘

A TCB hiromszgben Pitagorasz tételét felirva: 4 T ¥
(10 + x> = 40% + (x— 10)2
Az egyenletet rendezve x = 40.

Atrapéz alapjainak hossza tehdt 30 cm 6s 60 cm, magassiga 40 cm.
Atrapéz terilete: .
Trper= (30+60)-40 20) 40 _ 1800 cm?

40
Abeirt Kor sugara = em, teriiete:

Ty = 20%- 7 = 4007 e

Tehiit a trapéz teriletének %’5 100=30,19%-a esik a koron

Mivel a négyszognek két-két oldala egyenld, de két szemben
1év6 szige nem egyenld, a négyszig delioid.
Egy négyszog belss szogeinek osszege 360°. A deltoid két
szemben levd,nem cgyenl szigénck az sszege 180° tehdta két
cgyenl6 nagysigi szige
A deltoid két olyan derékszigd hiromszogbol 4ll, amelynek
befogdi 30 és 40 em hossziak.
Tekintsitk az dbra jeloléseit
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a) A hurkapiledk hosszdnak meghatdrozdsdhoz sziikségiink van a BCD derékszogd hiromszog
tfog6jdnak, illetve az dtfogéhoz tartoz6 m ahosszira
telbl az dtfogd hossza S0 cm, ami a deltoid egyik 4

A Pitagoras

A merevitéshez egy 50 em és egy 48 em hosszd hurkapdilcdra van sziikségiink.
b) Adeltoid terilete a két derékszogd hiromszog teriiletének az dsszegeként szamithato:

2 %:120%:“1

1200100 = 1500 em? = 15 dm?
80

) Adeltoid belss sz Gi s ja lesz a kor kozép-
pontja, sugara ennek a pontnak valamely oldalts vett tivolsiga.
d) Az AOB ésa COD szbgek nagys zege 180°
) Az EFGH érintnégyszig E, F. G és H estesndl levs sziigei
legyenck rendre @, B, 7 s 3 Mivel a beirt kor kizéppontja
a belss szisgfelezok metszéspontja, czért:
2*8 & Gon
2
Az EFGH négyszg bels6 szdgeinek Ssszege 360° ehit:
LATNTIONS AL
2 2

inak

EOF&=180°— -130’7%.

180

[EOF%+ GOHE=180° - ﬂﬁ—;yﬁ:

Az ABCD érintGnégyszigben az AOB és a COD szdgek nagysigénak dsszege 180°

Vegyes feladatok — megoldasok

) Két 60°-os és két 120°-o0s szige van a trapéznak.

@I A harmadik esiicshoz tartoz6 ma
§7) A héromszg harmadik csicséngl 16vG belsd szige 84°.
. tegyik fel, hogy a bees6 fénysugdr
sz 6 tiikiirrel, és a visszaver6ds fénysugdr
 szoget zdr be a masodik tikorrel. P
Ha ez a két fénysugr pérhuzamos, akkor 180°~ 28 és 180°~2y
180°-ra egésitik ki egymist: DN
180°- 2B+ 180°~2y=180° = f+y=90° = a=90%
Akét siktiikor merdleges egy!

assig és szoglelezs 11°-0s szdget zir be egym
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A derékszigl trapéz felbonthatd egy a oldali négyzetre és egy
2a oldali fél szabilyos hiromsziigre.
a) Atrapéz negyedik oldala a+a-+f3.

b) Atrapéz szogei: 90°, 90 150° és 30° .m

() A négyszig két szoge egyenl a szabilyos otszg egy bels szo-
gével, azaz 108°-osak. A fennmarad6 két szog nagysigdt meg-
kapjuk tigy, hogy 10861 kivonjuk annak az egyenlG sz hérom-
szognek az alapon fekvs szogét, amelynek szdrszoge 108° (=)
A misik két szog nagysdga:

108°-36°=72°

dromszog harmadik csiicsa egyenld tavol van az alap két \uY e/
vesponticl, gy uz alp feleatmerGiegesének s o scdmak a :
metszéspontja szolgdltatja a hiromszog harmadik csdc:

A szerkesztés akkor végezhetd el, ha a szir egyenese alha]ad a megadott pontok valamelyikén,
illetve nem merdleges az alap egyenesére.

EZED Induljunk ki a kész dbrab6l. Mérjiik fel az ABC héromszog

o
BC oldaldnak hosszit CA oldal egyenesére C-n til. fgy D pont-

hoz jutunk. Mivel BCD hiromszig egyenld szird, a C csics

rajta van DB szakasz felezomerdlegesén.

Ez alapjdn a szerkesztés az ABD hiromszig szerkesztésével A

kezdddik. (Ez végrehajthat6, mivel adott két oldaldnak hossza,
valamint a Kizbezn sz0g nagysiga.) A hiromszig C csicsit

s felezdmerdlegesének & az AD szakasznak a kozos
ponti szogiltat.

@ a) Két szemkozti esiesanak tvolsdga a kor it kor sugardnak kétszerese, azaz 36 cm.
b) Két szemkiszt oldalfinak tivolsiga egy 18 cm oldald szablyos hiror

18-V3
2

szerese:

2 =18-V3em.

G Induljunk ki a kész dbrdbol. Az F és F* pontok az ABC egyenls
sz

rd héromszoig beirt korének és a hdromszog alaphoz tartozd,

magassigdnak metszéspontjai

A hdromszog beirt korét a szerkesztendd kr az F* pontban érinti.

Ez alapjin a szerkesztés Iépései a kovetkezok:

1. Szerkessziik meg az adott ABC hiromszog beirt korét.

2, bkt 7 poisban geriessluk ity einek )
rakkal val6 metszéspontjai legyenek

3. Az ABC hiromszog bcm Korét azcrkcssznk meg

A szerkesziés mindig végrehajthatd.




) A kor kozéppontja a szakaszt61 5 cm tvolsdgra van.

végponti dtmérdk misik végpontjait Gsszekitd szakasz dthalad a két kor mésik metszés-

pontjin, tehdt A és B nem kiilonboz pontok.
W) A téglalap oldalai folé rajzolt Thalész-koroknek a téglalap csicsaitdl
Kiilonbiozo mcl\zéspcmjnil kell dsszeszamldlnunk. v v
it olyan

Hat olyan pon téglalap belscjében, amelybdl valamelyik }‘
kétoldal dcrckszo« St sk ‘
P}

R A paralelogrammik kivzil érintGnégyszog csak a rombusz Iehet. A rombusz magassiga a beirt
Korének az dtmérdje, 20 em.

Mivel a rombusz egyik szoge 45°, az oldala 20-v2 cm hossz.
A rombusz kerilete 80-v2 = 113,14 cm.

A rombusz teriilete 20-20- /2 =400-y2 = 565,69 cn
{13 Legyen a két hidnyz6 oldal hossza a és a + 4. Az érinténé; 0y tétel szerint:
10+12=a+a+d =

A négyszog két hidnyz6 oldaldnak hossza 9 és 13 cm hosszd
@ Ha n oldald a sokszog, akkor
% 20 = n-(1-3)=40.
Figyelembe véve, hogy n pozitiv egész és nagyobb, mint n - 3, 40 lehetséges szorzatalakijai:
40-1 0-2=10-4=8-5.
Mivel a két tényezs kiilnbségének 3-nak kell lennie, a 85 a megfeleld szorzatalak.
Aszabilyos sokszog 8 oldali és egy bels6 szoge 135°

Ha a kép szélessége 16x, magassiga 9x, akkor Pitagorasz tétele alapjd
(16x7 + (902 =817 = x=44l.
retei megkozelitGleg:
szélesség: 16-4.41+2:10=90.56 cm,  maga
Nem fér be a késziilék a szekrényiinkbe, mivel a magas
Messe az A esiiesbl kiindul6 bels szogfelezs
a B esiiesbl kiindul6 kiilsG szogfelezot egy D
pontban.
Az ABD hiromszog bels szogeinek tsszege:

Ateley

dg: 9-4.41+10 + 18 = 67,69 em.
iga 65 cm-nél nagyobb.

o
Zi[B+ov-
2P

amibol o+ f=90°.

Tehdt az ABC hiromszog C csicsindl 1évé
belsd szoge 90°. Thalész tételének megforditdsa
alapjdin a hiromszg koré irt korének sugara
az AB tfogé hosszinak a fele, vagyis 10 cm.
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A viza tivolsigit a teritd sz€leitdl a rombusz beithatd krének r sugara adja meg, amelyet a kivet-
kezd dsszefiiggés segitségével hatirozhatunk meg

k,

rombusz

Trombus;

A rombusz oldaldnak hosszt Pitagorasz-tétellel szimithatjuk:
=VAT+307=50cm = Kyyppysy =200 Cm.

A rombusz teriiletét az dtl6k szorzatinak fele adja meg:

A viza a terits széleitd 24 cm tavolsagra van,

Szimoljuk dgcket aszerint, hogy oldalai a

zg oldalai koziil

Ezek szerint a kozrefogott oldalak szdma lehet:
L1é6s6 1,26 G4 2264 236

Tehiit 5 kiilonbisz6 hiromsziget alkothatnak a szablyos nyoleszog cscsai.

Egy hfromszog akkor derékszogd, ha egyik oldala a koré irt korének az dtmérdje. Mivel a szabi-

Iyos nyolcorb Ko fhatd Kor:azok o biromszogek losznek drékszogtick, amelyeknek ey

oldala a nyoleszog négy oldaldt fogja kozre.

E szerint ket derckszigd hiromsziig van,

Legyen az ABCD paralelogramma két hosszab-

bik oldala AB és CD, valamint BAC szog 60°.

Keressiik a paralelogramma keriiletén azokat

a pontokat, amelyekbl az AB oldal 90°os szog

alatt litszik.

Az ABD hiromszigben az A esicsindl levs

stidge 60° és AB'=2-AD = fél szabilyos hirom.

s20g = D-nél derékszog van = D csiics rajta

van AB Thalész korén.

Legyen a DC oldal felezéspontja E.

A BCE hiromszog szabilyos hiromsat (BC = CE 63 BCE s20g 60

Az AEB hiromszisg is egy fél szabilyos hiromszdg, mivel a il levd szidge 120°-60°=

6 AB=2-EB = E csics s rajta van AB Thalész korén.

Mivelegy cayenesnck és cay kimek leafeiebb két metszésponija ehet, a paralelogramma kerii

letén csak az E és D pontokbdl litszik az AB oldal 90¢ gben.

Hasouldanadgik, gy D cidel a2 A3 okl & wégpontibol s F feleréspontjibl sz desék
zog alatt

Akines a paralelogramma kerilletén négy helyen lehet: a két tompaszogd esticsban, vagy a hosszab-

bik oldalak felezéspontjaiban.




Legyen az ABC szabiilyos hiromszog bef

ato
Korének kozéppontja O. Ismer, hogy a szabi- £ £
Iyos héromszig beirt ke sugardnak hossza

6[24f4f = N

)
Az dbrajeloléscit haszndlva ED oldal K felezés-
pontjdnak O-t6] velt tévolsdga 24 +4- /3.
A KOE derékszogd hiromszogben Pitagorasz 4 d
tételet felirva
OF2=(24+4-3) +122=768+192-3,
amibal

OE =768 + 1923 = 33,17 cm.

Hasonl6an szdmithaté:

) Mivel a hatszdg csiicsainak O ponttol vett tivolsdga ugyanakkora, ezért a hatszisg koré irhat6
kor.

b) A hatszig Koré frhat kor sugara megkozelitgleg 33,17 cm.

) Ahatszog oldalai koziil DE = FG =
Afatszog FE oldala egyolyanegyenl s hiromsagnec . alpia, amelynek a safrsaipe

ai 24 cm hossziak. Tehit az FE oldal egy 24 cm oldali szabilyos héromszig

ma-amuanak akétszerese, vagyis

24-3

24 cm hossz.

2=24-3=4157cm.

2
Ahatszdg EF, GH 6s ID oldalainak hossza:
24-J3=4157cm.

Az O, illve OB saakasak ecatmerlegsc . AB oldlt F
C olddll G, az AC ()Iddll H rmnlhnn metszik. Az dbrin
figyelembe

véve AF. FO, FE, OE, EB, AH s BG szakaszok hossza cgy-

ardnt 6 ¢

a) ALF o r pontok hirom 6 cm-es részre, a H é G poniok
cgy 6 és egy 12 cm-es részre osatjék a héromszog oldalait.

b) Az AFH és BGE héromszogek teriilete cgyenls:

623
4

Az EGCHF btsziog terilete:

18855 g (3=81V3-18.J3=63. V3= 109,12 em?

V3=1559 cm?
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‘Abajd induljon az A ponthl,  vidgtomyok helyzett eerze
D pont.  haf kétdra milvaegyen.a C ponban. A eada
v(wcg: szerint DB
Az ACD h(:\romszoghcn ‘4 05 szg van, és CT'=DT'=TA =x.
DBA hiromszogben felirva a Pit
P +da?=507 =
A CTA hiromszighl:

orasz-ételt:
075 = 22,36 km.

CA=10-V5-2=10-10 = 31,62 km.
Ahajé dtlagsebessége:
jo: ‘FO =5 Jl‘qs.xlkva

Tekintsiik az abra Jclol ei. Legyen a keresett ki sugarinak
za 1, a ki

B o ki belu!ml int a2 A Kizéppontd 80 cm sugard kort,

A0 =80

A kérdéses kor kiviilrl érinti a K kozéppontd 20 cm sugari
félkort, ezért

KO=20+r.
A% 40D deréksdgi hiromszogber
0D?= A0~ AD? = (80 - 1)* - 40% = 4800 — 160r + r*.

(20 +7)2 =207
ugara a kovetkezs egyenletbl

4800 160r +r2=40r+r? = r=24
Akeresett kir sugara 24 cm.

Ezek alapjin a keresett ko

Az fbrén Ifthat6 jeloléseket haszndlva legyen a telek az EFG
hdromszisg, a ré épitett hiz az ABC hiromszog.

A feladat feltételei szerint az FEGS =45°, illetve BC=12m
és AC=16m.

Az ABC hiromszig A és B csicsindl 16v6 kiilsG szogek nagy-
siga 180° -z, illetve 180° - f. Ezen kiilsG szogek szogfelezsi
dltal bezrt szog:

150 (180 -@) (180 -p)
2 2

;/’:45“ = a+f=90.

Tehit az ABC hiromszog C estiesdndl derékszog van.
) A hiznak a telek 45°os szogével szemkiszti oldala a Pitagorasz-tétel alap

AB=\127+167 =

20m.




b) Ha anégyszog alaki szobnak minden fala a hiz 12 vagy 16

méteres oldaldval parhuzamos, és minden oldala egyenls 8

hosszi, akkor annak az LMNC négyzetnek a teriiletét kell

meghatdroznunk, amelynek N és L csticsa az ABC harom- "
n

szg befogbira, M csics pedig az dtfogora illeszk
Legyen a négyzet oldaldnak hossza a. Az ABC derékszogl  12m
hiromszd teriilete el6dll a BCM és ACM héromszogek terii-
letének tsszegeként:
1216 _12a_16a
A2:16, 1% lba
2 2 2

1m

2
Legfeljcbb 478 =47m? lehet annak a négyszdg alaki szobdnak az alapteriilete, amelynek

minden fala a hdz 12 vagy 16 méteres oldaldval pérhuzamos.

a) A B szig nu\;,ys.lgd 36"
b) Az dbrin
A kilen

alapon fekvé szogei it ok: o, 2,3 a,
edik szakaszt még meg kell tudnunk rajzolni, igy 9- a legfeljebb 90° Iehet. Teht
az o szisg nagysiga legfeljcbb 10°

) Az el6zGek alapjdn az n-edik szakasz utdn mdr nem tudunk jabb szakaszt berajzolni, ha az

dbrén jelolt sz 90%ndl nagyobb. Tehdt a szg nagysiga legfeljebb 2.
n

[ A derékszogh ABE és ABG hiromszogek E és G csticsai Thalész
tételének megforditdsa alapjan rajta vannak az AB mint dtmérg
folé irt koron.

A, FG, FE és FB szakaszok a Thalész-kor sugarai, tehdt
egyenlG hossziak.
Az AFG egyenl6 sz
tehdtaz AFGS = 180°—
Az EBF egyenl sz hiromsai alapon leve szbgei 67"-osak,
tehdtaz EFB% = 180°~2-67° = 46°
Ezek alapjén az EFG egyenlG szird hiromszog szirszoge 180° - 46° - 96°
Az EFG hiromszog szogei 387, 71° és 71°

haromszisg alapon levd szogei 42°-osak,
20 = 06°
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9.5. EGYENLETEK, EGYENLOTLENSEGEK,
EGYENLETRENDSZEREK

Az egyenlet, azonossag fogalma — megoldasok

isok:

d) igaz; ¢) hamis; ) hamis.
W a) Akonvex négyszigek halmaza. b) (97}
) Abolygék halmaza. cs megoldis.
¢) Nines megoldis. f) tmisodfoki; abszolit énék ).
2) {Duna; Tisza)
) A.. 5-nél kisebb pozitiv egész szdm. b) A... primszém,
) A.. legfeljebb 19. d) A minimum 2 és maximum 7.
¢) A... nagyobb ~3-nl és kisebb 5-nél £) A ... a legnagyobb egé
2) A .. természetes szim.
@ o) x=3x-6 (x=3). b)x=2x+8 (x=-8).
) 3x+4=25 (x=7). d)3x-2x=x (xeR).

€)5x-8=3x+10 (x=9),

Az egyenlet megoldasanak grafikus modszere

— megoldasok
| o) ” . b) " o
s P
7
v
3 e % e 3 i
q
x=1
4 a Y /
s s
= TN s e g i
9 (]
Nines megoldds. x22. x=-1,x5=2.
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Megoldis a 0, valamint 1-t61 2008-ig minden
epéeaczimés a il magyobb sz szim kit
Osszesen tehit 2009 m

van egy megoldi
oldds van.

Az egyenlet é ési tartomanya
vizsgalata — megoldasok

@8 ) x=4. b) .‘=§.
&0 ‘:g &) Nincs megoldss.
2) Nincs megoldds. ) Nincs megoldds. megoldds.

@D a) Mindkét gyok alati

2p<, azaz p<>.
p <3 e p<

- oS "
ejezés nemnegaty: x> € x < 2p, akkor nem lesz megoldds, ha

b) Aza) esethez hasonlé gondolatmenettel: p < 7;
¢) Az a) esethez hasonl6 gondolatmenettel: p < z.

d) Az.a) esethez hasonl6 gondolatmenettel: p < —%

¢) Az a) esethez hasonl6 gondolatmenetiel: p > 0.
/) Az a) esethez hasonlé gondolatmenettel: p<§
8 ) Csak akkor van megoldis, ha az tsszeg mindkét tagja 0. Nincs megolds.

b) Csak akkor van megoldas, ha az dsszeg mindkét tagia 0. x=2,y= 1.
) Csak akkor van megolds, ha az osszeg mindkét tagja 0.

d) Csak akkor van megoldas, ha az tsszeg mindkét tagja 0.

¢) Csak akkor van megold

. ha az Gsszeg mindkét tagja 0.

f) Csak akkor van megoldis, ha az 6sszeg mindkét tagja 0.
) Csak akkor van megoldis, ha az dsszeg mindhirom tagja 0. x 70 y=

b) Csak akkor van megoldas, ha az tsszeg mindhdrom tagja 0. x

3

) Alakisurk teies nép,yzel\é e W2+ (x+ 1Y = 0. Csak akkor van megoldds, ha az dsszeg
mindkét tagj

4 Teljes gyt kmlakuv-l (x m-ﬂz\ w-m ~1)2= 0. Csak akkor van megoldis, ha

g mindhirom tagja 0. x=4,y=1,:=2.
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Egyenlet asa szorzatta ita -

@@ o) x,=

) Anevezd nem lehet 0. A megoldisok: x, =

d) Anevezs nem lehet 0. A megolddsok: x; =

) Kiemelés utdn: (x +1): (51~ 5) = 0, a megolddsok:

1) Kiemelés utin: (x—4)+(5x—4) = 0, a megolddsok: x, = 4, v, =+

5

) Kiemelés utdn: (2x+ 1)-2x =0, a megolddsok: x; = —=, x,=0.

) Kiemelés utdn: (5x - 3)-(6x +6) = 0, a megolddsok: x; =1, x= %
5

i) Kiemelés utdn: (8x +5)- (4x— 10)

. amegolddsok: x, =

J) Kiemelés utdn: (4 - 22)-6 = 0, a megoldis: x= 2.

@ Az 6t egymst kivetd szm szorzata:

T D) (0 +2) (14 3) (x+4) =0,

Ha x+3=0, aszdmok ~3; -2;-1; 0; I; Ssszegitk —5.

Ha x+4=0, aszdmok —4;-3;-2; -1; 0; sszegik ~10.
@ a) Auendezés és kiemelés utdn: (Bx— 1)- (6 —x) =0, a megoldsok: x, = .1‘ 13
b) Ket tényers kiemelése utdn: - (x+ 1)+ (~x - 6) = 0, a megoldsok: x; =0, x, =1, x;

¢) Az x—1 Kiemelhets: (x— 1) (3x+7+2x + 6 - 63~ 6) = 0, a megoldisok: x, = I, x,

Legyenek a téglalap oldalai a és b egész szimok, a <b.
Ateriilet és kerillet kozotti osszefiigeés alapjdn:
@) a-b=2-(2a +2b) egyenlet ithat fel.
Rendezziik a bal oldalra és alakitsunk ki szorzatot
ab - 4a - 4|
a-(b-4)-4-(b-4) -1
@-4-G-9=16.
Mivel a és b pozitiv egészek, elég megkeresniink a 16 oszt6pdrjait: 16=1- 1
ezekbdl adédnak a megoldiisok
Mivel a <b, a lehetséges esetek:

=2.8=4.4,
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b) a-b=3(2a+2b) egyenlethdl rendezve és szorzattd alakitva:
ab ~6a~6b=0,
a-(b-6)-6:(b-6)-36
(@=6)-(b-6)=36.
A 36 0szt6pirjaibol kapjuk a megolddsokat: 36 = 1-36=2-18=312=4:9=6-6.
Mivel a < b, alehetséges esetek:

L by=24 a3=9,by=18; ay=10, b= 15; a5=12, bs=12.
a) Két Iépésben alakitsunk szorzattd:
202y 43)-3-Qy+3)+9=10,
@y+3) (¢
Az 1 kétféleképpen ithat fel egész szimok szorzatakén

Ha 3=

=1 l= (DD

Ly =-1;

}. akkor x; ha ii'* =

:i} akkor x,

b) Két Iépésben alakitsunk szorzattd:
3x-Qy+5)-2-Qy+5)+10=21,
(Gx-2)-@y+5)=11.
A 11-et szorzattd alakithatjuk: 11=1-11=11-1=(-1)-(-11) = (=11) - (=]).

2, nem megoldis, mert x nem egész szdm.

—8, nem megolds, mert x nem egész szdm.

l}, akkor x, =3,y

Az els6 és negyedik esetbdl kapott szampirok a megolddsok.

Egyenletek a a é -
@3B a) x

mx=
@) xeRx#2;

I8 Ha a harmadik napra 4000 Ft maradt, ¢z az els6 naprol maradt pénz kétharmad része. Az els6 nap
utéin 6000 Ft maradt, ez a telies sszeg kétharmad része, tehdt 9000 Fi-tal indult el a kirdnduldsra.
Az els6 napon elkoltott 3000 Ft-ot, a mésodikon 2000 Ft-ot, a harmadikra 4000 Ft maradt.
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x forint, akkor 8 fiizet 8x forintba keriil, ennyiért most 13 fiizetet vehetek, tehdt
0,6154x forintot kell fizetnem, ami 1 -0,6154 = 03846 rész csokkenést, vagyis

Ha cgy fize
eey fiizetért

13
38,46%-0s leérickelést jelent,

@B a) Akozos nevezs 100, beszorzis utdn x =

6
b) Az cgycl\lcmck akkor van értelme, ha x# -2, a kozis nevezs 2-(x + 2), ezzel beszorozva

Pl A7 cuyen!emek akkor van értelme, ha x# 4 és x#-3, a kozis nevezs (x—4)- (x+3), ezzel
beszorozva adddik: x =
) A tortek miatt az egyenletnek csak akkor van értelme, ha x # 3.
Mivel 6-2x

(3-2), ezzel szorozzuk az egyenlet mindkét oldali

Az egyenletnek nincs megoldsa.
b) A tortek miatt az egyenletnek csak akkor van értelme, ha x#~2 és x #5.
Mivel (x+2)-(x3) 3x- 10, ez a szorzat legyen a kozds nevezs, amivel beszorozva:
S-(x-5)+4-(r+2)=28,
Tx=35,

Ami az értelmezés miatt nem megoldas.
¢) Erdemes a nevezket szorzattd alakitani:
2-202=2-(1-x)=2-(1-x)-(1+x);

Kol=(-1)-(x+1)

2-2v=2-(1-x).
Egyrészt kiolvashatjuk, hogy az egyenletnek csak akkor van értelme, ha x# 1 és x# 1.
Misrészt ldthatd, hogy a 2+ (1 -)- (1 +2) szorzatot érdemes kozis nevezonek vélasziani.
Ezzel beszorozva:

XH1=(-2)- Q- 1)+6:2-(1- D)+ 1+x=0,
X 144x-2412- 120+ 14 x=0,
x=2.
EllenGrzés utdn kideriil, hogy a megoldis valban x =2
d) Alakitsuk szorzat a nevezoket
22 -4x+2=2-(x- 1%
2_2r+l=(x-1%
3-3x=3-(1-x).
Az egyenletnek csak akkor van értelme, ha x # 1. Kozos nevezonek a 6-(x~1)? s
érdemes vélasztani, ezzel beszorozva az egyenlet mindkét oldal:
3@ =N+6-(+ D)= (D) (x-1)=2-6-(x - 1),
6x 204 6x+6+2r-2=12v-12,

x=

EllenGrzéssel meggy6zSdnetiink rla, hogy az egyenlet megolddsa
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Egyenlétienségek — megoldasok

€@ o) [ TR b) - z ] i
s s s
'
5 ENERR] S TEHER D 7 e
2
. d
x<1 x<3. “lex<2
d) \ e AT A £ 7 i
s
s I3
7 2 -5 2 g
EEEaEm A EwE i3
X<0 vagy x23. x<~1vagy x>3. x22.
1 7 1
120 YR ST b)x<-2; o x>=—;
a2y 5 6
d) xeR; o x<-25; f)x<as;
&) Nines megolds; s
@D o x1320 b sv220 L scr720
uri1z0 x-1>0 1520
£ R T TRy ) 5
(] 3
1 7
X<-3 vagy x2 - “2<x<l; —=<x<5;
2 3
) e NIl P
2450 4150 4350
5050 re4>0
ST Ee=zag) B

~d<x<-3vagy -2<x;
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8 e H+420
e g 2520
7 5 4 3.5
—S<x<—vagyd<x s$-= i T2 =5
v< ] vy d<x ¥S=3 vagy 3 SxS ] vagy S
ED o) x-4>0 b x-520 ) 3+1>0
x43>0 1250 w-320
SFET T B 3
x<-3vagy d<x -2<xs5;
&) e
=750 =150
i ¢ sn L R B = T
i s H
2 aEE 1 xS-dvagy 2 sw<2.
1 5 2
) A jobb oldalra rendezve: "
4x+29 e

< MET
0’(“2)-(;(75)

Ennek megoldsa:
2

-~ <2 vagy S<x

b) Abal oldalra rendezve:

. A
@=2-(+3)

A megoldis:

x<-3 vagy -%Sx<2.
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) Abal oldalra rendezve:
12018
(x=3)G-D"

A megoldis:

1<x<d vagy 3<n

2
Akéthalmaz: A= [-1:3] 0 J5: o[ & B=[-2:2] U [4:.[
@) AuB=[-23]u 4=, AnB=[-1:2] U]5;
s-320 a+220 T
x4120 x-220 8

0 20 S oTee e
B 210 2345

-0 36 2 0 2 4 Al e——ss

a —_— B e — hoB —e o

b) Mivel az 5 nincs benne az A halmazban, ezért nem igaz, hogy P < A.
¢) Azokat a szdmjegyeket keressiik, amelyek nem elemei B-nek. A keresett halmaz: (3).

1-x> 0 dtszorzds utdn:
1+9)-2-029%-(1-9,
9x-9x2,

Mivel x>0 és y

Ekvivalens dtalakitdsokat végeztiink, gy az dllitds minden vals xv-re igaz.
1

EgyenlGség

= eseténll fonn.

Abal oldalra rendezve: T
22c+11 < = e
Cv-3)-x+5)
Megolddsa:
3 1.3
-l
a) A H halmaznak sem legnagyobb, sem legkisebb eleme nincs, mert a 2

b) Atermészetes szimok kil csak a 0 és az 1 eleme a H halmaznak.
¢) Egy lehetséges megoldis:
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Abszolut értéket tartalmazo egyenletek,
egyenldtlenségek — megoldasok

bx=d,x=-12  ¢)xs<-dvagyx24 d) xsS-12 vagy x24;

@B a) x=4,x

) xeR.

fx=2,x

ha x 23 nincs megoldds. ) Nines megoldds.

g x=2.x=4 hx= % hax >% nines megoldds.
§H1 a) Ha x>0, nincs megoldas, ha x <0, a megoldds x <7%
) Ha x>0, akkor x> -% ad6dik, ami azt jelenti, hogy x = 0 a megolds.
Ha x <0, akkor x »% ad6dik, tehdt a megoldas 7% <x<0.
A végeredmény: 7% <x
) Ha x2 0, akkor nincs megoldds.

Ha x <0, akkor x og adodik.

A megoldis: x < 72

d) Ha x> -3, akkor x <4 adodik, azaz -3 < x <4 a megoldds.

Ha x < -3, akkor x 2,% adédik, azaz. 7% <x<-3 amegolds.
4 .
Avégeredmény: -2 <x<4

) Ha x> 1, akkor x 11 a megoldss.
Ha x <1, akkor x < -1 ad6dik, azaz x < -1 a megoldds.
Avégeredmény: x<-1 vagy x> 1.

f)Hax> %. akkor < - adodik, azaz. g <x <§ amegoldis.

Hax<, akkor 2 <x adodik, azaz % < \-<§ a megoldds.

Avégeredmény: 2 <x<3.
8772
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ED ) Ha x22, akkor x=5.

Ha ~3 < x <2, akkor nincs megoldds.
Ha x<-3, akkor x=~6.

b) Ha x2 1, akkor minden szim megolda:

~4<x<1, akkor nincs megoldi

Ha x <-4, akkor nincs megoldas.
Avégeredmény: x2 1.

¢) Ha |x+2|

akkor x=

2, akkor x= -1 vagy x
d) Ha |x-4]- , akkor x =12 vagy x=
Ha |x-4|- akkor x=4.
ED ) Ha x20, akkor x> 1 adddik.
Ha —5 < x <0, akkor nincs megoldds.
Ha x<-5, akkor x< 6.
A végeredmény: x <6 vagy x2 1.
b) Ha x >3, akkor ~5 < 5 adddik, azaz minden szim megoldds.
Ha -2<x<3, akkor -2<x.
Ha x<~2, akkor 5 <5, azaz minden szdm megoldds.
Végeredmény: x € R.

) Hax< % akkor x 22 adédik, ami megoldds.

Ha-6<x<

akkor x < 0-t kapunk, azaz ~6 <.x <0.
Ha x <6, akkor x <-4 adédik, azaz x <—6.
Avégeredmény: x <0 vagy x> 2.
1_44 455
9736 36 4
Ha 4 cxe akkor x< 1, o 2<as1,
R i

d) Ha \zg.akkurxS%. mivel nincs megoldds.

=2 4 megoldis:

Hax<3 akkor x2 2, mivel 1
5 9 9° 45 455

ol
n

A végeredmény: ;sxs 1.
@) Ha x22, akkor x> —, tehdt x22.

Ha -4 <x<2, akkor x >7-, tehiit 7§<,\ <2
Ha x <4, akkor x<-15, tehdt x < -15.

Avégeredmény: x<-15 vagy -% <x

110
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b) Ha x4, akkor x<2,5 adddik, azaz nincs megoldds.
Ha I <x<4, akkor x<3, tehdt 1 <x<3.
Ha -2 <x<1, akkor x <7, amegoldds ~2<x< 1.
Ha x<-2, akkor —6.5 <x, a megoldds 6,5 <x<-2.
A feladat megolddsa: 6,5 < x < 3.

Paraméteres egyenletek — megoldasok
a)x=

3, ha a#0. Ha a =0, minden val6s szim megoldds.

b) x=>", ha b#0. Ha b=0, nincs megoldis

b

o x=zi ha ¢#2. Ha ¢ =2, nincs megoldds.

B84 G Fu el iy megolids,

atd
) x=1, ha d#-1. Ha d=~1, minden vals szdm megoldas.
f)x=a+3, haa#3. Ha a=3, minden valds szdm megold

g) x=b-2,ha b#2. Ha b=2, minden val6s szim megold
h)x=c-4,hac#-4. Ha

~4, minden valés szim megoldds.

i)x= ”—7' ha d#0 és d#-1. Ha d=0, nincs megoldis. Ha d=~1, minden valGs szm megoldis.
d

@) x=a-3,ha a#3. Ha a=3, minden vals szim megoldis
a+4, ha %2 Haa

2 -
%, ha a#2. Ha a=2, minden valés szdm megoldds.

2, minden va

6s sz4m megoly
o x=

12
-3

haaz %. Haa= %, akkor nincs megoldds.

Ataldlkozdsig eltelt id6 legyen 1, a két fut6 egyiitt megteszi a 200 métert.
Akivetkezs egyenlet fthat fel:
Vet vy 1= 200,
200
v,

A megoldis:

Legyen x azid6, ahiiny Gra milva utoléri a gyorsabb kerékpros a trst. A tdvolsdgot ijuk dt km-be.
Akbvetkezs egyenletet kell megoldanunk:

38;

32re
1000
A megolds:
x=6ra=— pere,
6000 " =100
ennyi id6 milva éri utol az egyik kerékpiros a misikat.
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a) AzirGjelek felbontdsa utdn rendezve, elvégezve a szorzattd alakitdsokat:
(@+b)-(a=b)-x=(a+b?
ahonnan:

a+b
——, ha lal=lpl.
-b

0, ekkor minden val6s s

~b, minden valds szim megolds.
b) Azirdjelek felbontdsa utdn rendezve, elvégezve a szorzattd alak
(2a-3b)-x=(2a-3b),

amibol:

2a-3b, ha 2(1%31):(:%%
Haa= % b, minden valds szim megoldds.

¢) Rendezve az egyenletet:
xa-(l-a)=4-(1-a),

amibl: 4
x=—, ha a#0ésazT.

a

Ha a'=7, minden valés szim megolds.
Ha a=0, nincs megoldis.
d) Atoriek miatt x#3a és x#b.

Beszorzds utdn:
ab - ax=6a-2x,

(@-2)-x=a-(b-6).
L Ha a=2 & b=6, minden valos szim megoldis. kivéve a 6.
Ha a=2 és b#6, nincs megolds.
a-(b-6)
a-2 '
Az értelmezés miatt x# 3a és x b, a fenti tort csak akkor megoldds. ha <~ =%

& @,b‘ vagyis a#0 és b#3a
=

. Ha a#2, leosztds utdn

>
e 6’ e
a=

Ha a=0, nincs megoldis.

Ha b=3a, nincs megoldas.
¢) Atorick miatt az egyenletnek csak x# a 6 x % —a esetén van értelme.

Legyen a kozos nevezd az (x + a)- (x - a) = x* — a? szorzat, ezzel beszorozva az egyenlet
mindkét oldaldt:

x(r-a)=(a+xP=-1-(x-a+4ad).
Rendezés és kiemelés utdn:
x(1-3a)=a-(1-3a).

Haa= ket oldal 0, tehdt

den valés szdm megoldss, kivéve: x = % &

1
3
1

, leosztés utdn x = a, ami az értelmezés miatt nem megoldd

Haa#
3

112



EGYENLETEK, EGYENLOTLENSEGEK, EGYENLETRENDSZEREK

~2)=2-(x-2)(x=3),

£) Atoriek miatt x# 2 és x # 3. Beszoroz:
12-3a-2b.

(x-a)(x=3)+(x-b)
5-a-b)

=2,b=3, akkor xeR, x#2, x#3

LHaa+b=

2 a+b =S5, é a2, akkor nincs megolds.
1L Ha a+ b5, akkor x= 12234 ’)2”.
3ra-b ) de-m 12-3a-2
B R 6 B0 e vagyis a2

Afenti 1t csak akkor megold:
Py S-a-b S-a-

2 vagy b=3, nincs megolds.

el (x+ 1) (r+2) =22 + 3 + 2, kizbs nevezonek

tani, ezzel beszoroz

Haa+b#5éa=
A tortek miatt a# 1, x# -2, x# -

Pl
érdemes az (a—1)- (x+ 1)- (x +2) szorzatot vil:
Qa-5)-(x+1)-3-(a-1)-(x+2)=(3x+4)-(a—1),
(da-1)=5-3a
nines megold
Haorl, 523286
4 4a-1
L 5= s“ z g i
#-1. Az elsd minden a-ra igaz, a mdsodikbol

422 &

Az értelmezés miatt
a# 1, amit az értelmezésnél mir ku.munk

Tehita rtminden a1 és % 1 esetén megoldds.

Legyen x szizalékos az oldat. Az oldott anyag mennyiségére felirhat6 egyenlet

Atoriek miatt a # 0. Beszorozva és rendezve:
x2-a)

Ha a=2, nincs megoldis.

Ha a2, x=2927,
2-a
Keressiik azon a paraméer érickeket, amelyekre:
Bar1 o
2-a
3a+1,5:@-a) o
2-a" 2-a
-2
2-a

A szimldl6 és nevezs akkor lesz kiilonbozs elgjeld, ha 2 <a <8.5, ilyen paraméter értékek

esetén lesz a megolds (~5)-nél kiscbb.
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m'(x+1)41-(x+|)>0

x-m
=11 o
x-m
Vizsgaljuk a tényezok clé_yclc’!
=10, a2 > 1, adkor 8 mésik Kt tényeat soonos ell | kell hugy legyen, mivel
ahényadosnak pcmnnnk kell lennie. Ez akkor teljesiil, ha x <~1 és

Ha m = 1, nines megolds.
Ha m~1<0, azaz m < 1, akkor a misik két tényezs ellentétes eldjeld kell hogy legyen, hiszen
m— 1 negativ. Attl fiiggden, hogy m (~1)-nél nagyobb vagy kisebb adodnak a megolddsok:

ha x+1>0 & x-m<0, ha x+1<0 & x-m>0,
x>l & x<m, x<-l & x>m,
“l<x<m; m<x<-1.

Kirdés lhet még,bogy e kaphatunke (-t Nem,mivel (e 1) éréke  lenne, de az nem
egoldisa az egyenltlenségnek (ezzel az m #—1 esetet nem kell vizsgdlni, mert x #m).

Egyenletekkel -
FED A héromszog szdgei: 70° 90° 20°
B A kétjegy( szdm: 84,
W) A keresett kétjegy(d szdm: 52.
{57 Akeresett szdm a 165.
(A Az eredeti 4r 18000 Ft volt.
{2 A tiska dra eredetileg 4000 Ft volt.
B8 a) 3 ke 40%-0s és 1 kg 80%-0s oldatot. b) g ke ¢) 12kg d) 62.2%

@B o) 15km, 652 sk ©) 15 Grakor, 48 km
@ a) 625 mmodp:n, milva Iuldlk()umk

b) Alekrozésig 1000 mésodperc = 16 perc 40 msodpere telik el.
437,
@) Az anya 48 éves, fia 19 éves.
G a) 19 6ra 48 perckor  b) 20 6ra 36 perckor ) 22 6ra 30 perckor

méter eldny esetén

mek egyszerre célba.

D o) Egyiit 47—8 = sg = 6,86 Gra alatt vagjdk fel a tizifdt.
4

b) Ebben az esetben %

5743 6ra ala végeznek a munkival.
61, 9 6rét vesz igénybe.

) Amunka, a kezdés
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Oldjuk meg a feladatot kvetkeztetéssel:

9kilyhdban 1 m*fa ‘—; nap alatt ég el.

1kilyhdban 1 m? fa %-Qnap alatt ég el

559
122

12 kilyhdban 1 m3fa

nap alatt ég l.

12 kilyhdban 9 m* fa ==——=3,09 nap alatt ég el.

o D) e
(0 1. megoldas. Ha a nevezett versenyzok szima n, akkor eredetileg '—-(’2—') mérk6zés lett volna

(-1
2

-1 versenyzovel ‘mérkozésre keril sor, 2t lejétszott  kiesG versenyzd, 15 mér-

Kozés pedig elmarad. fgy a kovetkez6 egyenlet ithat fel
m=)_(=D-@=2) o

2 2
Megoldis: r

8.

1L megoldis. A iesett versenyzG 2-t jatszott és 15 mérkGzése elmaradt, dsszesen 17 mérk6zést
jétszott volna, ami az jelenti, hogy 18 versenyzG indult eredetileg a versenyen.
(0 Legyen a termelés kezdetben f; ekkor az el
Anbvekedés utdn a termelés:

iizem termelése 031, a misodiké 0.7-1.
03-1-1,214+0,7-1-1,2=1,203-1.
‘Tehiit 203%-kal novekedett a termelés.
(58 a) Az oszdlyban 20 liny van.

b) Legyen az osztdlylétszim x. A kivetkez6 egyenlet ithat fel:

2eden2
672
x
Az osztilyban 36 tanul van, teht a fik szdma 16.

@D a) Legyen a hid hossza x, a kovetkezo egyenlet irhat6 fel:

(e

EbbGl a hid hossza 660 méter

a megoldds 6l

b) Akamion annyi idG alatt ér dt, amig megtesz 678 métert:

0.678km
km
bra

=0,0226 6ra
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@) A25000 Fi-os szemiivegkeret ira 25000-0.83 = 20750 Ft lesz.
80750 _ 0,05, tehdt 5%-kal lesz oles6bb a szemiive.
35000
b) Ateljes drat 85000-0,17 = 14450 Ftal szeretnénk csokkenteni,
14450
25000
) Legyen a keresett keret dra . A kovetker egyenlet ithat fel:
60000+ x-0,83= (60000 +)-0,9,
x=85714,

Akedvezmény mértéke

=0,578, teht ezt egy 58 éves ember teheti meg.

Tehit egy 85714 Ft-os keret esetén csokkenthetné az drat 10%-kal a 17 éves visdrlo.
ki

D Ascbességek: gyalog 6 X, kerékpirral 18 X

: Jelolje a taldlkozdsig eltelt iddt, orban mérve, x.
a) A megfelel egyenlet:

h

6+ 181

“Tehit 6 6ra 15 perckor taldlkoztak.
b) Az egyenlet:

Tehdt 7 6ra utdn 22.5 perceel taldlkoztak.
¢) Timea 5+5+5 = 15 perceel indul késobb. A megfeleld egyenlet:
G418 v-1)=6,
4
7
x=L.
16
‘Tehdt § 6ra utdn 26,25 perccel taldlkoztak.

x

@D ) Haafeliltés ideje x, akkor % . megolddsa: x=2. Tehdt a nyitds el6tt 2 6rdval, azaz

6
legkésdbb 6 Grakor meg kell nyitni a csapokat.
I

b) A mésodik esap 2 6rén keresztil (1t a medencét, az egyiities munka

jelolie x. Egyen-
letiink: =+ +%

67376
20 perccel telik meg a medence.

megoldisa: x = . Tehdt a misodik csap bekapesoldsa utin 3 6ra

) Alefolyd fél 6riig engedte ki a vizet, a megfelelG cgyenlet:

1. Amegoldis 1=,
P

tehit ebben az esetben a csapoknak 2 6ra 15 percre van sziikségiik a feltoltéshez.
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Atizes szimrendszerbeli alakokat dtirva:
1lla+ 111b+ e +d=2010.

Az a éntéke csak 1 lehet, ebbsl
Hib+1lc+d
=8 lehet: llc+d=

99.
Mivel 0< 1 +d < 108, csak 1. Ennck egyetlen megolddsa van: ¢ =

d=0.

Akeresett négyjegy( szdm: 1810.
Legyen a bankban elhelyezett ket tsszeg x és 6-10° —x.
Akisebb fiti pénze 7 évi kamatozds utdn: x- 1,127,
A misik fid pénze: (6106 —x)- 1,125
Afeltétel szerint:
x-1,127=(6-10° - x)-1,125,
L122-x=6-10° - x,
X =2661462.

Tehita 11 éves fif nevére 2661462 Ft, a 13 éves fid nevére 3338 538 Fit dsszegeket kell a bankban
elhelyezni

(BB «) Az eladott dalok sziméra vonatkozéan felithat egyenlet: - + S S +1=x Megoldisa:
. tehit Ssszesen 20 dalt adtak el6. 10

b) Szilvia énekelt 5+ 12+ 1 = 18 dal elGadasiban, ez % 09, azaz 90%.

¢) Szilvia gitdrozott 2 + 12 = 14 dal elGaddsdban, Tiinde gitdrozott 5+ 12 = 17 esetben. A kapott
sszeget % ardnyban kell elosztani. 62000:31 =2000.

Tehdt Szilvia 28000, Tinde pedig 34000 Ft-ot kap.

(@B Mivel a szilletési év szimjegyeinek dsszege nem lehet (5bb 2
lehet 19. Az utols6 ket jegy legyen x, y. Ha a sziiletési év 19
irhatd fel:

ziiletési v els6 két jegye
akkor a kovetkezs egyeniet

TOxy+1+9+x+
1900+ 105+ y+10+x+
11x+2y=100,
Hx=2-(50-y).
Az cayenlGsée gy telesunet, h  piros szdimegy: de nem lehet Kiscbb S-nil, mert akkor
¥ keétegy lenne. Tgy x . tehita sziiletési év 1986. A feladat kérdésére a vilasz a minden-
kori évszimil fiigg

(8D Az Gt 11 6rit vett igénybe. Legyen x annak az ttszakasznak a hossza, amit oda és vissza is
a pedig
g felfelé

vizszintes iiton tesznek meg, y annak az dtnak a hossza, amelyet oda dton felfelé, vi
IejtGn lefelé haladva tesznek meg, = pedig az a szakasz, amelyet oda tton lefelé, vissza pedi
tesznek meg. A kovetkezs egyenlet irhat6 fel

x. ¥,z XLy, z
= Zle[E+ 2+ )=
20715730) (20730715
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Beszorzds és Osszevonds utdn:
3x+dy+ 224 30+ 2+ 42= 660,

6 (x+y+
xty+

Akapott 6sszeg az egyik irfinyban megtet it Tehdt ezen a napon a kerékpdrosok sszesen 220 km-t

tettek meg.

At fogynak el 41 nppal el s tténeck,mertbizonyos napokon 3ml, miskor 4-gyel 2t
i asfsra a tervezettnél. Legyen x azoknak a napoki mikor 4 orténetet
olvasott ol y pedi aroké, amikor .61, A kovetkezd agyenlet Tt ol
3x+dy=
aporitiv egész megoldsait.
Mivel x és y pozitfy szimok, nem lehetnek tetszdlegesen nagyok:
0<x<18 é 0<y<10.

Ennek az egyenletnek kere:

Az egyenletbl:
41-4y
=

A4 sztva 2-t kapunk maradékul, tehdt dy-nak 3-mal osztva szintén 2-t kell adnia
mar’\dékkcm 4» -ra a lehetséges szamok:

4 8 12, 16, 20, 24, 28, %2, %, 40
Ezekbl a szémokbl a 8, a 20 és a 32 adnak 3-mal osztva 2-t maradékul. fgy a megolddsok:

Tehiit a fenti hirom esetben fordulhatott el6, hogy 4, illetve 5 torténetet olvasott el az illetd.
Az 5 tteherbirdst teheraut6 x, a mésik y menetet hajtson végre:
Sx+Ty=

x= L xeZ’

5

k azokat a 7-tel oszthat6, 99-nél nem nagyobb pozitiy egész szimokat,
k.

Tehit els Iépésben kere
amelyek majd 7y értékét adjd}
A 99-t Kizdrjuk, mert nem oszthat 7-tel, és ekkor x amiigy is 0 lenne. 7y értékei lehetnek:

7. 14, 21, 28, 35, 42, 49, 56, 63, 70, 77, 84, 91, 98
Mivel (99 - 7y)-ndl a 99-et 5-tel osztva 4 maradékot Kapunk, fgy a fenti szdmok koziil olyat kell
kivdlasztani, amelyik 5-tel osztva szintén 4 maradékot ad. (Mert igy a 99— 7y nem ad S-tel
osztva maradékot.)
Ezek a ,nyertes szdmok” 7y értékére a 14, a 49 és a 84. A megoldasok:

Ty=14 = y=2, x=1%

T

Az egyes teherautdk dltal megtett menetek
legyen.

ima a fenti hirom eset valamelyike kell, hogy
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Egyenletrendszerek — megoldasok

D o) x=3,y d)x=2,y=1.

b)x=0,y

@D a) x=1, b)x=l,y=T7; d) x=-3,

o) x=9,y=-6; £) incs megoldds; ) x=20,y=30.
@D o) x=-2,y=1; b)x=4,y d) x=4,y=5;

o x=8,y=1 7=t ) végtelen sok ) nincs megoldds.

5 megoldds van;

Legyen a muskiti palntak dra x, a petinia paldntdké y.
12+ 25y =9840
21+ 14y=10080

A megoldisok:
Tehita muskitl paldntdk 320 Fba, a petdnia palintik 240 Fuba kernek.

o 6261 a megoldis
@ Legyena 61 b dll6vizben x, a folyd seb y
Afoly6n felfelé megtett it 9 Grit vett igénybe:
9-(x-y) =72
Lefelé a folyén 6 6ra volt az it
6 (x4y)=T2.
x-y=8
Az egyenletrendszer megolddsai: x = 10, y=2.
x+y=12

Tehit amotoresonak llovizben 10 57 sebesséare képes. a oly pedig 2 47 sebességgel folyik

(B Az elsG séoldat legyen x szdzalékos, a mésodik y szizalékos.
Afeltételek szerint:

422 L1603 e 12.5 440 L 216. 32
10077100 100 100 |00 100
4x+12y=800

Ha 100-zal beszorzunk a } cgyenletrendszerhez jutunk.

12¢+ 4y =480
Osszunk 4-gyel, majd megoldva: x = 20, y = 60.
Tehiit az els6 sooldat 20%-0s, a mésodik 60%-os.

fEB Legyen a szim elsG jegye x, a mfsodik y (y <),
A feladatban megadott, a maradékos os ra vonatkozo feltételek szerint:
10x+y-6
xry
oy
Beszorozva és rendezve az_* %

—6x+17y
Megoldva: x=8,
A keresett kétjegy( szdm a 83, a megoldds helyességérol ellendrzéssel meggydz6dhetiink.

3} cgyenletrendszerhez jutunk.
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G Mivel a kacsik és nyulak szémdnak ardnya 3:2, legyen a kacsdk szdma 3x, a nyulak szdma 2x,
atykok szima pedig y.

A fejek szdma:
d 20+ 3r=38

2y+4-2x42.3x=92

Aldbak szima:

Az zy‘:’l ii = ;z } egyenletrendszerhez jutunk.
A misodik cgyenlet 2-vel valG osztdsa utdn az egyenl ceylithatok médszerével megoldva:
46 y=18
Tehdt a baromfiudvarban 18 tyik, 12 kacsa és § nydl van.
Az ellenrzés azt mutatia, hogy a megolds helyes.

Az elsG gép x, a mdsodik y, a harmadik 2 nap alatt végezné el a munkit.
Afeltételek alapjdn a kvetkezs egyenletrendszer rhat fel:

Az els6 két egyenlet

24 amibsl y=18.

¥ 36

Visszahelyettesitve:

Tehit kil ulondgep:k |zmp. 18 nap, illetve 36 nap alatt végeznék el a munki.

Legyen a héromi
A feltételek szerint:

Tudjuk tovébbd, hogy

DT-16=2-3x,
100x 410y + 2~ 16 =200z + 20y +2x,
98x~16=1992 + 10y.
(1)b61 y=20-

2 behelyettesithets:
98x-16=

108x - 21
108 (x - 2)71391,

Mivel a bal oldal oszthaté 4-gyel, ezért a jobb oldal is. A z lehets

Ha 2=0, (2)-b81 x=2; (1)-b61 y =18, nem megoldds.

Ha z=4, (2)-b6l x=9; (1661 y=7.

Ha z=8, (2)-b] x = 16, nem megoldds.

A feladat feltételeinek a 974 felel meg, az ellendrzés igazolja, hogy valdban j6 a megoldds

997+200-le-|0;

ges értéke 0, 4, 8
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a) A grafikus megolddsra gondolva rendezziik az egyenleteket:
y=2x-3, illetve y= . e
b b

Akkor nines megolds, ha a ket egyenes pérhuzamos, ami teljesiil, ha ,Il =26
b
Azelsobol b= .%, amasodikbol b # %

Tehdtha b= % akkor nincs megolddsa az egyenletrendszernek.
b) A behelyettesitd médszerrel megoldva az egyenletrendszert:
_4b-2  2%-7

e =
2+1

T2+l

B L SRR Py |
21 2 2

:Zb’7>n. ha bt vagy Bl
W41 2 2

x

¥y
o — 1 7
Mindkét megoldds poritiv, ha b <~ vagy b> 7.
Az elsG egyenletbol
x=12-3y. ()
Ha x2 0, akkor y <4 kell lennie, tehit
0

(1)-et a mdsodik egyenletbe helyettesitve:
A(2) feltétel alapjdin 248 <m < 252, tehdt m lehetséges egész értékei: 248, 249, 250, 251, 252.
Alakitsuk szorzattd a bal oldali kifejezést
(x=2y)- (x +2y)
Akkor van megoldds, ha x— 2y és x+ 2y a 116 osz0pij
A 116 primtényezds felbontsa: 116:=22-29. Két eset Iehet: 4-29 vagy 2-58.
A 4-29-es felbont
x-2)
x42)
A 2-58-es felbontds esetében:
= 2x=60, amibdl x=30 é

16.
i

3; mivel x € Z*, ezért ez nem Iehet megoldds.

X,y € Z*, ezért ez megoldis.

x+2y=58
Az ellendrzésbl kideril, hogy ez a szimpir valoban megoldis.

Vegyes feladatok — megoldasok

(D a) x=6; b)x:%, d) x=0.

a) n:—% X= o) ,\-=%. ha x <3, nincs megoldds.
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b) o

ar720

=520 251920 24720

me5>0

—120

BB o «:@, ha p#4. Ha p =4, nincs megolds.
»

) x=2, ha p# L. Hap=L, minden valos szam megoldss.

¢) x=p-5. ha p#-5. Ha p=—5, minden valds szim megolds.
G a) Az egyik kerékpdros 8 6ra, illetve 6 Gra alatt teszi meg az utat.
b) A falu és a viros tivolsiga 144 km.
T3 A tengervizbdl 2 literre van sziikség.
G Ha a harmadik jegy x, akkor a kovetkezs egyenletet kell megoldani:
1900+ 10x +x+ 1~ 1761 = 190 + x.

Asziiletési év 1956, 2010-ben 54 éves.

€ Ha a legiddsebb testvér mai életkora x, akkor az cgyenletiink:

X(r-3)+ "T"u =35

Az egyenlet megoldisdbol a testvérek életkora 15, 12 és 8 év.

G Ha az utasok szdma Sx és 4x, akkor az aldbbi egyenletet kell megoldani:

Akirdndulok szdma &
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FE) Haa fiik szdma x, a linyoké pedig y, akkor az egyenletrendszer
x+y=9
4000x +5000y =39000 |
Ennek megolddsa utdn: Juliska mamdnak 3 Idny és 6 fid unokdja van.
Legyen eredetileg x darab piros és v darab kék goly6 a dobozban. Egyenletrendszeriink:
X+y=200
y+27=x+53)"

Ennek megolddsibol azt kapjuk, hogy 87 piros és 113 kék golyd volt eredetileg a dobozban.
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9.6. GEOMETRIAI TRANSZFORMACIOK

Tengelyes tiikrozés — megoldasok

L1571} &

T8 Az a) feladatban konkiv, a b) feladatban konvex deltoidot kapunk eredmeényil.
a) b

A megoldis az dbrdn lithatd. (=)
D a) AG3;-1), B 5). C'(-4:2).

b) A3 1), B(2:5), C4;-2).

(0 Az x tengelyre vonatkoz tikrozés utdn A,

majd az y tengelyre vonatkozo tiikrizés u

. Akét tengelyre vonatkoz tikrozés

ra vonatkozo kozéppontos tikrozéssel
thetd.

az
helyettes
Altaldban is érvényes, hogy két merdleges egye-
nesre vonatkoz6 tikrézés egymds utdni elvég-
zése, a tengelyek metszéspontjdra vonatkozo
Kozéppontos tikrizéssel egyenérick transzfor-
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{0 a) Hamis. b) lgaz. ¢) Hamis. d) Igaz.
¢) Hamis. ) Igaz. ) Igaz. i) lgaz.
i) Hamis. j) Hamis &) 1gaz. 1) Hamis
m) Hamis. ) Hami o) lgaz. p) Ha

) Hamis. 7) Hamis.
@ A szerkeszés Iépései:

1. Tiikrozziik az f egyenest az e egyenesre, a tikorképet jeloljiik fi-gyel. izy kapjuk az f;
ésa g egyenesek B metszéspontjat

2. A B pontot tiikrzzitk az ¢ egyenesre, fgy kapjuk az A pontot, amely fre illeszkedik

3. A szabdlyos ABC haromszog C esicsdt az A kizéppontd, B ponton dtmend kor metszi ki
az ¢ egyenesbil (C;: Cy).

AszerkeszthetGség feltétele: a ¢ egyenes metssze az f egyenes ¢ egyenesre vonatkoz6 f tikor-

képét.

A megoldisok szima a6l fiigg, hogy van-c az f; 6s a g egyeneseknek metszéspontja. Ha a két
egyenes nem metszi egymdst, akkor nincs megolddsa a feladatnak. Ha az f; és g egyenesek
egybeesnek, akkora B pont helyzete nem egyérield, gy végtelen sok megoldisa van a feladat-
nak. Haaz f; 6sa g egyenesck egy pontban metszik egymist, akkor a feladatnak két megoldisa
van, amelyek az AB egyenesre vonatkoz6 tengelyes tikrozéssel egymésba vihetok.

(D A szerkesztés lépései:
Ik k, i itz az e gyenesres 2tk

ky korok metszéspontjai

azforin C‘ &Gy

A € és C, pontok tiikrizése az e egye-

nesre; a tiikirképek By és By, melyek illesz-

kednek ;-re.
e egyenesen egy tetszleges A pont
szerkesziése.

Aszerkesatéscredménye az AB,C, €z AB,
hdromszisg.
Aszerkeszthetdség feltétele: a
‘metszéspontjainak vagy
zése. k szima lehet 0, ha a két komek nincs kozos pontja, minden més esetben
a feladatnak végtelen sok megoldsa van, mivel az A pontaz ¢ cgyenes tetszGleges pontja lehet.

GG A szerkesztés lépései:

metriatengelyre illeszkeds két csticson (A és C) dtmend 1 egyenes szerkesztése.
2. Az egyik kor 1 egyenesre vonatkozo tiikorképének szerkesztése.
3. A titkorképként kapott kor, valamint a mésik kor metszéspontjainak megjelolése; a metszés-

pontok egyikét jelolje B.

4. A B pont 1 egyenesre vonatkoz6 tiikirképének szerkesztése: a kapott pont D.

A szerkesztés eredménye az ABCD deltoid.

A szerkeszthetdség feltétele: a harmadik épésben vett keét komek legyen legaldbb 1 kizds pontja.
A megoldisok szdma atdl fiigg, hogy a két kimek hny kozos pontja van. Ezek alapjin a feladat-
nak lehet 0, 1, 2, esetleg végtelen sok megolddsa.

K ésa ky korok
i pontjdnak Iéte-
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a) A szerkesztés 1épései:
1. A szimmetriatengelyre illeszkedd két csicson dtmend ¢ egyenes szerkesztése.
2. Az adott szog megfelezése.
3. A megfelezett szdg misoldsa a 1 egyenesre, a deltoid megfeleld cstcsdhoz.
4. A deltoid adott oldaldt korzGnyildsba vesszik, majd kort szerkesztiink, melynek kozéppontja
a deltoid megfelel csicsa. A kor az dtmisolt szog szdrdbol kimetszi a deltoid harmadik
csiicsit.
5. Akapott csiics 1 egyenesre vonatkoze tiikorképe a delt
b) Aszerkesziés lépése
1. A szimmetriatengelyre illeszkedd két esicson dtmend ¢ egyenes szerkesztése.
2. Az adott szog megfelezése.
3. Amegfelezett sz mésoldsaa 1 egyenesre, a deltoid megfeleld estieséhoz, &
hosszabbi

negyedik esticsa.

aszbgszir meg-

4. A deltoid adott oldalft korzGnyildsba vesszik, majd kort szerkesztiink, melynek kozéppontja
adeltoid szintén adott, de a szoban forg6 oldalegyenesre nem illeszkedd csticsa.

5. Asszerkesztett kor metszi ki a 3. pontban szerkesztett szigszirbdl a deltoid harmadik esticsdt.

6. Akapott csiics 1 egyenesre vonatkozd tiikirképe a deltoid negyedik est

A szerkesztés lépésci:
Az adott 46 két végpontjdt SsszekitG szakasz, majd a szakasz felezomerdlegesének szer-
kesziése.

2. Az adott szig megfelezése.

3. A megfelezet szog dtmisoldsa az fl6ra annak valamelyik végpontjdban.

4. A szogszir kimetszi az dtl6 felezomerdlegesébdl a rombusz harmadik csticsit.

5. Akapott esiics dtlora vonatkoz6 tikisrképe a rombusz negyedik esticsa.

A szerkesztés Iépései:

1. Az egyik kirr adott egyenesre vonatkoz tikorképének szerkes

2. Atiikirkep kisr masik korrel valé metszéspontjainak szerkesztése; a kapott pontokat osszekot
szakasz a trapéz egyik szira.

3. A szerkesztett metszé tiikrozése az adott akapott pontok a trapéz.

misik szirinak végpontjai.
A megolddsok szdma att6l fiigg, hogy az 1. pontban szerkesztett kir a mdsik korrel milyen hely-
zetdi. Ha a két komek nines kozos pontja, vagy érintd helyzetdek. akkor a feladatnak nincs
megoldisa. Ha a metszéspontok szima 2, akkor a feladatnak 1 megoldsa van. Ha két kor
egybeesik, akkor végtelen sok megolds van.

Tikizziik a h a30%0s szg mellett .
A Két hiromszog egyesitése olyan egyenld szird hdromszog,

drszdge 60°, gy a hiromszog szabilyos. oldalai
G hiromszdg a dtfogdjdval cgyenlgek. Mivel
atiikortengelyre merdleges oldalt a tengely felezi, ezért a derc)
seisgi hiromszig 30%os szgével szemben valéban & hosszisigt
oldal van. (=) 2

Mindhdrom szakasz hossza 6 cm.
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[ A feltételek szerint CAAS = 60°, tovébbi a tikrozés tulajdon-
sigai alapjdn CA = CA. Ebbol adéddan az AAC hiromszog sza:
bilyos, és fgy AAC = 60° Mivel AAC az ABC hiromsziig kilss
s iy a nem szomszédos belsG szogek dsszegével egyenld,

sziog két szisge egyenl, ezért valoban egyenlG szirG hiromszog.

G0 A két téglalap kivzos része rombuszt alkot.

Tegyt el hogy AP = 50. Attt rolsigant whjdorsiga

alapjé . tovibbi BK = BQ = . A feltételek szerint

', ami 7l is jelenti, hogy a K pontaz A és B pon-

toktl ugyanolyan tivol taldlhaté. Ebbl adoddan K valdban
illeszkedik az AB szakasz felezomerdlegesére.
Tegyiik fel, hogy K illeszkedik az AB szakasz felezGmerdle-
gesére, azaz AK Ekkor tikorképeik, azaz AP és BQ is
egyenl6 hossaiak. Ezzel az dllitist igazoluuk.

GEI A megfelels T pontot a PQ’ szakasz metszi ki az AB falbl, = &
ahol Q'a O pont AB egyenesre vonatkoz tikorképe.

G A beviisirlokizpont T helyét az AB’ egyenes metszi ki az aut6-
pilydbol, ahol B a B pont tikirképe az autdpdlya egyenesére
vonatkozéan. Valgban:

AT+TB=AT +TB = AB’,
tovébbi ha P az awpdlya mellett egy T-461 & pont, akkor
AP+ PB=AP + PB'> AB".
Az dohiepyenilenséy s hiromsat egyeniilenség kizvelen
Kovetkezménye az ABP hiromszgben,

D Vegyiik fel az A csicshoz tartozo il szigfelezdn (/) az A
Kilinbiszs P pontot, majd tikiszzik frc a C pontot, fey apjuk
C-t. Mivel a szogfelezdre vonatkozo tiikrozés s a szog-
szrak egymdsba mennek d, ezért a C* pont illeszkedik a BA
félegyenesre, lovibbi AC*= AC = b, illetve PC’= PC.
frjuk fel a hiromszog-egyenlGtlenséget a BC'P hiromszog
BC” oldalira:

BC'<PC'+PB,
c+b<PC+PB.
Mindkét oldnlhoz az ABC hiromszdg a= BC oldaldt hozzdadva
azt kapjuk,
a+c+b<BC+PC+PB,
ami mutatja, hogy a PBC héromszog kerilete valdban nagyobb,
mint az ABC hiromszég keriilete.
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@ED Adotiak az A csiicshoz tartozd belsG szog-
felezG (). tovbbd a B esicsot tartalmazé
b egyenes és a C csicsot tartalmazd ¢ kor.
A szerkesztendd hiromszog tengelyesen szim-
metrikus az f egyenesre vonatkozdan, ezért
a B esiics tikorképe illeszkedik a ¢ korre. Ezt
az észrevételt felhaszndlva, a szerkesztés Iépései
akovetkezok:

1. A b egyenest tiikrozziik az f egyenesre,
atikorkép b
A b egyenes és a ¢ kor metszéspontjénak
(metszéspontjainak) szerkesztése, a metsz
pont C. Az dbrin a jobb dttekinthetGség érde-
keében csak egy metszéspontot rajzoltunk be.
A € pont tikrozése az f egyenesre, a tikorkép B.
A B kézépponti, C-t tartalmaz6 kor szerkesziése
Akor és az f egyenes metszéspontj a Ay 6 Ay, Az ABC,
A,BC hi o b
(D « Feltelezzik, hogy a falrol v el
szogben pattan vissza, mint amekkora szogben a falhoz
érkezik, vagyis az dbrdn azonos modon jelolt szogek meg-
cgyeznck. Ezt misként tgy is megfogalmazhatjuk, hogy ha
avisszapattand golyd i a falra tikrozziik, akkor az egy B b
cayenesbe esik a visszapattands eldtti utjdval. Ezek alapjdn . . L
a goly jdt a kovetkezGképpen szerkeszthetjiik meg. Tukroz- P
zik a Q pontot az AD falra, a tikirképet jeldljik O-eyel.

k
A 0, pontot tovibb tikrozzik, ezittal az AB fal egyene:

el. A PQ, szakasz kimetszi a falbol a keresett it els6 érintési pontjdt,

. d

© o

dlyosak, és a feladat

atikorképet jeloljik O.
amitaz dbrén E,-gyel jeloltink. Az AD fallal valo E metszéspontot az E,Q; szakasz metszi
ki az AD falbol.

) Az a) feladatban felhaszndlt médszert fej- g, a
lesztjiik tovébb. Tiikrozziik a Q pontota DA
cgyenesre, a tikorképet Q-gyel jeloljiik.
Ezta Q; pontota CD egyenesre tikrozziik,
igy kapjuk a Q, pontot, amelynek BC egye-
nesre vonatkozd tiikorképe Qy. Végila Oy 2
pont AB egyenesre vonatkoz6 tikirképe Q.
Agolyta PQ, szakasz mentén kell ellskni;
aszakasz kimetszi az AB falbol az els6 érin-
ési pontot, Ey-et. Az E|Qy szakasz kimetszi
a BC falbél a mésodik érintési pontot,
Ext. Az ExQ, szakasz CD fallal valo met-

és harmadik érintési pont (E5), végil Ep-et az ExQ, szakasz ésa DA oldal metszés-
pontjaként kapjuk meg.

o

Ha a goly6 az AB fa Ey. a BC falat az E, pontban érinti, és az dbra jeloléseinek mey
felelgen PE|A% = @, akkor a golyd az AB fallal az elsG visszapattands utdn is o szoget bezdird iton
halad tovib, azaz EyE\B = . Az E\E;B derékszogd hiromszog mutatja, hogy a goly6
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90° - @ szogben érkezik a BC falhoz, és ezért onnan ugyan- ¢
akkora szgben verddik vissza, azaz.
QE,C5=90"-a
Ha péthuzamost hizunk sz E, ponton i sz AB oldalal,akor
Konnyen lithatd, hogy az EQ szaka o sziget
zir be, ami igazolia, hogy PE, é 1:2Q pirhuzamos cgymssal.
EED a) A BDA hiromszog BD egyenesre vonatkoz6 tiikorképe a BDF szg. A tengelyes tiikro-
265 meglartia a szigeket, ezét DFB% = DABS = 90", fgy DF és BF valGban merdlegesck egymésra.
b) A B, F. C és D pontok az ABCD téglalap
oldalainak hosszdtdl fiiggden kétféle sor-
rendben alkothatnak szimmetrikus trapézt.
A két esetet az dbrdk szemléltetik. A bizo-
nyitést az elsG dbra alapjdn végezziik el,
a misik esetben értelemszerd modositdsok-
kal juthatunk célhoz.
Vegyiik észre. hogy az dbra azonos médon
jelolt szogei megegyeznek! Ez részint abbol
kisvetkezik, hogy az ADB% BD egyenesre vonatkoz tiikirképe az FDBX, részint pedig abbol,
hogy az ADBS és a CBDS villészgpin alkotnak. Ekkor viszont a BD mkm Telez6-
6 a D pont képe a B pont, mig DF = BC miatt
az F ponta C pomm megy dt, vagyis a BCFD négyszig \71mm:u|kuu|dp¢7

B 1. megoldis. Jeloljiik az ABC hiromszog oldaldnak hosszit
-val, a P pont BC, valamint CA oldalalakra es6 merdleges
vetiiletét £-vel, valamint F-fel. Legyen tovibbd PE=x, PF=
Ekkor az ACP és BCP hiromszdgek teriletének ésszege meg-
egyezik az ABC hiromszg teriletével, azaz ha az ABC hdrom-
szog magassigdt m-mel jeloljiik, akkor
ay ax_am
&y arx aom
25 E 2
A lehetséges egyszerdsitések elvégzése utdn azt kapjuk, hogy y +x=m. Ez azt jelenti, hog,
a P pontnak az AC és BC oldalakt6l mért tvolsigisszege a P pont helyzetétdl figgetlenil
megegyezik az ABC hiromszog magassigdval.
IL megolds. Mivel APF<= BPEX=30°, ezérthaa PF szakaszt
ik sz AB egyenesce,akhor £ P, valamin sz F pont £
tikorképe cgy egyeneste illeszkednek. Ha nemesak a PF sza-
Kasz, hamem a2 ABC hromssisgt i ks, akkor a crodts
ésaképhiromsat yesidee mmhw, melyben az EF’ szakasz
busz & C hiromszig magassiga e
szetesen megegyezik, ezért
y=EP+PF=EP+PF
amia P helyzetétdl fiiggetleniil valgban dllands.
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1 megoldis. Ha P pontnak a hdromszoig oldalaitdl mért tavolsdgdt
. y. 2 jeloli, akkor az ABP, BCP és CAP hiromszogek teriile-
tének dsszege megegyezik az ABC hiromszg teriletével, igy
G20 00 M
g2 g 2
shol M az ABC hiomszig magassige, Az egysoeslifack
elvégzése utdn x+y +2= G
A uamlyos hiromszog ma"ai;a\gﬂ az oldalinak % -szerese,
igy x+y
11 megoldiis. Hizzunk a P ponton dt pérhuzamost az AB sza-
kasszal: a pirhuzamos az dbra jeloléseinek megfelelden a T és
pontokban metssze az AC és BC oldalakat. A TOC hiromszog
minden szoge 60°0s, ezért a hdromszog szabdlyos. A P pont
a 70 oldal egy belsG pontja, ezért az 1595. feladat eredményét
alkalmazhatjuk a P pontra, valamint a TQC hiromszigre. lzy
Kapjuk, hogy y +z=m, ahol m a hiromszog magassiga.
Ekkor x+y+2=x+m=M, ahol M immiraz ABC hiromszig
‘magassdga (Id. dbra).

Mk fel o megéphends el 8 ks bossoal g “ gr
egyez0 tavolsdgot a vasit mentén, az A’ dllomdst indulva.
2 Gt vEgpontie IR B-ve a bl ol ibrénak megfeeloen. s
Mivel a BT szakasz szimmetriatengelyén 16vG pontok ugyan- O L
olyan tavolsdgra vannak a T telepiléstdl, mint a B ponttdl.
Ha P jelolia 91|mmcm'|(cnncly és vasit x|\c(szc<ponljm akkor

P = BP miatt TP + PA' m, e: a P pont meg- vasit
felel az EU-s pélydzatban fogldh ndeiinek.
Ha 2 jobb oldali dbréinak megfelelden a 8 km-es utat az dllomdstol ki irdnyba
mérjik fl, akkor az fey kapott C ponttal megismételhetjik a szerkesziést, & egy tovibbi, a feladat
feltéreleinek szintén megfeleld Q pontot kapunk eredményiil.

A feladat nem rendelkezik arr6l, hogy a szerkesztends APQ toriitt
vonal milyen sorrendben érintse az adott szog szrait, ezért két
lehetséges sorrendet s vizsgdlnunk kell
Vizsgljuk azt az esetet, amikor a P pontaz e szogszira illesz-
kedik. Tiikrozzik az A pontot az e szdgszira, a tikrképet
ik A-vel. Mivel a tengelyes tikrizés tivolsigtartd transz-
= AP, fgy AP+ PQ = AP + PQ. A feladat
Mxk hogy szerkessziink az A" ponibal olyan
zdgszir zbgszérat, és hossza
2 Tehetd learovideRb. Az flyen b srerkeaniéséher clegondd
az A’ pontbol merdlegest llitanunk az f szogszima. A merdleges
kimetszi az ¢ szdgszirbl a megfeleld P pontot.
Ha a szerkesztends rott vonal eldbb az f szogszdrat érinti,
akkor az A pontot értelemszertien az fre kell tikrozni. A szer-
kesztés eredményét cbben az esetben az alsd dbra mutatja.

E
g
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D Legyen P az e, O az f szdgszir egy-cgy pontja, az A pont e-re,
Sianibl e vona!kozmukurkcpcA valamint A”. Atikrozés
tart6 tulajdonséga alapjin az APQ hiromszg kerilletére
lclje\ul hogy AP+ PQ + QA = Al Mivel A’ és A”
a P és O pontok helyzetétdl fiiggetlentil dllando, ezért felada-
tunk dgy is megfogalmazhat, hogy szerkessziink ulynn dsck
trott vonalat, amelynek B és C pontjai egy-egy szdgszd:
lcskednek, ovibbi it vonal hossza  JtG egrinideh
Mive et vonal hosza pakoan akkor sz egvidebt,
ha belsG pontjai illeszkednek az AA” szakaszra, ezért a minim
hoserisded vonal B 6 C pontat a7 A" rakass meszi ki
drakbol. Az ABC hiromszg keriilete megegyezik
az AA” szakasz hosszaval

a) Ha nemcsak az M pontot, hanem az MC
szakasat is tikrozzik, akkor a Kovetkezs
megillapit
tikroz€s utdn helyben marad, 1ovibbd a
i lkjdonsi dlain MCAS = PCAS= &,
valamint MCBS = OCB< = f. Ekkor persze
PCQ&=2-a+2-f=2-(ar+ ) = 180° mivel
az ABC hiromszg derékszogd. A C esiics-
nil kialakul egyenesszog mutatja, hogy
a P, C. Q pontok az M pont helyzetéi6l mg,
getleniil egy egyenesre illeszkednek

b) Atengelyes tikrizés tivolsdgtartd tulajdonsigabl kovetkezik, hogy MC = PC. illetve MC = OC,
aminek egyszerd kivetkezményeként PQ = PC + QC = 2- MC adédik. Ez azt is jelenti, hogy
a PO szakasz akkor a lehetd legrovidebb, amikor az MC szakasz s ilyen tulajdonsigd, ez pedig
pontosan akkor kovetkezik be, a M pont egybeesik az ABC hiromszdg rovidebb
befogdjanak C-61 kiilonbozG végpontjdval (a fenti dbrdn ez éppen a B pont). A minimélis
hosszisig PQ szakasz kétszer olyan hosszi, mint az ABC hiromszog rovidebb befogdja.
Megjegyezzik, hogy ha az ABC héromszisg egyenls szird, akkor az dtfogd mindkét végpontjdra
minimdlisnak ad6dik a PQ szakasz hossza.
EI6z6 gondolatmenetiink egy misik kovetkezménye, hogy a PQ szakasz akkor a lehetd leg-
hosszabb, amikor M az ABC hiromszég Ko irt kor C-vel dtellenes pontja. Ekkora PQ szakasz
hossza az AB dtfogd hosszdnak keétszerese.
) Haaz M pont egybeesik a C pont AB egye-
nesre vonatkozo tiikirképével, akkor a CM
sl open a2 ABC h(xromszog fifogého
artoz sdginak T talppor

az mngm m MCB%

a tikrozés miatt BCQS

deréksze hiromszebl

Ha 0az ABC hiromszog ko

pontja, akkor a BCO hiromszi ceyenls

st fey BC alapin ekvG szigei megeeyer-
nek, azaz OCB: CBT% =90~

Viégil egyszert szogszimoldssal lithatjuk, hogy OCQ% = OCB + BCO% = (90°~ ) + = 90°,

vagyis OC és CQ merdlegesek egymiisra. Ez csak tgy lehetséges, ha a CQ egyenes az ABC

hdromszdg koré frt kr érintdie.

a
>
2}
£
-3
+H
£
% & 5
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) Jeloljiik a birtok bekotGittal hatdros szakaszdnak végpontjait
A-val és B-vel. A feladat szerint olyan C pontot kell keres-
niink, amelyre az ABC hiromszig keriilete a lehet legkisebb.

Aszisveg alapjin AB =200 méter, tovébbii a hiromszdg terii-
lete 1 hektdr = 10000 m%. Az adatokbdl 6. hogy o/ y
a hdromszog AB oldalhoz tartozé mag:

igya C pont az AB-vel pérhuzamos, att6l 100 méter tivol- B

sigra haladd ¢ egyenesen taldlhat6.

Tekintsiik az e egyenes egy tetszdleges P pontjdt, majd tik- —
sozatiia, PB anikasat o e egyeneate A tlkstoda sorin

a P pont helyben marad, a B pont képe B', a tivolsigtart6 tulajdonsig miatt PB = PB’. Az ABP
héromszog keriilete 200 + AP + PB =200 + AP + PB.. Mivel a B’ pont helyzete fiiggetlen
a P pont helyétdl, ezért a keriilet lithatGan akkor a lehet legkisebb, amikor az APB orott
vonal hossza minimilis, ami akkor kovetkezik be, ha az A, P, B’ pontok egy egyenesre
illeszkednek. Eredményiinket dgy is megfogalmazhatjuk, hogy a legkisebb keriiletd hdromszog
C esiicsiit az AB szakasz metszi ki az e egyenesbol.

b) Mivel AB = BB'=200 méter, ezért az ABB" hdromszog egyenl sziri és derékszog. A tiikrozés
wlajdonsigai miatt a BI'C hiromszd is ceyenls szird, melynek BB alapjin czck szerint
45°-os szogei vannak. Ekkor viszont az ABC hiromszog C csiesinl derékszdg van, amibol
Kovetkezik, hogy az ABC hirom: erekwogu é egy:n]n AC = BC = x, akkor
Pitagorasz tétele alapjin x> + x> 0- V2 méter. Az ABC hiromszog
Keriilete 200 +200- V2. igy Géza bicsinak lepnl.nbb |ns (2oo+zoo 2)= 507 méter keri-
tést kell visdrolnia.

éter,

a) Legyen az AC oldal egy pontja T, a BC oldal
eay pontja pedig §. Tiikrozziik a PT sza-

Kasztaz AC, a PS szakasat pedig a BC oldal
e[,yene\én: a P ponttikorképeit pedig jelolje

d. dbra). A tiikrozés tulaj-

jons
amibél kovetkerzik, hogy a PTS hiromszdg
Keriilete megegyezik az UTSV tGriitt vonal
hosszval. Mivel az U és V pontok helyzete
iggetlena T és S pontok vilasztdsdldl, ezért
at vonal hossza akkor lesz a legkisebb, amikor 7' és § illeszkedik az UV szakaszra.
Az eddigi gondolatmenetink alapiin Konnyen szerkeszhet a minimilis Keriletd be
POR hiromszog, saitaz U és V pontokat Gsszel
a hdromszog megfelels oldalaibol. A POR hiromszog keriilete lcrmc\7el:~cn megegyezik
az UV szakasz hosszival.

A feladat kérdése arra vonatkozik, hogy mi-
kéntkell az AB oldal P pontjit megvalasz-
tani, ha azt akarjuk, hogy a kapott POR
hdromszog keriilete, azaz az UV szakasz
hossza a lehetd legkisebb legyen. Mivel
a mkrézu megtarta a szogek nagysdgit,
ezért a azonos médon jeldlt szigek
ceyenldk. Mivel a tkataés a tvolsdgor is
megtartja, ezért CU = CV = CP. Eszerint
az UVC hiromszog a P pont tetszbleges

=
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vilasztdsa mellett egyenl héromszig, amelyben a s
ahol o+ az ABC haromszog C csiicsndl 166 szigét jelo)
Az ilyen hiromszigek UV alapja pontosan akkor minimis, amikor a hdromszig szdra, vagyis
a CU szakasz, a Iehet legkisebb. A CU = CP sakasz podw akkor 3 legkisebb, amikor 2
az ABC hiromszg C csticsbol mdulu ontja

egy nem il bonyolult b sgbe fit
kziil a talpponti hromszog Keriilete a lchclo Icnklwbb

k dltal bezdrt szog 2+ (a+ ),

jelent, hogy a C pontilleszkedik az UV sz
kaszra. Ebben az esetben tehit UV nem

bels pontokban metszi a hi
és BC oldalait, igy nem létezik mi
Kerilet bett hiromszog sem.
Hasonl6 a helyzet tompaszigd héromszog esetén is; ekkor az UV szakasz egydltaldn nem
metszi a hiromszoig oldalait.

a) Az ABCD téglalapba az aldbbi bra szerint befrtuk a PORS
négyszoget. Feladatunk a legkisebb keriiletd négyszig
szerkesztése. A tovdbbiakban . kiteritjik” a beirt négyszog
oldalait egy Grott vonalba, Tiikrozzilk a téglalapot a befrt sok-
szoggel egyiitt az AB egyenesre, az fgy kapot tikirképeket
1 indexszel littuk el. Tovibbi két tiikrozéssel (az dbrdn a k-
adik tikrz¢s utdn kapott pontok  indexet Kaptak) sikeriil
kiteriteni a PQRS négyszdg oldala yszog kerilete
megegyezik az SPO,R,S, twrott vonal hoverivl. Ennek
hossza akkor minimilis, amikor szakasszd fajul, ami azt jelenti,
hogy a minimilis keriletd beirt négyszig kerilete egyenld
az SSy szakasz. houmval
Az S8, szakasz hossza nt vilasztdsitol. s

A tiikrozés tavolsdgtart voltdbo! fukndmm ‘azonban konnyen

végiggondolhatjuk, hogy SD = §,D, = SyD; = S35, av«hha SD és 5,D, pirhuzamosak,

amibol Kovetkezik, hogy a DSS;D, négy y az SS; szak
egyezik a DD, szakasz hosszdval, ami viszont épp az eredeti mglmp 4tl6jdnak keweme
Eazel igazoltk, hogy a P pontot csisként tataimazs,
atéglalapba beirt négyszogek keriletének minimuma épy
téglalap dtlGjdnak kétszerese, ami valGban fiiggetlen a P p(\m
helyzetédl,

b) Atéglalap oldalainak ismeretében Pitagorasz tételével az dtlora

m adddik, ezérta telek elkeritéschez 70 m kerités szikséges.
¢) Az eldzek alapjin mdr nem tilsdgosan nehéz a minimélis
Keriiletd beirt négyszog szerkesziése. Hizzunk a DD, sza-
kasszal pérhuzamost a P ponton dt. Ez a DyA; szakaszbol
kimetszi a minimélis keriletd beirt PORS négyszog § pont-
jénak Sy harmadik tiikorképét, a C\D, szakaszb6l kimetszi
az R pont R, misodik tikorképét, mig a BC, szakaszbol
kimetszia Q pont Q; elsd tikorképét. Ezdltal a PORS négy-
szog szerkesztheld.

] 3 ]
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a) Ha az ABC hiromszog Koré irt kor kozép-
pontit O e dor 40
mindhiro;

A tiikrozés

etz suakasaok tkinképe . gy

peélddul repl6 AQ, CQ. CP, BP

szakaszok mmde“ kc a koriilirt kor suga-
rival egyenl hossz. Ekkor viszont az AOCQ
és BOCP négyszigek rombuszok, ezért szem-
kozti oldalaik parhuzamosak egymdssal, azaz
CQ pirhuzamos OA-val, CP pirhuzamos
OB-vel, amibol kovetkezik, hogy QCP% = AOBS. Eddigi eredményeink alapjin a QPC
és ABO hiromszogek egybevigdk (két oldal + kozbezirt szog), ezért QP Hasonl6,
‘gondolatmenettel ithatjuk be, hogy a POR héromszog minden oldala egyenl az ABC hirom-
stidg egy-egy oldalival, ezért a két hiromszig valoban egybevigd egymissal.

b) Az a) feladatban litwuk, hogy a QPC és ABO hiromszogek egybevigoak, tovabbd két-két

bl kovetkest, bogy harmadi oldalmk azaz QP és AB is pirhuza-

pirhuzamos egyméssal. Mivel

C ceyencsre, ay mmlcncs 2 PR cgyeneste s, (£ 00 cgyenes

0 felhaszndlva

o akvetkezdk Iehetnek. Megszerkesatjik a POR
hiromszog O manassagpouqa: Enidn megscerkesztk az 00, OR, OP szshasuk feext-
merblegeseit. egyben az ABC héromszog oldalegyenesei is,
ezértaz ABC hirom nny:n sterkeszthetdk.

Kdzéppontos tilkrozés — megoldasok

[ A tikirképek az egyes esetekben:

@) K=3-1), B2 -5), C(4:2);

b) A=3,7), B(2:3), C(4; 10);

¢ A1 1), B -3), C'(6: 4);

d) A(1;-3), B(6;7), C'(8;0);

) A(-5:-5), B'(0;-9), C'(2:-2);

f) AGS5:13), B(0;9), C'(2; 16).
iromszisg egyesitése paralelogrammdt hatfroz meg, mert a kapott négyszog kizéppontosan
szimmetrikus.

€ A ket trapéz egyesitése paralelogrammét hatdroz meg, mert a kapott négyszog kozéppontosan
szimmetrikus.

W) Haaz ABCD négyszbg BC oldaldnak F felezdpontjdra tiikroziink,
akkor a szokdsos jelolések mellett az ABDACD hatszog szogei
. f+7. 8. . f+7. 8. Akizéppontos tikiozés sordn a szakasz
és tiikorképe parhuzamos egymdssal, ezért a Kapott hatszog
szemkizti oldalai valban parhuzamosak.
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1610}

GB

1613}

1614}

jits:

Ha a két szakasz nem esik egy egyenesbe, akkor végpontjaik egy
paralelogramma esicsait alkotjdk. Ebben a :
az tl6k metszéspontjdra vonatkoz6 tikrozés a szakaszokat egy-

misba viszi at.

Ha a két szakasz (AB és tikirképe AB’) végpontjai egy egye-
nesre illeszkednek, akkor nem feszitenek ki paralelogrammit, de
a tikrozés kozéppontja ebben az esetben is az AA'és a BB
szakaszok kizos felezGpontja

Anegyedik tiikrozés utdn v.ssza,umnk akiinduldsul vett pontba.
Haa P pontbl indulunk ki, 1zések eredményét rendre
Py, Py, Py és Py jeloli, akkor ugyarm AB kozépvonal a PP,P,
hiromszogben, amibsl kovetkezik, hogy PP, pirhuzamos AB-
vel és hossza az AB hossznak kétszerese. Ugyanigy DC kizép-
vonal a P,PsP; hamm\mnhen amibdl adédik, hogy PPy
huzamos DC-vel és hossza a DC hosszinak kétszerese. ancl

cgyenld hossziak, fgy ugyanez érvényes PPyre & 5?2 re is. o
Ez azonban csak tigy lehetséges, ha P

skt BarmabAinik v U5 Sabgis, BANES € KATRIKGEt ceibdly ok s

el pénaérmét gy kel elelyeanie, hogy kizépponija tal
kn/,eppnnl].\vml Ezek utin nincs més dolga, csak ha Andris rakott, akkor a sajét érméjet tigy
helyezze el, hogy az asztal kizéppontjdra vonatkoz6 tikorképe egybeessen az Andrds dltal
legutoljéra elhelyezett pénzérmével. Ekkor a siker garantdlt, ha ugyanis Andrds tud még raks
akkor ez Barnabisnak is biztosan sikeriilni fog.

42 0 pout e, lete e vonaicat elngs velet oz i

T-vel, illetve T*vel jeloltiik. A feltételek szerint O’ = _L
Vizsgiljuk az O pontra vonatkoz6 kizéppontos proion tlaj-

donsigait. A T pont képe T, tovibb az e egyenes képe olyan "

egyenes, amely dtmegy a 7" ponton és pérhuzamos e-vel. Ez az #

egyenes csakis az f cgyenes lehet. Mivel a tikrozés O kozép-

pontjailleszkedik a PQ egyenesre, ezérta P pont képe illeszkedik x

a PQ egyenesre, tovabbd illeszkedik az e egyenes f képére is, ezért

csakis a két egyenes Q metszéspontjalehet. Poni s képe ugyan- 75—

olyan tivolsdgra van a tikrizés kozéppontjdldl, ezért OP = 0Q.

Mindhdrom négyszog tengelyesen szimmetrikus a négyszog egyik dtlGjinak egyenesére, czért
‘mindhérom négyszog deltoid. A kiizépen keletkezs négyszig a négyzet kivzéppontjira vonatkozd
Kozéppontos tikrdzés sordn

illeszkednek a négyzet
rombusz.

varidns marad (képe Snmaga), ezért paralelogramma. Mivel 4tl6i
4, ezént merGlegesek egymisra, gy a kizépen keletkezG négyszog

Az O pontra vonatkoz6 kzéppontos tikrozés sordn az A pont
képe C. a D pont képe pedig B. Az 1612. feladat eredménye
alapjdn OP = 0Q, ezérta P és Q pontok egymis tikorképei.




L1615]

L1617}
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A szerkesztés 1épései:
1. Azadott szbg O esiiesit tikrozziik az adott P pontra; a tikor-
képet Ovel jelol
Az 0" onton it pihuzamosokat suekesatink  subg s
raival
2 Aparhuzamnsck s a megfelel szogszirak A és B metszés-
pontjainak szerkesziése.

-

. Az AB egyenes szerkes
az OBOA négyszog pumlelogmmma, ezt dUGi felezik cgymist, gy PA =

A szerkesztés 1épése:

Az adott P ponton it a megfeleld szigszdmal (amelyiket a szer-

kesziendG egyenes a P11 mérve tavolabb metsz) pirhuza-

most szerkesztink.

A pérhuzamos és a mdsik szogszir 0" metszéspontjdnak szer-

kesziése.

Az O’ ponton keresztiil pirhuzamost szerkesztiink a PO sza- o

Kasszal.

4. A szerkesztett pirhuzamos misik szogszdmal valo B metszéspontjdnak szerkesziése.

5. A PB egyenes szerkesztése. Az egyenes a kivant tulajdonsfgd lesz, hiszen a szerkesztés menete
alapjin az OBO'P négyszdg paraielogramma, amelyben az tldk felezik egymdst

b) Igaz. <) Hamis.
) Hamis.
o) lgaz. ) Igaz.
j k) Hamis.
m) Hamis. ) Hamis. o) lgaz.

Jeloljik a két kort k-val és c-vel, és tegyik fel, hogy az egyik
metszéspontjukon (A) dtmend egyenes az A6 kiilonbozs P és
Q pontokban metszi a két kot (Id. dbra), valamint AP = A
Ekkor az A pontra vonatkoz6 kzéppontos tikrivzés a P pontot
a Q pontba, az AP szakaszt pedig az AQ szakaszba viszi dt.
Ez a megdllapitds lehetGséget ad a Q pont egyszerd szerkesz-
tésére; a O pontot a k kor A pontra vonatkozo & tiikorképe
kia ¢ korbol. A P pontot megkaphatjuk, haa Q pontot
ik az A pontra.

chl az fgy kapott AQ és AP szakaszok egy egyenesbe esnck, és
tvolsdgtart6 tulajdonsdga miatt hosszuk megegyezik,
exrtn PQ egyenes mc"fclcl a feladat minden feltételének.

A feltételekbol kivetkezik, hogy a K’ kir két pontban metszi a ¢ kort, amelyek ozl az egyik
természetesen az A pont o adadoin o O pont és gy a P pont is egyértelmien szerkeszt-
hetd.

Ujabb megoldist kapunk, ha a két kor mdsik metszéspontjdra tiikriziink
Vegylk végl ésare hogy & KX retsaoportan famentssoel nyilvfivaléan segfelel  flte-
leknek, ezért a feladatnak hérom megolddsa
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A koncentrikus korisk koziil a belst -val, a kilsot c-vel, a kisebb
Ko rogzitett pontjét P-vel jeloltik az dbrén. Tegyik fel, hogy az

c és B-ben, a k krt P-ben és Q-ban
rénak megfelelden, tovibbd AP = PQ = OB.
Ekkor a P pontra vonatkozé kozéppontos tikrizés sordn a Q
pont az A pontba keriil, fgy a k kor képe olyan &’ kor, amelynek
3 ¢ kil v egyik metsésponta épen 4. Megdlapitsun
ayben eliistad a2 A pom serkesséuér s, Az A 6 b poniok
ismeretében az e egyenes mir szerkeszthetd. Nem kell aggéd-
nunk aistse, bogy eseleg QB nem enne egyen AP-vel

P, akko 4P = 0f i tleil, aivbez el
46 v hogy a PQ szakasz felezGmerdlegesére (az dbrén 1 jeloli) vonatkozo
tengelyes tikrozés sordn a P pont képe O, az A pont képe B, ezért AP = OB valGban fenndll.
A saetkesthstaty eliéee, hogy a K Kirds 3 ¢ i mssszsegyrdst. At figgten, bogy akét
Kkornek hany metszéspontja van, a megolddsok a 0, 1 vagy 2 lehet. A két kor nem metszi
ceymist, ha a c kr sugara nagyobb, mint a k Yor Sugarinak “hiromszorosa, eay metszéspont
ésfgy e Idds adédik, ha ¢ kor sugara 16 a k kor s mig mis
esetekben két megoldst kapunk

(D A feltételek szerint az ABC hdromszog A csiicsa
illeszkedik az e cgyenesre, tovibbi F; az AC
oldal felezGpontja, fgy a C csiis illeszkedik
az e egyenes F, pontra vonatkoz6 e tiikor-
Kepée. Hasonléan mivel B cses lesshedik
ak int £ a BC oldal felezGpontja,

illeszkedik a k kor £ pontra
° tikorképére. A tikrozot alakzatok

eséval azonos. A hidnyz6 A, illetve B um\m
megkapjuk, ha a C pontot tiikrozziik a
illetve 3 pontra. A fent vizolt \zcrkema eredményé( valamint a megoldsul kapott A;B,C,
és A,B,C, hiromszogeket az brin lithatj

A szerkeszthetdség feltétele, hogy az ¢ egyenes metssze a & kort, A metszéspontok szamtol
fiiggden a feladatnak 0, 1 vagy 2 megoldisa lehet.

Feladatunk olyan ABCD paralelogramma szer-
sziése, amelynek kozéppontja 0. tovibbd
Ack,Bek, Cekyés Deky
A szerkesztend paralelogramma szimmetrikus
az O pontra nézve, ezért kozéppontosan tiik-
rozzitk a k; kort az O pontra; a tikorképet
jelolje k. Vildgos. hogy a paralelogramma
C csiicsa illeszkedik kj-re és ky-ra, vagyis
a C pont ¢ két kor metszéspontjaként szerkeszt-
het6. Az A pontot megkapjuk, m a C pontot
Kzéppontosan tiikrozziik az O p par:
Ielogramma B és D estessinak Srerkesméac
ezzel analég médon trténhet, csak a k, s
ky korokkel kell dolgoznunk.
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A szerkeszthetGség felirelei, hogy a ki €s a ks, valamint
1 o2 el ek KO£ vl ket |

van. A tovbbi estekben a megoldisok sz ntok szimit fiigg. Enn
telmében a foadatnak lehet 1, 3, 4, eslleg véstelon sok megontisa. E7 wdbbi cvl akkor
Kovetkezik be, ha kj kora ky korrel, vagy a &3 kor a &, korrel esik egybe.

& a ky korok egyardnt metsszék
cs mcuzcsponm Ak eadrak

B Jeloljik a szog szirait e-vel és ffel, az adott
pontot. O-val. Ha az ABCD négyzet A csicsa
illeszkedik az ¢ szdgszima, valamint C csicsa
illsckedik a2 f sasgezira (14, dbra), akkor

A pont O pontra vonatkoz tikisrképe, mely
&7pa C pont Mesrkedik az ¢ szogszie O ponir
vonatkoz tikorképére.
Ezek alapjén a szerkesz1és 1épései a kovetkezok
lehetnek:
1. Kesppontoean ikutoatk sz o saiguriat
az O pontra; igy kapjul
. Az ¢ félegyenes és az fsl.bgsz:\r metszés-
pontjénak szerkesziése; a metszéspont C.
. A C pont O pontra vonatkoz6 tikrozése;
atikorkép A

. Az AC szakaszfelezs merSlegesének szerkesztése; a kapott egyenes g.

- Az O Kozéppontal, OC sugirnal rjzolt Ko sserkesiaése.

6. A g egyenes és a szerkesztett kor ése: a keletkezs

BésD.

S

A feladatnak konvex sz0g esetén minden esetben egyetlen megolddsa van.

B A szogszirakbl lemetszett hiromszdg terilete akkor a legkisebb,
ha az adott pont felezi a metszG egyenesnek a szog szdrai kivzé
es6 szakaszit. Jelolj gszdrakat e-vel és f-fel. az adott

vel azt az egyenest, amely dtmegy

€56 szakaszit a P pont meg-
felezi. Ha a g egyenes az e szogszdrat E-ben, az f szdgszirat

F-ben metszi, akkor PE = PF (Id. dbra). Megmutatjuk, hogy

ha egy ¢-t61 kiilonbozG cgyenes dtmegy a P ponton, tovibl

 Savpeoiakit Kobal o L-beh méisl, ALK a2 OKL. e

sz0g terillete nagyobb, mint az OEF hdromszog teriilete. Mivel

PK és PL semmiképpen nem egyenld, ezért feltehetjik, hogy

PK>PL.

Tiikrozzitk a PLF hiromszoget a P pontra. A tiikrizés sor:

a P pont helyben marad. az F pont képe E, mivel PF = PE,

az L pont képe pedig a PK szakasz egy belsS L' pontja. Az EL és FLszakaszok pirhuzamos:

éppontos tiikrozés tulajdor alapjn. Jeloljik a PLF és PLE hiromszogek kozos

Leriltd vel, Ekkor

Toer = Toepr + 1 < Togpr + 1+ Tek.
amit éppen bizonyitani akartunk. Az E és F pontok, valamint a ¢ cgyenes az 1622. feladatban
ismertetett médon szerkeszthetdk. Az ott alkalmazott jelolésekkel az EF szakasz egybeesik
az ABCD négyzet AC dl6jdval,

138



GEOMETRIAI TRANSZFORMACIOK

Jelolje O az ABCD paralelogrammaba itt EFGH paralelogramma
kozéppontidt (Id. dbra). Ekkor az O pontra vonatkoz6 tikrdzés
az E pontot a G pontba, az AB szakaszt vele pirhuzamos sza-
kaszba viszi dt, hiszen a szakasz és tikor képe pérhuzamos
cgymissal. Mivel azonban a G pont lleszkedik CD szakaszra,
gy az O pontra vonatkoz6 kiszéppontos tikrozés az AB
csakis a CD egyenesre képezheti. Ez azonban csak tgy lehet-

séges, ha az O pont egyenld tivolsigra van az ABCD pnm]clo"mmm.l AB és CD oldalaitdl,

amibdl kovetkezik, hogy O illeszkedik az AB ésa CD egyenesek kizéppdrhuzamosdra. Hasonlan

igazolhatjuk, hogy O az AD és a BC egyenesek kozeppulhuzammma is illeszkedik, igy O valgban
megegyezik az ABCD paralelogramma kizéppontidval.

) Tekintsik az dbrdn Ithat6 A A4, As 6t-
szioget, melynek oldalfelezs pontjai F. F,
Fy, Fy, F, valamint a sik egy tetszoleges
Py pontjit. Tikrozzitk a AA, szakaszt elgbb
az Fy, majd a kapott ikirképet az 3 pontra,
és fgy tovibb. Az i-edik tiikrozés utdn igy
@ Pra by ssakasshor junk (4= Aol
A tiikrozés tlajdonsdgai alapjdn birmely
pira (1 <i,j<6) a PA; és PA;
szakaszok pithuzamosak és egyenl hosz.
satiak, tovibbi minden i-re PA;Gs P, Ay
5) ellentétes irdnyiiak, hiszen a kozép-
pontos tikrozés megviltoztatia a koriljardsi
irdnyt. Az elmondottakbol kovetkezik, hogy a 4Py szakasznak A, a felezGpontja

Afenti észrevételek alapjn az tszog konnyen szerkeszthetd. Titkrozziik a sik egy tetszGleges
P, poniit rendre az Fy, ..., F; pontokra; fgy kapjuk a Fy pontot. A PiFy szakasz Ay felezs-
ponté tikbzziik az Fy pontra, igy kapjuk A-t. Tukrdzzik Ayt az Fy pontra; fey kapjuk
az Ay pontot, és igy tovébb,
Afeladatnak minden esetben egyértelmd megoldisa van, bir elGfordulhat, hogy a kapott diszog
hurkolt vagy efaja. A feladt fent vizolt megoldisa minden piratlan e lalnosihato
gy a P, és Py, Ay szakaszok tovibbra is pirhuzamosak és egyenlGk, csak
eziittal megegyezd irdnytiak. Ebbo] kovetkezdena Py és P, pontok cgybeesnek, igy ebben
az esetben a feladat hatdrozatlan,

) Jeloljik az erdd kizéppontjdt O-val, a falut P-vel. Olyan szeldt
kell szerkeszteniink a P ponton dt, amelynek a korrel valg
els8 messdagontl (uz o ) feles o bosszabh szl
szt, azaz PB-t. Természetesen ekkor az A pontra vonat-
Ko16 Kivéppontos tikssés a b pontot a B pontba visd 1,
esak kisebb kellemetlenséget okoz, hogy az A pont helyét
nem ismerjiik. Ha viszont egy pillanatra feliételezziik, hogy
az A pont ismert, és a Kerekerddt tiikrozzik az A pontra,
akkor eredményil olyan 0" kizépponti kort kapunk, amely-
nek sugara 6 km, tovibb dtmegy a P ponton, és az A pontban
érinti a Kerekerddt modellezd kort. Az O pont ezek szerint
a P ponuél 6, az O ponttdl 12 km tivolsdgra taldlhato,
igya P és O pontok ismeretében megszerkeszthets. Az 0O'szakasz kimetszi Kerekerddbol
akeresett szelG A pontjdt, majd a P pont A-ra vonatkozd tiikirképe megadjaa B pont helyét.
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b) Afeladat megolddsa az OPO" hiromszog szerkeszthetségén
alapul a hdromsz0g oldalai OP = 10 km, 00"= 12 km,
OP=6km, é 00"+ 0P > OP, ezért az O kdzépponti
12 km sugard, valamint a P kizéppontd 6 km sugard kor
Két pontban metszi egymiist (az dbréin 0" és O”).fgy a feladat-
nak két megolddsa van. A két it egymds tikirképe az OP
egyeneste vonatkozoan.

A feladatnak x <6 esetén nincs megolddsa, hiszen ebben
azesetben a falu a Kerekerd§ belsejében vagy hat
hclyczkcdlk el. Ha 6 <.x< 18, akkor a feladatnak két meg-
olddsa, x = 18 esetén egy megoldisa van. Utbbi esetben 0"
é0° megegy:ﬂk \alamint flesskedik 2z OP srakaszra
A feladatnak x> I8 esetén nem adodik megolddsa.

<)

Megmutatjuk, hogy a BA' szakasz hossza
a P pontelyseéitl fggelentl megegyeaik
az AB oldal hosszval.

Atiikriszéshol kovetkezoen az APCB négy-
szisg paralelogramma (kizéppontosan szim-
metrikus az AC oldal F, felezGpontjdra vo-
natkozdan), ezért AB pirhuzamos PC-vel,
tovibbi AB'= PC. Ugyanilyen megfon-
tolisbol paralelogramma a CPBA négyszog
is, ezért BA' pirhuzamos PC-vel, tovibbi
BA'= PC. Azt kapjuk tehit, hogy AB’ és BA'
akét szakasz egymissal is parhuzamos, Természetesen AB'=
viszont az ABAB' négyszogben két szemkozti oldal pérhuzamos é
igy ABAB’ paralelogramma, amibGl azonnal kovetkezik, hogy B
Kivantun

Hasonloan igazolhats, hogy AC" a7 ABC hiromszig CA, é B'C"a CB oldalival cgyenld
hosszisigi.

b) Az a) feladatban igazoltuk, hogy az ABAB'
négyszog paralelogramma. Mivel a para-
lelogramma dl6i felezik egymist, ezért ha
az AA és BB szakaszok egymis nt-
ban metszik, akkor az R pont egybeesik
mindkét szakasz felezdpontjdval.
Természetesen ugyanigy paralelogramma
a2 ACAC négyszg is, exért AN & CC'is
felezik egym:
hatjuk: a CC’ szakasz az AA szakaszt annak
R felezGpontjdban metszi. Ezzel igazoltuk,
hogy az AA, BB’ é zakaszok valban
gy pontban, a kozds felezGpontjukban met-
seik egymist.

anazzal a PC szakasszal pishuzamos, ezéit

BA'=PC is teljesiil. Ekkor
ugyanolyan hosszisdgd,
"AB, amit bizonyitani
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Haromszdgek, négyszdgek néhany nevezetes vonala

(suly 3 p -
) a) Ahdromszisg kize] hosszaa végpontjait nem hosszinak felével egyenlG.
b) é finak hossza a végpontjait nem tartalmaz6 oldal hosszdval 16.
¢) Atrapéz vdrdumk felezdy it Bsszekotd kozéy e az alapok hosszdnak szdm-

tani kozepével egyenld,
() Az eredeti hiromszog kerilete 28,5 cm.
D) A vaddsznak &

A hdromszég silyvonala a hromszoget két olyan hiromszogre bontja, amelyeknek egy-egy
oldala megegyezik, valamint az ezekhez tartozé magassaguk is egyenld. EbbGl adodan a két
héromszog teriilete is egyenls.

zesen 97.5 pere sziikséges az Gt megiételéhez.

(A Az ABC héromszisg stlypontjdt S-sel, az AB oldal felezGpontjdt
F-fel, az AF = FB szakasz hosszit c-vel jeloltik. Az el6z6
feladat eredménye alapjdn T, sc- Ugyanakkor az AFS
& FBS hiromszogekben egy-egy oldal egyenls (AF = FB = c),
a hozzdjuk tartoz6 mag: nssé\g pedig kozos (1), ezért teriiletik is
megegyezik, igy Ty = Typs. Ha egyenl teriletd stkidomokbol
egyenld teriiletdcket Vevul\k el, akkor a visszamaradé sikidomok
terilete is mc"cgyczxk. @ Ty Tys = Trpc = Tops, amibGl
azt kapjuk. hogy T, lithatjuk,
hogy Type= 7;m, is wue\ul, amivel a feladat llitdsat igazoltuk.

B Megoldss lehet, ha a tortdt a kizépvonalak mentén vigjuk fel. Mivel a keletkezd négy torta-
szeletben az oldalak pdronként megegyeznek, ezért a teriletiik is egyenlG.
Stintén igazsigos darabolishoz jutunk, ha a héromszg cayik oldalit négy cgyenl részre osztjuk.
majd az oszt6pontokat az oldallal szemkozti csiicsokkal dsszekotjiik. A négy keletkezs haromszog
egy-egy oldala egyenl hosszisigd, az ezekhez az oldalakhoz tartoz6 magassigok pedig kozosek,
igy a hiromszigek terilete valGban egyenlG.

G0 Az ilyen wilajdonsigd pontok a rogzitett oldallal pihuzmos Képonalon lilhatsk. A koép-
vonal minden pontja rendelkezik ezzel a tulajdonsiggal.

{53 a) A hfromszog szabilyos, izy minden oldala 120°os szogben litszik a m:
b) Az dbrajeloléseivel CABS = 60°, CBA%=80° fgy ACB=40°
A CFME né i szibg nagysdga, valamint
az E és F osiesokndl derékszogek vannak, ezt
FMES = 180°40°= 140"

Mivel az AMB% és FMES gek, ezért egyenlok,
fay AMBA = 140% 62 AB oldal a magassigpontl 140%
sziog alatt litszik. Ugyanilyen ,,ondommeneuex szimolhato,
hogy a BC oldal a magas b6l 1200, mig az AC
ol 10005 s sl ik,




[1637]

(1633}
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) Ahdromszig ebben az esetben tompaszogd,
czért magassigpontia a haromszigon kivil
alilhato. Az ECFM négyszigbena C csics-
ndl 100%0s, az E és F csicsokndl 90°o0s

szdgek vannak, ezért EMF% = AMBS = 80°,
azaz az AB oldal a magassigpontbol 80°-o0s
szog alatt litszik. Az AMG¥, valamint
az EBA% merSleges sziri szgpirt alkot,
és mivel mindkettd hegyesszdg, czért meg-
cayemek, tehit as AC oldal & magassigponibol 20%os szbg alat litszik. A BC oldal 60%0s
szigben lithat az M magassigpontbol.

i 5

Haa BF & CE magassiguonalak 20°0s scghen
mclxuk cgymist, és M a hiromszdg magas
pont 2 AEMF négyszogben az E, vala-
TinCF esicsokndl 0%, a2 M esteand 160"0n
szisgek vannak. Ebbdl adédéan az ABC hérom-
sziog A csicsinl 16vG szog 20°

Az ABC hiromszog BF és CE magassigai két derékszogG hirom- ¢
szoget i kialakitanak a hromszogben: az ABF és ABE hérom-
szogekben az dtfogd kizos, éppen az AB oldallal egyezik meg.
Thalész tételének megforditsa alapjdn a derckszogd csicsok,

¢
azaz F és E illeszkednek az AB dtmérdj korre. A kor kozép- r >
pontja egybeesik az AB oldal O felezGpontjdval. Ekkor viszont
OF & O egy-egy sugir a korben, ezért hosszuk megegyezik. A
A 3

Haa B-bl indulé magassigvonal talppontjat P, a C-bG1 indulGét
T Jcloh akkor az ADP derékszg@ haromszogben az A cstcsndl
igya D csicsndl 60°0s szbg van. Az EDM hiromszig
n csicoinlI6v6 szg szintén 60°-os, hiszen az elGbbi szijg csiics-
szbge. Az AET derékszoet hiromszighen az A csicsndl 30°os,
ezért az E csiicsndl 60°o0s szog van. Ezzel belftuk, hogy
M hiromszig ket szige is 60°os, és igy a hiromszog
valdban szablyos.

Megjegyezziik, hogy amennyiben az ABC hiromszisg szabdlyos,
Gigyaz E, D. M pontok c«yhccmk ezértaz EDM hiromszg
m jon létre. Ha az ABC hiromsz0g tompaszogd. akkor a bizo-

a hegyesszigl esethez Rasonit végezhetG el

Afeladatnak két megoldisa van. Ha Peti a paralelogrammiit a 12 cm-es oldallal pérhuzamos kiszép-
'vonala mentén vigta ik oldal hossza 13 cm. Ha szétvégds nem a 12 cm-es oldallal
irhuzamos kivzépvonal mentén tortént, akkor a paralelogramma misik oldaldnak hossza 12,5 em.

zét, akkora

A paralelogramma keriilete 60 cm.
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541 4t birmi ¢ G két egyenl teriletd részre vigia
szét. Az 1614, feladat mdmcnyc alapjin bamely olyan cgyenes, amely dtmegy a paralelogramma
Kiszéppontjin, szinién cgyenls teriletd részekre bontja a paralclogrammt.

P Atrapéz alapjait 2, illetve 3-x alakban kereshetjik. A feltéielek alapjdn

% 15 = x=6.

Atrapéz alapjai tehdt 12 cm, illetve 18 cm hossziak.

(78 A szdrakat 6sszekot6 kizépvonal 9 em hossziisig. A Keletkezo két trapéz kozépvonalainak
hossza 7 cm, illetve 11 cm.

) Tegytk el hogy az ABC hiromsat A ostesindl hegyessaty
ikrozzik kozéppontosan a hiromsziget az a oldal
r felezGpontjdra. Eredményiil az ABAC paralelogrammiit
Kapjk (14 dbra). A purlelogramma egyik ddja 2z ABC
héromszog a old: fsik 4l6ja, vagyis az AA's
pedig az a olddlhm tartozé sdlyvonaldnak kétszer :éve
cgyenls hosszisdgd. A feltéelek szerint az ABC hrom-

emiékezniink arra, hogy a paralelogramma egy oldalin fekvs szogeinek dsszege 180° A
fett két héromszigben két-két oldal egyenld, hiszen az AB oldal kozos bennilk, tovbbé
AC = BA a tiikrozés tulajdonsdgai alapjan. A két hiromszog harmadik oldalai koziil nyilvi
valan az a nagyobb, amelyik a tompaszoggel szemkizt van, azaz 2-s, > a, ami egyenéré
a bizonyitands dllitdssal.
b) Afeladat dllitisa az a) feladatban bemutatott bizonyitds értelemszert viltoztatdsdval igazolhato.

o Legyenek a ik

B és C. a BC oldal felezdpontja E, @

desai A
7 AB oldalé F. Tegyik fel tovdbbi, hogy AE =24 méter.

1évén a silypont 2: 1 ardn
azt kapjuk, hogy AS
€5=20, illetve SF
ECS és AFS hiromszogek m
rendre slkalmazva Pragoras?. (elét a2 ftfogdkat Kissdmol
hatjuk. Nem 1l bonyolult szimoldsokkal a megfelel kerekitések utin AC = 25.6 méter,
EC =21,5 méter, végiil AF = 18,9 méter. A telek oldalai tehdt 25,6 méter, 43 méter, 37,8 méter.
b) Atelek kirbekeritéséhez 25,6 + 43 + 37,8 = 1064 méter keritést kell Béla bicsinak vennie.
viratlan meglepetések érhetik, ha a b) feladatban Kiszdmolt hosszisdgy
sel probilja korbekerften a telkét. Ha ugyanis a szimoldsokat nem egy tizedes pontos-
siggal végezziik, akkor lithatjuk, hogy
AC= 636> 2561 m: EC= VAGE > 21,54 m; AF =356 > 1886 m.
¢ dlisival a telek keriiletére egy alsG beeslést kaphatunk:
Kype> 25,61 +2-21,54+2- 1886 = 10641 méter,
ami mum“ hogy a b) feladatban kapoit I()64 méter hosszt kerités nem elegends a kirbe-
keritc 2. Béla bicsi szerencsésebben jart volna, ha a szamitasokndl eziittal nem a kerekités
subslyan Kovette volna, hanem minden Icpéshcn felfelé kerekit. fay elkertilhet6 az a rendkivil
bosszant helyzet, hogy a visdrolt kerités pér centiméterrel rovidebb, mint a telek keriilete.

Akapott
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Jetle a ABC hécomszg ldlinak felezGpontit E, F, G, sily-
az fbrinak megfelelden. Tukrozzitk az ABC
hiromsatget valaminta G pontotaz pout . Atikrizés sordn
a B és A pontok ,helyet cserlnek ntképe C, tovibbd
.G pont képe BC"srakase G TelesGponti. As elmondotiak-
b6l adédéan a BG = s, silyvonal az AG® szakaszba megy dt.
Atovibbiakban megmutatjuk, hogy a CEG'F négyszdg parale-
logramma. A kozéppontos tiikrizés megtartja a szakaszok
hosszit, ezért EG = EG’, tovibbi természetesen E, G, G egy
egyenesre illeszkednek. Mivel £G az ABC hiromszog egyik
Kozépvonala, ezért phrhuzamos a megfelel oldallal, az:

vel, tovibbd EG hossza BC hosszénak fele, azaz E¢
Ezek szerint EG' és CF is megegyezik EG-vel, amibol persze
asoaval Riveikesl hogy £G = CF. Temésasieen CF nemcsak
EG-vel, hanem a tartalmazé egyenesével is. EGvel i
pérhuzamos. Ezacl bebizonytotuk, hogy o CEG néaysrsgben ét szemi oldal egyenl,

t

rhuzumo\ és egyenld, igy Gl
Tckmmlk vegill az AGF hiromszget. A hiromszog oldal
. hogy a hromszog su valgban lehet

Tegyu‘k fel, hogy az ABC hfromszighen az AE és BF silyvona-
. Ha § a hdromszog silypontja, akkor § mind-
keét silyvonalat 2: 1 ardnyban osztja fel, ezért:
2

AS=BS

amibél azt kapjuk, hogy az ABS hiromszig egyenl6 sziri.

Az egyenls sziri hiromszogekben az alapon fekvs szogek

megegyeznck, fgy SAB< = SBA%. Ekkor az ABE és BAF hirom-

szogekben két-két oldal, valamint az dltaluk bezdrt szog meg- i’ b

egyezik, ezért a két hiromszog egybevigs, amibsl persze

Kovetkezik, hogy AF = BE. Vegyik figyelembe, hogy £ és F oldalfelezs pontok, ezért AC = BC,

azaz az ABC hiromszog is egyenlG szird. Azt kaptuk tehi, hogy ha egy hdromszgben két sily-

vonal egyenlG hosszisigu, akkor a hromszog egyenlG sziri.

Az iménti megllapitdshol azonnal kovetkezik, hogy ha egy mmmu% m...ummm silyvonala
ugyanakkora, akkor a hdromszog barmely két oldala megegyezik, a; z6g valdba

Soabilyos. Tehit ok a rabilyos hromezoghen egyerik meg  hirom. sulyvonal hossza

Teayiik fel, hogy az ABC hiromszigben az AQ és BT magas- 7
sigokra AQ = BT = x. Ekkor az ABQ és BAT hiromszogek

derckszogick, fgy benniik két-keét oldal, valamint a nagyobbal

szemkozt szijg megegyezik. A két hiromszig et cgybevigs,
ezért a_megfeleld befogdikkal szemkozti hegyesszogeil
egyenlok, azaz TABS = QBA<.

Megillapitisunkbo] azonnal adddik, hogy az ABC hiromszog
AB oldaldn fekvs szogei egyenlok, ezért az ABC hiromszog e Q0
cgyenld széri és AC = BC. Azt kaptuk tehdt, hogy ha cgy ’ Q
hdromszogben két magassdg ugyanolyan hosszsdgy, akkor azok ¢A
az oldalak is megegyeznek, amelyekhez a magassigok tartoznak.
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(1649}

Ebbol persze az is kovetkezik, hogy ha mindhdrom magassig egyenld, akkor mindhdrom oldal is
megegyeaik, otz itomsat sabdlyos Tehit ceak a suabilyos hiromszgekben egyecik meg
a hérom magassdg h

Ha az ABC hiromsziigben a beirt kir O kizéppontja egyben
stilypont is, akkor az AQ szogfelezs a BC oldalt az E felezs-
pontban metszi (Id. dbra), azaz BE = CE. Allitsunk merGlegest
az E pontb6l az AB 6 az AC oldalakra, a talppontokat jeldljik
Ey-gyel, illetve Ey-vel. Mivel az E pont az A csticsbél indulé
szoglelez egy pontja, ezért a szogsziraktol egyenls tivolsigra
van, azaz g o vimont ¢ ER 6 EEjCldciel
szgd hiron n két-keét oldal megegyezik, ezért pl.
Piagorasr éelének alkalmayisival beldthtd. hogy & harmadik
oldalak is megegyeznek, azaz BE, = CE,.
Ugyanezzel a gondolatmenettel beldthatd, hogy AE, = AE, is teljesill. Eredményeinket dssze-
foglalva azt kapjuk, hogy AB = AE, + BE, = AE, + CE, = AC, azaz az ABC hiromszog egyenlG
szdri. Ha most abbdl indulndnk ki, hogy az O ponta B esticsbol induld szogfelezonek is pontja,
akkor azt kapndnk, hogy AB = BC, ami el6z5 eredménnyel egyiitt mutatja, hogy az ABC hdrom-
szg szabilyos.

a) Jeloljiik a B és A csicsokhoz tartoz6 magassdgvonalak talp-
ponjait P-vel € Q-val. Mivel a2 F pontra vonatkozs kro-
2és sorin az MBAS képe az MABS, czért MBA

Az AM'BC négyszog A csicsindl 16vG szog

MACS = o+ MABS = -+ MBAS = 90°,

hiszen az utols6 egyenlGség bal oldaldn dll6 szogek az ABP

derékszogtl hiromszdg hegyesszigei. Hasonl6 gondolat-

‘menettel mutathat6 meg. hogy a B cstcsndl IévG szog szintén

derékszoy

Az a) feladat eredményét gy is megfogalmazhatjuk, hogy

a CM’ szakasz mind az A, mind a B pontb6l 90°-0s szog

alatt ldtszik. Thalész tételénck megforditdsa alapjdn ezért A és B rajta vana CM” szakaszon,

mint itmérd folé emelt koron. EbbGl azonnal kivetkezik, hogy az M” pont az ABC hiromszog

Koré it koron taldlhatd.

. 3

Hiizzuk meg az ABCD trapéz szdirainak felezGpontjdt dsszekits
EF kozépvonaldt az dbranak megfelelden. Tegytk fel, hogy
akozépvonal az dtldkat a P és Q pontokban metszi. A trapéz
serakat sszekiod kizépvonala pérhuzamos az alapokkal, ezért
elegends igazolnunk, hogy P az AC, © a BD &6 felezGpontja.
Mivel azonban EP pérhuzamos a DC alappal és E az AD oldal
felezGpontja, ezért EP sziikségképpen a CDA hiromszdg CD-
vel pirhuzamos kizépvonala, igy P az AC szakasz felezGpontja.
HasonlGan igazolhatd, hogy Q a BD 4l felezdpontja.

Kiszamitjuk a PQ szakasz hosszit. A trapéz megfelel6 kozépvonaldra EF a*b \ovabbaa CDA

ck EP & QF kizépvonalaira EP = QF =2

és CDB haroms: 5

szimolhat6, hi

Innen PQ hossza mr konnyen

sen
PO=EF —(EP+ 0P =tb

—b asn.
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@@ ) Az ABCD konvex négyszg oldalfelezs pongaia br -
scinek megfelelden legyenck P, O,
Az SR szakasz kiszépvonala az ALD mmslngnek. ezért
SR pirhuzamos AC-vel, és hossza AC hosszinak fele. Hason-
16an; a PQ szakasz kozépvonal az ACB hiromszogben, ezért
PQ is pirhuzamos AC-vel, Q hossza is AC hosszinak
fele. Mivel SR és PQ ugyanazzal a szakasszal pirhuzamosak,
ezért SR és PQ pirhuzamosak, s nyilvin hosszuk is meg-
egyezik. Azt kaptuk tehdt, hogy a PQRS négyszogben
aszemkozt oldalak pirhuzamosak és egyenlk, ezért a négy-
szisg paralelogramma, vagyis valdban Kozéppontosan szim-
metrikus.
Hasonl ltds rvényes konkdy négysatgekben is. A bio-
nyitds ugyaniigy végezhetd, mint a konvex esetbes

) Az ABCD négysaty Ktnépvoralaa PORS pmlclo«.amma

A, amelyekl kszismen, hogy £ dist. Ezért
anégyszog kozépvonalai zik :gym

@ a) A PS szakasz kiszépvonal az ADB héromszogben, illetve a OR
szakasz kozépvonal az ADC haromszogben, ezért mind PS,
mind QR pirhuzamos az AD oldallal, hosszuk pedig az AD
oldal hosszdnak fele, azaz 4 cm. Hasonléan Ifthatjuk be,
hogy PQ és SR pirhuzamos a BC oldalla, hosszuk a BC oldal
hossznak fele, azaz 5 cm.

Az elmondottakbol kisvetkezik, hogy a PORS négyszig para-
lelogramma.

b) A PORS négyszog keriilete 18 cm.

) Az 1652, feladat eredményei alapjdn tudjuk, hogy a négyszog kizépvonalai felezik egymést,
exéitaz ABCD négysabg kozépvonalainak metsaésponts éppen a PR Kizépvonal 0 feeas-
pontja. Mdsrészt a PORS paralelogramma 4t6i is felezik egymst, ezért az O pont egyben

e pmlclonnmnu 4uGinak a metszéspontja is.

Y

@ Az 1652. feladat alapjdn a PORS négyszdg paralelogramma, e
amelynek oldalai feleakkordk, mint az ABCD négyszog meg-
feleld tl6i. Mivel a szimmetrikus trapézban az dtldk egyenls
hossziak, ezért a PORS paralelogramma oldalai is egyenldk,
azaz PORS rombusz. A négy pont akkor alkot négyzetet, SI IU
A » d

haaz ABCD trapéz dIGi merdlegesck egymisra,

16

Tegyiik fel, hogy az ABC héromszogben a C cstcsbol indulé CT magassg, valami
uilyvonnl a C csticsndl I6v6 sziget hirom egyenlG részre osztja. A CT szakasz az AFC hirom-

sben is magassg, riadisul megfelezi az ACFS-¢t, ezért a hiromszog egyenlG i, gy
az AF alaphoz tartoz6. md“a\mga megfelezi az alapot is, azaz AT = Mivel F az AB szakasz
felezGpontja, ezért FI
Tiikrozziik a TBC hnmmwug:ld TB egyen C pont képét jeliljik C*-vel. A C'CB hdromszisg
nyilvanvaldan egyenl szdrt (CB = C'B). igy BT a hiromszog egy slyvonala és szogfelezsie is
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cgyben. Vegyiik észre, hogy az F ponta BT silyvonalat éppen
21 ardnyban osztja (a csticstol szamitva), amib6l kovetkezik,
hogy F a C'CB hiromszog silypontja! Mivel a CF sulyvonal
a C estesndl Iév szoget megfelezi, ezért CF szintén szog-
felezGje a haromszognek.
Osszefoglalva; a C'CB hdromszogben F silypont és a szog-
a, azaz a beirt kr kozéppontja is egyben.
alapjén a C'CB hiromszog szabilyos,
0° adodik. Az ABC hdromszog szogei
mar konnyen szimolhatGk: 60°, 907, 30°.

k az ABC hiromsziget a BC oldal F felezGpontjdra.

Akapott héromszg az eredetivel egyiitt az ABAC paralelog-

rammét alkotja, amelynek oldalai b és c, d6i AA'=2-5,, BC=a

(1d. dbra).

A Haromszigek, négyszigek, sokszigek cimi fejezet 1355. fel-

adadban igazoltk, hogy a paralelogramma dtlGinak négyzet-

Gsszege egyenls oldalainak négyzetisszegével.

Alkalmazva ezt a tételt az ABAC paralelogrammira, azt kapjuk, hogy
at+ (25,2 =2-(*+c?),

amibSl sz a oldalhoz tartozs stlyvonal négyzeté kifejezve adédik,hogy

2B+ )

Ehhez hasonlGan a hdroms

A kapolt egyenlGségek megfelel oldalait osszeadva, majd jobb oldalon a kijelolt mdveleteket,
illetve lehetséges dsszevondsokat elvégezve

amit éppen bizonyitani kellett

a) Az 1656. feladatban kifejeztiik a hiromszog silyvonalait az oldalak segitségével. Az ott
bebizonyitott dsszefiiggéseket felhaszndlva:

245552

2-(b2+c)-a®  2-(a®+cH- b2 5 2-(a*+b) ¢
4 4
Mindkét oldalt 4-gyel megszorozva, majd a miveleteket elvégezve azt Kapjuk, hogy
@+b2+4-2=10-a2+10-52-5-¢

9-a%+9-b%
2+ b2
Atalakitdsaink ckvivalensek voltak, igy Pitagorasz tétele alapjin a ulyvmwlnkm vonatkoz6
feliétel valdban akkor és csak akkor teije: a hdromszog deréks
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b) Az ABC hiromszig s, Gs s, silyvonalai pontosan akkor mer6-
legesck egymiisra, ha az ASB derckszogt hiromszog oldalai
eleget tesznek a Pitagorasz-tétel feltételénck, azaz

6
ERUME
Mindket oldalt 9-cel megszorozva, majd a silyvonalak négy-
zete helyett az 1656. feladatban bizonyitott osszefiiggéseket
beirva azt kapjuk, hogy %
2. +c?)—a’+2-(@+c?)-b2=9-c2
Az egynemil tagok dsszevondsa utdn adodik, hogy
a?+b?=5.c2
saink ckvivalensek voltak, gy a feladat dllitds

Aalal
igazoluk.
) A Q pontot tartalmaz6 kiszépvonal mdsik
végpontjit P, a O pontra vonatkoz6 ti
Képét P, a PQ kozépvonal hosszit k jeloli
az fbrén. A keletkez6 ABDACD hatszog
szirmaztatisibol eredden kozéppont
srmmetrikus & Kozépponta a @ pont.
A ubaegpbiiod ity o
gdval parhuzamos szak
s srembts odalt pm husamosik, &
divolsigtartd tlajdonsdg miatt pedig egy-
missal egyenld hosszial
b) Tekintsik a PPAD nég ysm«cl Anégysadg PD & PA' oldla pashuzamosak, s mmdkms
feleakkora, mint az ABCD n D oldala. Az elmondottakbdl adédéan a PPAD' n
e pralelogrammna, 6t PP 65 i pihuzamos, valamint ugyanakKora hossztdet.
Mivel a kiséppontos tokatzésnél pont annak kepe, valamint a taketés Kozépponta cgy
egyenesre illeszkednek, ezért a PP egyenes tartalmazzaa O po etkezik, hogy
PP'=2-P -k, igy végiil DA'= 2k is teljesiil. Ugyanllyell gondo]mmen:uel bebizonyit-
hat6, hoy k. Eszerintaz ABDACD hat kétszer olyan hossz,
minta PQ kzépvonal. Megjegyezziik. hogy t6bbet mutattunk meg a feladat dlltdséndl: a két
@tl6 nemcsak kétszer olyan hosszi, mint PQ, hanem péirhuzamos is a kozépvonallal.
¢ Ha ahi a DAC héromszigben, akkor azt kapjuk, hogy
2-k<a+c,ahol a é ¢ az ABCD négyszog PQ kiszépvor égpontjait nem tartalmazé
oldaainak a hossit joldl, A felint cayenlilenség mutatia, hogy a PO kozépvonal hossra
valGban nem lehet nagyobb a megfelel oldalak szmtani kizepéndl. Megjegyezziik, hogy
egyenldség esetében a DAC hiromszig egy szakasszd fajul. Ez akkor fordul el6, ha AB, illetve
CD pirhuzamosak, azaz az ABCD négyszog trapéz.
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d) Mivel 300° = 360° - 60°, és a 360°-0s forgatds a helybenhagydssal egyenérték transzformécio,
czérta forgatds szoge ~60°, igy a feladat megoldisa megegyezik a b) feladatéval.

) A két hiromsze egyesitése mindkét esetben ) ,,,
rombuszt alkot, amelynek hegyesszoge 60°-0s,
tompaszoge 120%-0s. Az dbrik az A cstes korili ¢ c-5 ¢
forgatdsok eredményét szemiélietik.

a) —1980° =5-(~360°) - 180°, ezért a forga
szoge —180°Kal helyettesithets. A szog mér- L €
téke mutatja, hogy gyakorlatilag az A csiicsra
vonatkoz6 kizéppontos tikrzéstdl van sz6.
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b) 4410° = 12:360°+90°, ezért a forgatds szoge
90°-Kal helyettesithets. Az dbra az A csics
Koriili forgatis eredményét mutatja

@B o) A1;3), B(=5;-2), C'(2;-4);
o) A1), B(2:-5), C'4:2);
) A(13-3), B'5:2), C'(-2;4); B(-5;-2), C'(2;-4).

0 A sik végtelen sok pontja tesz eleget a feltételeknek. A megfeleld pontok a két adott pont kozti
szakasz felezomerdlegesének pontjai.

{8 A B pont képét az A kizéppontd, B ponton
dtmend kor metszi ki az ¢ egyenesbol. Al fig-
gden, hogy a kir és az egyenes milyen helyze-
ek, 2, 1 vagy O olyan pont Iétezik az egyenesen,

amelybe a B pont forgatissal dtvihetd (ezeket

az dbrin By és B, jeloli). (=,

G Az A kozéppontd, B ponton dtmend kor kimet-
sziaz e egyenesbdl azokat a pontokat, amelyck
forgatdssal dtvihetk a B pontba. A pontok
ismeretében a forgats szoge meghatdrozhat6.
Megjegyzés: A feladat nem hajthaté végre, ha B Kozelebb van A-hoz, mint e.

@0 Akétegyenld hosszis zab AB-vel
és CD-vel. A megfelel forgatds kozéppontja
egyenl tivolsigra van az egymiisnak megfelels
pontoktdl, ezért pl. az AC és a BD szakaszok
felezGmerdlegeseinek metszéspontjaként kaphat-
juk (a fels dbrdn O-val jeloltik).
Szintén egy megfelel forgatds kozéppontja
a BCés az AD szakaszok felezGmerdlegesének
Q metszéspontja (alsd dbra).

szerkeszési eljarfsok nem adnak

helyes megoldist, ha pl. a BC és AD szakasz

pérhuzamosak egyn
ben felezomerdlegeseik egybeesnek. Ez akkor
fordul eld, ha az ABCD néeyszbg hirtrapéz.

Ebben az esetben az cgyik forg: éppontja

anéaysae Kin it ki Koeppontj, o mésik

forgatds kozéppontja pedig a keletkezo hir-
ait tartalmaz6 egyenesek metszés-

trapéz szir:
ponija.
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ima Az iyen forgatis Wipponta 1z A & B ponioe] egyenl tvolsigra van, exét lleskecik
5 szakass felentmerSlgesére, Ugyanakkor a ot Kinéppont 1z AB sakasz 90°0x

g att tszik, ezér illeszkedik az AB .

pontjit tehit a Thalész-kr és a 6 merdleges

T ihats, hogy a fladatfeiétcleinel ket pont s cleget sz

A forgats kizép-

() a) A szabilyos hiromszoget a Koriilrt korének kizéppontja ko, k- 120%os (k & Z) forgatdsok
hagyjik helyben.
b) Anégyzetet a kizéppontja kirili k9005 (k € Z) forg

dsok hagyjak helyben.

©) A szabiilyos n szoget a kszéppontja Korili k- sz6e( forgatdsok hagyjdk helyben,
ahol k egész szimot jelol. n

{0 A szerkesztés Iépései:

1. Az O esiicsii szoget az A pont kil elfor-
gatjuk ~60°Kal (vagy akiir 60°-kal).

2. A szdg elforgatott képe kimetszi az eredeti
szibg megfelel sziraibdl a B és B’ pontokat.

3. A B és B’ pontokataz A pont kiriil 60°-kal
(~60°kal) elforgatjuk. A képpontok C és C.
Ekkor az ABC és ABC” hiromszigek sza-
bilyosak.

Megjegyzés: A serkesaiheiGsc feliétle, hogy

az elforgatott ely szira metssze az g

eredeti szog misik szdrdt.

T a) lgaz. b) lgaz. ¢) lgaz. d) Hamis. ) Igaz.
& & & 8
o) Hamis. ) lgaz. i) Igaz. J) lgaz. 1) Hamis.
m) lgaz.
W5 0% o5 &% 0% =
2 A'T”; ) '25 . ham
5338 1710 0 15%
T
€ 30% 1) 270%
h) 13680°% i) 120000°

50 @) Az 6ra nagymutaiGidnak végpontja 20 perc alate 2 ~ 524 cm wtat tesz meg. Ezalatt a mu-
tat6 koriilbeliil 6,54 cm? teriiletet sirol.

b) Fél 6ra alatt a nagymutat§ végpontja ; =7.85 cm utat tesz meg, és a mutatd dltal strolt
terilet koriilbelil 9,82 cm.

9,16 cm utat tesz meg. A sirolt teriilet 11,45 cm?.

) A mutaté végpontja 3512”

d) Amutats végpontja 1 11,78 cm utat tesz meg. A sirolt teriilet 14,73 cm?.
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(8 Az dbra jelolései szerint az ABO hiromszog szabdlyos, oldala
50 méter, ezért teriilete 1082,53 m?. A rovidebb AB Korivhez
tartoz6 kiircikk kozépponti szoge 60°-0s, ezért terilete a kor
teriileténck hatodrésze, azaz 1309 m?. A kisebb Korszelet terilete <
€bbdl kifolyGlag: @)
1309 - 1082,53 = 226,47 m
Anagyobb rész teriilete 7627.51 m?.

—x

30 A kor keriilete 8- 7 cm.

Abkorivek hossza T” =503 cm, KT” 38 cm. illetve 56‘;” =11.73 cm.
D) Anégyaet O konépponta kirdi 0os forgasa CEB hitom: % 3
szogeta DFC hiromszsbe viszi i, fzy E % A20
koszéppont korilli ~90° tis az FAB mmmungcx EDA 7
dromszoghe viszi it czért FABS = EDAS. A két forgatds utdin
a hirom megjelolt sz ésszege éppen a néeyaet ik g o
adja, ami igazolja, hogy a szigek
b 1
@D A hatszig O kozéppontja ko iz ABCG négy- N
szoget a BCDH négyszogbe viszi i, ezért a két négyszog
teriilete megegyerik, azaz Ty a0 ket négyszighdl o

a ks résziket, vagyis a BCCT négysroget elvessaitk, akkor
a visszamarad sfkidomok teriilte is nyilvdnval6 médon meg- ¢

egyezik, azaz Typr = Toppr. '

B o100k oz 0P 5 coianaske metecdapontie Eovel, OR

D metszéspontidt F-fel, tovibbi G-vel, illetve H-val az AB, A
iletve BC oldatak felez6pontit. Bautin forgassuk el a2 OFCH /e
négyszgetaz O pont Korill-90%-kal. A forgatis utin a négyszdg o
képe az OEBG négyszbz, melynek terilete igy megegyezik 5
az OFCH négyszisg teriiletével. Azt kaptuk tehit, hogy az ABCD H
& OPQR négyzetek kozbs résének, vagyis az OECF négy- €
szignek a terilete ugyanakkora, mint &z OEBG és az OFH si —

idomok teriiletének sszege. Az dbrdrdl azonnal leolvashato, hogy

ateriiletdsszeg az ABCD négyzet teriiletének negyede: %.

0 Az adott pontot A-val, a pirhuzamos egyeneseket e-vel, illetve f-fel jelolve, a szerkesztés Iépései
a kovetkezok lehetnek:

1. Forgassuk el az e egyenest az A pont
2. Szerkesszik meg az ¢’ és az f egyenes B metszéspontjdt.
3. Forgassuk el a B pontot az A pont koril ~60°-Kal; a keletkezett pontot jeldljik C-vel.

160°-kal, az elforgatott cgyenest jeldljik e-vel.
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Az ABC biromsztg megfell afladt feldteleinek. Hasz 1. 3. pésben  orgatsok sabgének
nagysdgdt nem, de Kapunk. Az ABC hiromszig
az adatok. (chmlebe\ ey conts oo eon b s et hiromszoget kapunk
eredményiil.

Az adott pontot A-val, az egyenest e-vel, a kirt k-val jeloljiik. Ha a szabdlyos ABC hdromszisg
B cstiesa illeszkedik a k Korre, akkor a C csiics illeszkedik a & kor A pont korili 60°-kal
(megfeleld irdnyban twrténd) elforgatott képére. Ezek alapjdn a szerkesztés Iépései a kivetkezok
lehetnek:
. Forgassuk el az A pont kiiil 60°-kal a k kort; az eredmény a k' kor.
2. Szerkesszik meg a k' kor és az e egyenes metszéspontjt vagy metszéspontjait. A metszés-
pontok caylkc! jeloljiik C-vel.
3. Forgassuk el a C pontotaz A pont koriil ~60°-kal; a kapott pont B.
Az ABC haromszog megfelel a feladat minden feltételének. Tovdbbi megolddsokat kaphatunk, ha
az 1. és 3. Iépésben a forgatds irdnyit megvéltoztatjuk. A szerkeszthetGség feltétele, hogy a k kor
60°-kal vagy —60°kal elforgatott képének legaldbb egy kozis pontja legyen az e egyenessel
A feladatnak 0, 1,2, 3, 4 megolddsa lehet

a) A szabilyos hiromszoget a kizéppontia Korili 120°0s forgatds onmagdba viszi it ezért ugyanez
a forgatds az adott s26g megfelel szgszrit olyan félegyenesbe viszi, amelyik a hiromszog
cgyik csiicsiban fogja metszeni a at. A szogszirakat e-vel, [-fel, az adott pontot
0 val jeliive, a szerkesz1és lépései czck alapjin a kovetkezok Iehetnek (bal oldali ibra):
1. Forgassuk el az e satgsedrat az O pont koril 120°kal a Kapott félegyenestjelljik ¢-vel
2. Szen meg az ¢ és f 16 B metszé:
3. Forgassuk el a B pontot az O pont kisiil ~120°Kal, a kapott pont A.
4. Forgassuk el a B pontot az O pont koril 120°-kal, a kapott pont C.

Az ABC hiromszog a feladat feliételeinek megfelel.

Ha a forgatdsok szogénck nagysdgdt nem, de irdnydt megvaltoztatiuk, akkor egy djabb
megoldist kapurk. Ext o megoldést o jobb oldai dbr szemiled. Megjegyezzi, hogy
aszerkesztheldség feltétele, hogy az ¢ félegyenes metssze az f szogszirat
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b) A szerkesztés 1épései:
1. Forgassuk el az  szogszirat az O pont koril 90°-kal, az igy kapott félegyenest jeloljiik
-vel.

2. Serkessziik meg az ¢ és f B metszéspontji

3. Forgassuk el a B pontot az O pont koriil ~90°kal, a kapott pont A

4. Tukrizziik a B pontot az O pontra, a tikirkép legyen D.

5. Tiikrozziik az A pontotaz O pontra, a tikirkép legyen C.

Az ABCD négyszisg négyzet, amely a feladat minden feltételének eleget tesz.
2 a) ponthoz hasonléan it s djabb megoldast kaphatunk, ha a forgatdsok irdnydt meg-

viltoztatjuk.

B Az adott pontot O-val, a koroket k-val, illetve
cvel jelljiik. Ha az ABCD négyzet kozép-
pontia O, tovabbd az A csiics a k kor, B a ¢ kor
egy pontja, akkor a szerkesztés lehetséges Iépései
akovetkezdk.

I Fargasele o et e 0 past Kt 90
kal, a kapott ki legyen &'

2. Szerkessziik meg a k' és ¢ korok egyik
mesaéspont, B

3. Forgassuk el a B pontot az O pont korill
~90°kal, fgy kapjuk az A csicsot.

4. Tiikrzziik a B pontotaz O pontra, az ered-
mény D.

5. Tiikrozziik az A pontot az O pontra, igy
kapjuk a C pontot.

Az ABCD négyzet a feltételek mindegyikének eleget tesz.

Eldfordulhat, hogy a feladatnak tbb megoldasa s van, hiszen a &’ ésa ¢ korok eleve két metszés-

ponttal is rendelkezhetnek.

A feladat tovébbi megoldisait kaphatjuk, ha a forgatdsok irdnyit megvaltoztatjuk.

KialakithatG ugyanakkor egy elég specidlis adatfelvétel, amikor a feladatnak végtelen sok négyzet

is eleget tesz. Ez tigy lehetséges, ha a k kor elforgatott képe egybeesik a ¢ krrel, ekkor ugyanis

a B ponta c kir tetszdleges pontja lehet,

D a) Tegyiik fel, hogy az ABC hdromszog pozitiv koriiljardsi iriny-
nyal rendelkezik, azaz a B pontot az A pont koriili +60°-0s.
al lehet a C pontba dtvinni. Forgassuk el az £ pont
az AC szakaszt ~60°kal. A szerkesztendd szabilyos
hdromszig megfelel§ csicsa (F) illeszkedik a kapott AC”
szakaszra, valamint a BC oldalra is, ezért a két szakasz
mesabsponiakéor. saskesahess, b biomsarg hidoyzs
sa az F pont E pont koriili 60°-os elforgatdsaval
szerkeszthetG.
A feladat megolddsainak szima at6l fiigg, hogy az AC” milyen helyzetii a BC szakaszhoz
viszonyitva. Mivel a két szakasznak pontosan egy metszéspontja van, ezért birmely E pontbol
indulunk is ki, minden esetben egy megoldist kapunk.
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b) Tegyik fel, hogy az EFG szabilyos haromszog E csicsa
az ABC szabilyos héromszog AB, F csicsan BC, G csdcsa
a CA oldalrailleszkedik. Jelilje O 4z ABC hiromszog kizep-
pontjét. Forgassuk el az £ pontotaz O pont koriil 120°kal.
Eredményiil olyan £* pontot kapunk, amely a hdromszog
BC oldalira illeszkedik. Ha a kapott E’ pontot tovibb
forgatjuk az O pont kériil 120°kal, akkor a CA oldal egy
dhoz jutunk. A pontok szdrmaztatdsibol azonnal
Kovetkezik, hogy az EE’E” hiromszisg szabilyos, amelynek
természetesen az O pont a kizéppontja.
Aza) feladatban megmutattuk, hogy az E ponthoz eeyetlen olyan szabiilyos hiromszg unuuk
amelynek tovabbi csic az ABC hiromszog oldalaira illeszkednek, ezért
Ezzel megmutattuk, hogy az O pont az EFG héromszdg kozéppontja is egyben.

A feladat megolddsahoz felhaszndlhatjuk, hogy ha a kirben két
hiir egyenl hosszdsidgd, akkor a kor kozc'ppmnjmél ugyanolyan
vl ik, arl pei kvrkesi hg 52p-
pontja kel forgaecalcaymsba vihetok. Ha- ket hr rads
merdlegesegymisra,akkor a orgtis szbge 0. Eack alapjén
aszerkesziés 1épései a kovetkezok lehetnek.

. Forgassuk el az adott P pontot a kir O kzéppontja kil
bl oo efigh: A Sorpadnck eredgayekéns
az dbrdn P-gyel és Py-vel jelolt pontokat kapjul

i Smkmzuk mega AP, ileivea PP eayencseket

a PP és a PP egyenesek korrel valé metszéspontjait. A kapott metszés-

pmuok mcgadjdk Akereset hirok vézpontjit (. dbro).

Akivént g hirok mind g P pont ésakor O Kivépponiia

egybeesik, akkor végtelen sok megoldas van, mivel barmcly e, egymi

megfelel a feltételeknek. Mis esetekben a feladatnak egy megoldsa van.

A szerkesziések elvégzése utdn lithatjuk, hogy az F¥ pont korili
—~120°os forgatis az A és B pontokat olyan A illetve B pon-
tokba viszi dt, amelyek illeszkednek az AC egyenesre (Id. dbra).
Az dbra alaposabb elemzése utdn észrevehetjik, hogy a B’ pont
egybeesik az AC oldal felezGpontjéval, valamint az A* pont
egybeesik a B’ pont C-re vonatkoz tiikirképével. A fenti
sejtek ktnnyen igazolhai. Valdban,be B el a2 AC aa-
kasz. felezGpor z FB'C hiromszog szabilyos,

2ért FB' FB, mvmm BFB'< = 120° ami igazolja,
hogy a B pont egybbcslk a B pont F pont koriili ~120°kal
elforgatott képével.

Megmutatjuk, hogy ha A’ jeloli a B’ pont C-re vonatkozo

tikorképét, akkor A egybeesik az A pont F korili ~120%kal

elforgatott képével. Valdban, hiszen B’ a B pont elforgatott képe, tovibbi BA'= BA, vala-
mint FBA'S = FBA< = 60°, ezért a BA szakaszt a forgatds csakis a BA' szakaszba viheti 4t, igy

az A pont képe A.

Fent eredményeinket dgy is megfogaimazhatuk hngy az ABC

2 BC oldal felezpontja koriili ~120°-os

megy dt. E megdllapitds alapjdn a enkeones el megold(m ‘mir nem tdlsdgosan nehéz.

s hdromszogben
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Ha adott az F felezdpont, tovibbd a P és Q pontok, melyek koziil P az AB, mig Q a BC oldal-

egyenesre illeszkedik, akkor az ABC hiromszog szerkesztése a kovetkezoképpen végezhetd el
Forgassuk el a P pontot az F pont koriil ~120°-kal.

. Fektessiink egyenesta Py képponton, valaminta Q ponton dt. A kapolt egyenes éppen az AC egye-
nessel egyezik meg.

Az ABC hiromszog A estiesft ezutdn az AC egyenes

elforgatott) képe metszi ki az AC egyenesbdl.

. A hidnyz6 hiromszogesicsokat az AF szakaszra F-ben emelt merdleges egyenes metszi ki
az oldalegyenesekbol.

g

isszaforgatott” (az F pont koriil 120°-kal

=

) Ha az ABC hitomszt Kiré rt kit Kenépponid O e,

akkor az APO és BPO hiromszogek egyenld szirdak (A0,
PO, BO a kir egy-egy sugara), ezért ha AOP< = a, illetve
POB%= B, akkor

APOS=90°— ;‘ illetve OPB=90°— g
igy
APBS= APO + OPB& = 180°~ "zi.

Az ABC hiromszog szabilyos, ezért az O pont nemesak

akrilit kor kizéppontia. hanem ceyben a belss szigfelezok

metszéspontja i, ezért az ACO, illetve BCO egyenld sziri hnmmwog:k alapon fekvd szigei

30°-osak. Ebbol azonnal kovetkezik, hogy AOC = BOCK = 120°,

120°,

amit az APB4-re kapott osszefiiggésbe behelyettesitve kapjuk, hogy

a+p
2

APB£=180°—

=120

b) Forgassuk el az APB hiromszoget az A pont koriil 60°-kal,
A forgatds sordn az A pont helyben marad. a B pont képe

a C pont, a P pont képe P'.
Vizsgljuk meg a keletkez APP' hiromszoget. A forgatis
tévolsigtartd ajdonsige it A x, ezért a hirom-
szbg egyenld Mivel a forgatis szoge 60°, ezért
AP =G0 fy az APP hiromsat o olyan cayenls szt
hiromszog. amelyben a szdrak egym szoget
zimak be. Egy ilyen hiromszogben az mpun fekvd szogek
Gsszege 120° ezért a hiromszog sziikségképpen szablyos is,

gy PP =x, tovibbi APP = 60°

reatds szogtartd tlajdonsdga miatt CPA% = BPAS = 120°, amint azt az a) feladatban
megmutattuk. Ekkor viszont egyszerd szogszimolds mutatja, hogy

CP'P< = CPAS + APPL=120° + 60° = 180°,
amibdl azonnal kovetkezik, hog
a forgatds tivols:

8 C. P pontok egy egyenesre llszkedrek. fsmét
6 tulajdonsdza miatt. €

PA+PB=x+y= P+PC PC,
amit éppen bizonyitani kivéntunk.

156



GEOMETRIAI TRANSZFORMACIOK

@D Vegyiink fel az ABC hegyesszogd hurcmvog
belscjében egy  pontot, melyre P4 =y, P

PC=2 az dbra szerint. Feladatunk az x +y + 2

Gsszeg minimalizldsa.

Az lyeskee suckisos ljise Kovell ey

prébaljuk  Kiteriteni” a hdrom szakaszt egymds

mellé. Ennck érdekében forgassuk el az ACP

hiromszigetaz A pont koriil 60°kal. Az A pont

helyben marad, a C pont képét C’, a P pont

képét P jeloli az dbrdn. A forgatds wlajdon- b

sigai mialt AP'= AP = y, tovibbd PAPS = 60°,

ezértaz APP" hiromszog egyenl§ sziri, melyben a szdrak egyméssal 60°-0s.  szoget dmak be, igy

a hiromszog szitkségképpen szablyos is, amibol azt kapjuk. v. A forgatds eredmé-

nyeként tehdt a BPP'C” torott vonal hossza éppen a minimalizdini kivnt x+ y + z osszeggel

egyenl6. Mivel a C" pont helyzete a P pont vilasztdsdtol fiiggetlen, ezért a torott vmml hossza akkor

alehetd legkisebb, ha a P & P pontok illeszkednek a BC® szakaszra. Ez akkor kovetkezik be,

haa CPA% = CPAS = 120° valaminta BPAS = 120° dsszefiiggések teljesilnek. Misként fogal-

mazva; a P pontnak a hiromszig csicsaitél mért tivolsigdsszege akkor a lehetd legkisebb,

haa P pontbdl a hiromszog mindhdrom oldala 120°-os szogben litszik. (A szdban forg6 P pontot

a héromszoyg izogondlis pontjanak nevezik.)

Akeresett pont szerkesztésére a kovetkezd eljdrdst adhatjuk.

1. Forgassuk el a C pontotaz A pont koriil 60°kal: igy kapjuk a C* pontot.

2. Forgassuk el a B pontota C pont koriil szintén 60°-kals igy a B* ponthoz jutunk.

3. Szerkessziik meg a BC szakaszt.

4. Szerkesszitk meg az AB’ szakaszt.

5. A BC’ és az AB’ szakaszok metszéspontja a héromszog keresett pontja.

Bemutatunk egy misik bizonyitdst is arra vonat-

kozéan, hogy a PA + PB + PC tsszeg valGban

i amelybdl az ABC
héromszog oldalai 120%-0s szogben litszanak.
Ehhez dllitsunk az A csticsban merdlegesta PA
szakaszra, a B csticsban a PB szakaszra, végiil
a C estesban a PC szakaszra. Ha a kapott
egyenesck metszéspontjai az AB'C’ hirom-
szoget alkotjdk az dbra szerint, akkor egyszerd
szogszimolds mutatja, hogy az ABC” hirom-
szog szabilyos. Valban, hiszen példdul az
APBC’ négyszogben a P csiicsndl 120°-0s, az A
6s B esicsokndl pedig 90%0s szogek vannak,
ezért
ACBS = 360°- (120° +90° + 90°) = 60°

Hasonléan igazolhatjuk, hogy a hiromszog
misik két szoge is 60°-0s.
Az 1506, elada eredméayesagin . ABC homasty bel\ejében vilastot ttsfieges poirk
a hiromszog oldalaitd 2y
egyenld. Ezek szerint a PPy e assres megeayerik a1 ABC' hiromssbg magassfet-
nak hosszdval.
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Vilasszunk ezutin az ABC hiromszog belsejében egy P-t61 kiilonboz6 @ pontot. Megmutatjuk,
hogy OA+0B+0C>PA+PB+PC.
Q pontnak az AB'C” hiromszog oldalaira es6 merdleges vetiileteit Q. Qs. Q5 jeldli az dbrd-

nak megfelelen, akkor .
00,<QA, 00,<QB é 00;<QC.
Ennek igazoldsihoz elegends az dbrén satirozdssal megjeldlt hiromszogekre hivatkoznunks
példdul QQ; befogé, QA dtfogd az AQQ, hiromszdgben, ami mutatja, hogy QQ, < QA valéban
teljesil. A felirt egyenlGlenségek megfelel oldalait Osszeadva azt kapjuk. hogy
QA + QB +Q0C> 00, + 00, + Q0.

Vegyiik sz, hogy a 00y, 00;. 00y szakaszok hossza éppen a O pontnak az AB'C hiromszog
oldalaitd] meér civolsigaival eayenlGk, ezért Kordbbi megjegyezesiink alapiin osszegik éppigy
al egyenlS, minta PA + PB + PC Gsszeg, vagyis

00, +00, +Q0; = PA + PB + PC.

QA+QB+QC>PA+PB+ PC.

Ezzel igazoltuk, hogy birhogyan is valasztjuk meg az ABC hiromszog belsejében a P-tl kilon-
bz 0 ponot, annaka csiesol et volsigtsezeperagyobb, minta P pontnale  csiesokil
mért tivolsigass:
Megjegyzés: Igaza lchdal llitdsa olyan tompaszogd hdromszigben s, amelynek nines 120°ndl
nagyobb szoge.

Ekkor

@) Tegyiik fel, hogy az ABCD paralelogramma
oldal

laira kifelé rajzolt négyzetek kizép-
pontjai az dbra szerint az négysziget

alkotjdk. Feladatunk annak igazoldsa, hogy 6

az EFGH négyszog négyzet. . /\
Ennck érdekében forgassuk el az AEH
~90°kal. A for-

g inaz E pont természetesen helyben
marad. az A pont képe pedig a  pont, mivel
az AB oldalra rajzolt négyzetben AE = BE,
és akét szakasz merdleges egymdsra. Ezutdn
megmutatjuk, hogy a H pont az F pontba £
Keril dt. ElGszor is gondoljuk végig, hogy
az dbrin a-val jelolt szigek merdleges sziri
szogpirt alkotnak, hiszen a B cstesndl
talilkoat sadgsadcsk kil az epyik merdleges ABce, a misik pedig BC.ce fgy  vele
pirhuzamos AD-re is. A merdleges szdrd s vagy megegyeznek, vagy egymdst 180°-ra
Extattk Ki de mivel mindkél szdban Torad sst sremigtomial heayeststg, crért csakis
cgyenldk lehetnek. Vegyiik végill észre, hogy EAH4 = EBFS, mert a négyzet dtldja minden
esetben 45°-0s szibget zir be a négyzet oldalival, igy mindket sz6g nagysiga 90° + . A szogek
cgyenlsége mellett AH = BF is teljesil, hiszen mindkét szakasz egy-egy ugyanakkora oldald
népysthen 2 16 felvel gy, Edig erediményeink mutatik, hogy  forgati  H ponot
valéban az F pontba viszi 4

ko visont ez B8 Lnkwszl a2 E pont Kiili -00"os forgatisal 32 EF szakaszba lehet
EF, tovibbi merdlege:
hogy az EFGH négyszig harmely kel szomszédos oldala enyenlo hosszii és. 90“ 05 szoget zdr be
cgymissal, ezért a négyszog valoban négyzet.
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b) Amennyiben az ABCD rombusz, és az A
esiicsndl 30°-0s sz0g van, akkor az a) feladat
eredményei alapjdn az EFB cgyenl6 szird
hiromszogben a szdrak dltal bezdrt szog
120° Ha T jeloli az EF alap felezGpontjit, o
akkor a BTF derékszogh hiromszigben \ b
a B csicsndl 16v6 szog 60°-0s, gy egy
félszabilyos” hiromszogrol van sz,
Az ilyenkor szokdsos médszer szerint, ha
tikrozzik a B pontot az EF egyeneste,
akloe a apott BB iz, gabdlys
amelyben FT a ma zek utdn mdr £ L 4
Kinnyen szimolhatjuk az S ol hovert,

busz oldala a feliételek szerint
10 cm, ezért a BC oldalra rajzolt n:gynt
atl6ja 10-2 em, igy BF =5-+2 em.
A BBF szabilyos héromszog magasségfra adodik:

svﬁvngs'f em.

Végiil az EFGH négyzet kerillete:
K=8-FT=20-/6 =4899 cm.
Tegyiik fel, hogy az ABCD négyzet
PA=a, PB=b teljesill. Ekkor az A csti
kedik a P k(|7e|)p(mlu a sugard k Kore, mig
a B esiis illes aszimén P kizéppontd,
b sugant ¢ kirre (Id. fbra). Misrésat az O
Kozéppontd 90°-os forgatds az A pontot a B
pontba viszi 4, ezért ha a k kot is forgatjuk,
akkor eredményil olyan K’ kért kapunk, amely
tartalmazza a B pontot. Ezek alapjdn a szer-
kesziés mencte a kovetkez6 lehet
1. Megszerkesztjiik a P kozéppontd, a sugari
kkort,

icsaira.

2. Megszerkesatjitk a P kozéppontd, b sugard
¢
Elforgatjuk 90°-kal az O pont koriil a k kort, igy a &* kort kapjuk.
Anégyzet B csicsita k' és a ¢ korok metszéspontjaként szerkeszthetjiik.
A B pontot az O pont kiriil ~90°kal elforgatva az A pontot kapjuk.
. A B pontotaz O pont kiriil 90°-kal elforgatva a C pontot kapjuk.
7. A D pontota € pont O kisiili 90°-kal torténd elforgatsdval kaphatjuk.
A megoldisok szdma a k' és c kirok egymishoz viszonyitott helyzeté6l fiige. Megjegyerzik,
hogy ha a k ko ellentétes irdnyba forgatjuk, majd az dsszes lovibbi forgals irdnyt is megvil-
toztatjuk, akkor tovdbbi megolddsokat is kapunk. Ha az ()P tavolsdgot x (x> 0) jeloli, akkor
PP’= -2, igy a megoldisok szdma a kovetkezoképpen alakul (b > a esetén).

o w s




MEGOLDASOK - 9. EVFOLYAM

Ha xv2 >a+b, akkor k' és ¢ kiriknek nines kozos pontjuk, ezért nincs megoldds.
Ha xv2 =a+b, akkor k' és c érintik egymést, ezért Gsszesen 2 megolddst Kapunk.

Ha a+b>x-\2 > b-a, akkor dsszesen 4 megolddst kapunk.

Ha x-+/2 = b~ a, akkor ismét 2 megoldds adodik, mds esetekben nincs megoldds.

Haaz O és P pontok egybeesnek, akkor a = b esetén végtelen sok megoldast kapunk, ha a és b
Kiilinbozek, akkor pedig nem adodik megoldas.

a) Haaz ABC szabilyos hiromszigbe a POR szintén szabilyos
hiromszdget irjuk. akkor az 1684. feladat eredményei alapjdn
a ket hiromszog kdzéppontja egybeesik; a kizis kozéppontot [/
az dbrin O-val jeloltik. A szabilyos hiromszog kozéppontia

egyben magassig- és silypontis, ezéta PO szakasz =-szorosa
a POR hiromszig magassiganak (felsG bra).

Béla bicsi végrendelete szerint a minimd
Imrom\lugel Keressil lye A n
¢ magassiga egymdssal egyenesen ardnyos, ezért teriilete
akkor 3 lehet6 legkisebb, ha magass
tosan akkor kivetkezik be. ha s
révidebb. A PO szakasz pedig akkor miniml Ay ¢
merGleges az AB szakaszra, azaz amikor P az AB szakasz.
f:lezéponlj 2 0 és Ris feleztpontok
dbet A 3 (]

ibilyos hiromssos oldalai tehdt a7 ABC hammmn kozép-
vonalai egyben. Mivel a kizépvonalak négy egybevigd hiromszigre bontjdk az ABC hirom-
szijget, ezért a legkisebb teriletd beirt szabdlyos hdromszog terilete negyedrésze az ABC
hiromszog teriletének.

b) Az a) feladat eredményei alapjén a POR hiromszdg teriilete akkor a lehetd legnagyobb, ha
a PO szakasz hossza maximlis. Az AB oldal belsG pontjai kozott azonban ninesen olyan,
asuly Jegitvolb eane 4210 poats, saie Valdoan nene el maiouly e bl
szabilyos . igy minden valamireval h\mmgnnk el kell utasitania az 6rokis keresetét,

Megjegyezziik, hogy a beirt hiromszig teriilete a [~ r[ intervallumban véltozik, ahol
T az ABC hiromszog teriiletét jeloli. 4

Eltolas — megoldasok

D A megfelels eltolds az dbrdn lithatd.
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(0 A megfeleld eltolds az dbran lathato.

) Az ABB'C négyszog paralelogramma.

{8 Toljuk el az adott szog egyik (az dbrdn e-vel je-

slt) szdri AB-ral. Azeltolt ¢ félegye-
nes a szog misik (f-fel jelolt) szirdbol kimetszi
a B’ pontot. A B’ pontot BA-ral eltolvaaz e fél-
egyenesen olyan A’ pontot kapunk, amellyel az
AB’ szakasz megfelel a feltételeknek.

TR Az adott kort toljuk el az adott AB-ral. A kor
elolt képe kimetszi az elcdcn korbol a B
& B” pontokat. A B’ és B” pontokat BA-ral
eltolva megkapjuk a feltételeknek megfeleld
AB® és A'B” szakaszok misik végpontjd.
Ha az AB szakasz hossza kisebb, mint a kor
dtmérdie, akkor a feladatnak két megoldsa van.
Ha az AB szakasz hossza éppen a kor dmérd-
jével egyenld, akkor csak egy megoldds van,
‘més esetekben a feladatnak nincsen megoldisa.

0 Toljuk el az adott k, kort az adott AB-ral. Akdr

eltolt képe (k}) a szintén adott & Korbdl kimet-
szia B pontokat, amelyeket a BA-ral
eltolvaa k; kor olyan A" és A” pontjait kapjuk,
amelyekre az AB’ és AB” szakaszok a feladat
feltételeinek megfelelnek.
Afeladatnak atdl fiiggden 0, 1, 2 vagy végtelen
sok megolddsa lehet, hogy a k, kor eltolt képe
‘milyen helyzetd a k, korrel. Az utGbbi esetben
azeltolt kor egybeesik a k; korel.
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Afeladat az 1697. feladat egy dtfogalmazsa. Az ott haszndlt jelolésekkel az AABB és az AA'B’B
négyszogek paralelogrammik.

D o) A@;4), B(-138), C'(=3; 1);

b) A(156), B'(-4; 10), C'(-6:3);

©) A(-15-2), B(-6:2), C'(-8;-5).
a) A(3; -2), B(=2;2), C(-4;-5);

b) A(5;-6), B(0;-2), C(-2;-9);

©) A(T;4), B(2; 8), C(0; 1).

a) A'(=2;-1), B"(4; 4), C"(0;9).

b) Ha az eltoldsokat forditott sorrendben alkalmazzuk, akkor az elsG eltolds utdn a kivetkez6
pontokhoz jutunk: (~4; -5), (2; 0), (2; 5). Ha a kapott pontokra alkalmazzuk a (2; 4)
koordintjd vektorral torténd eltolist, akkor a (~2; ~1), (4; 4), (0; 9) koordintdj pontokhoz
jutunk. Ugyanazokat a ponlokal kaptuk, mint az a) feladatban, ami. igazolja a két eltolds
sorrendjének felcserélhet

) Ak elolds cgymés wdni clvcgzm 2 (=1;2) koordindtdji vektorral 161én eltolssal helyet-
tesi

a) Igaz. b) Igaz. ) Hamis. d) Hamis.
o) lgaz f) Hamis. ) Iz

) 25




@D «) D=
¢)@+b=AC =FD;
{0 o) 40
) BE=2-(5 -

) GE=b+a.
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egy tetszleges pumjnl I’ el jeloltiik. Haa megfeleln pamun
mosok a hdromszdg szdrait az dbrénak megfelelGen Q-ban, illetve
Reben metszik, akkor az APR hromszig szintén egyenl sziri,
ezért AR = PR=x. A PQ szakaszt a PR menién riénd elto-
isal az RC szakaszba lehet dtvinni, ezért PO =
huzamosokbol a hiromszog oldalai dltal kimetszett szakaszok
dsszege ezek szerint:
PR+PQ=x+y=AC,

a P pont vélasztdsitd] fiiggetlentil a hiromszog szdréval egyezik
meg. Megjegyezziik, hogy az eltolds helyett elegendd lett volna
arra hivatkoznunk, hogy a POCR négyszg paralelogramma,

I0. megoldds. Tikrozziik az ABC hiromszoget, valamint a PR
szakaszt az AB egyeneste. A\nkmzcx utin az AC'BC rombusz,
valamint a PR’ szakaszt kapjuk. Az azonos médon meg-
oot srback czyenoAgehatKivetkerk,hogy 4 O, P R poniok
egy egyenesre illeszkednek, ami mutatja, hogy
PR+PQ=PR+PQ=RQ,
amia P pont helyzetétdl fiiggetleniil pirhuzamos az AC'BC rom-
busz AC oldalfval, ezért hosszuk is megegyezi

lepiilés ki 5 alakulé
et kereementies v 6y B jeloluik. ook e
2 ABO hiromszog egyenld szdri, ezért az AB alap merGleges
az 0 csicsbol kiindul szogfelezore.
A fenti észrevétel alapjdn az AB (it szerkesziése a kovetkezs-
képpen torténhet. ElGszor megszerkesztjiik a mdr meglévé két it
szogfelezdjét, majd az egyik utat (az dbran az f-fel jeloliet)
cltoljuk a szigfelezdre merdleges. 5 km hosszi vektorral. Az it
eltolt képe (f°) kimetszi a ithél (¢) a szerkesztendd
B iitkeresztezGdést. A B ponton t a szogfclczorc emelt mer-
leges kimetszi az f tb6l az A keresztezGdést

‘Tekintsiik az ABCD trapézt, melynek alapjai a és ¢ (a > ), szérai S o
b és d. Toljuk el a BC szdrata CD-ral. Ekkora C pont ftmegy
a D pontba. a B pont dimeey az AB alap cgy bels &' poniba. J »
Mivel a BBCD négyszog paralelogramma, ezért BB = ¢, amibdl
Koverkerik, hogy AB'= a-c, és gy az ABD hiromszdg oldalai J . Y

a-c, b, illetve d.
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Lithato, hogy a hdromszog a trapéz oldalainak ismeretében szerkeszthetd. Ezek alapjdn a szer-
kesztés lehetséges Iépése
1. Megszerkesztjiik az AB'D haromszoget, amelynek mindhdrom oldala ismert.

2. Megszerkeszijiik a DC-t, amely pirhuzamos az AB' oldallal, egydlldsi az AB -ral, nagysiga

a trapéz rovidebb alapjdnak hosszdval egyenlG.

3. Elioljuk a B'D szakaszta DC-ral, az eltolt szakasz végpontjaiként Kapjuk a B és C pontokat.
A szerkesathetOs 2 feliéele, hogy az AB'D hiromszisg szerkeszihetd legyen. A héromszig pon-
tosan akkor 6. ha oldalaira a hd teljesil, vagyis haaz a - c,
b, d e o K e {sszege nagyobb a harmadik hosszdndl. Ha a hirom:

akkor a feladatnak — egybevigésigtdl eltekintve — egy megoldsa van, més

Catekben a tapéz nem serkeshets

7 E

Haaz ABCD trapéz alapjai AB =a. CD=c, 46
pedig e és f (1d. dbra), akkor toljuk el a BD o ¢
4tlét a DC-ral. Az eltolds utan a D végpont
dtmegy a C pontba, a B pont képe az AB alap
B-n tdli meghosszabbitdsin taldlhat B pont,
amelyre BB = c teljesil. Ekkor az ABC hirom-
szogoldalai a+ c. e, f, azaz a hiromszig szer- 4 g 5
szthetG.

Atrapéz szerkesztésének 1épései ennek megfelelden a kovetkezok lehetnek:

1. Megszerkesziik az AB'C hiromszoget, amelynek mindhrom oldala ismert.

2. Megszerkesatjiik a B pontot, amelyet az AB’ oldalbl a B’ kizéppontd, ¢ sugard kor metsz ki,
3. Atrapéz hidnyz6 D csicsdt tigy kapjuk, hogy a C pontot eltoljuk a BB-ral

A szerkesztés pontosan akkor végezhetd el, ha az a + c, e, f oldalakbol hiromszog szerkeszthetd,

vagyis a hdrom szakasz kielégiti a hiromszog-egyenlGtienséget. Ebben az esetben a feladatnak
6l eltekintve) egyetlen megoldsa van, mis esetekben a trapéz nem
Toljuk el az ABCD trapéz (az alapok AB és CD,
CD<AB) BD dlgjita DC-ral. Ekkora D pont B2

2 C pontba keriil, a B pont B’ képe az AB alap
Ben tili meghosszabbitdsdn taldlhatd, tovébbi
BB’=CD = c. Mivel az eltolds a szakaszt 6n-
magéval pirhuzamos szakaszba visz dt, ezért A 0 ]
BC pirhuzamos BD-vel, igy az dbrén azonos

médon jelolt szogek egyenldk egymissal (¢ az dtlok dltal bezdrt szog kiegészits szoge).
Az AB'C hiromszogben ezért két oldal (AC = e, B'C = ), valamint az dltaluk bezirt szog ismert,
amibGl a haromszog mar konnyen szerkeszthetd.

Atrapéz szerkesztésének 16pései a kovetkezok:

1. Megsaetkesz{ik sz AB'C hitomsatget ktoldldb), alamint az laluk bezdrt stghe,

Aszerkeszthet6ség feltétele, hogy az AB'C
debb alapjdnak kétszeresénél.




MEGOLDASOK - 9. EVFOLYAM

Haaz ABCD paralelogramma C esicsaaz f, D csicsaaz e egye-
nesre illeszkedik, akkor az e egyenes AB-ral eltolt ¢ képe
tartalmazza a C esticsit, igy az
az f s ¢ egyenesck.

C csiesdnak ismeretében a D esiics is szerkeszthetd, példdul
aziltal, hogy a C ponton dt pérhuzamost szerkesztiink az AB-ral,
‘majd a parhuzamos kimets b6l a keresett D csii-

ot (1d. dbra). Ehhez hasonl szerkesztéssel kaphatjuk ez a1
a paralelogrammit, amelyben a C estics az e, mig a
az f egyenesre illeszkedik: cbben az esetben az ¢ egyenesta Bi-ral kel ol é ldbb a D pont
szerkesztése torénik.

azee

Afeladatnak dltaldban két megolddsa van, ezek koziil esetleg egyik elfajulhat szakasszd. Ha a két
adott egyenes pérhuzamos, és pl. az AB-ral val6 eltolds az e egyenest dtviszi az f egyenesbe,
akkor a C pont helyzete nem egyérielmd, gy a feladatnak végtelen sok megoldsa is lehet.
Megjegyezziik, hogy ha a két egyenes pirhuzamos, akkor akir az s elképzelhetd, hogy nincsen
a feltételeknek eleget tevd paralelogramma. Ez akkor kovetkezik be, ha az ¢ cgyenes egyik eltolt
képe sem esik egybe az f egyenessel

Akt pirhuzamost az dbrén e és f; az adott pontot
P jeloli. A feladat megoldisa el érdemes észre-
venni, hogy a szerkesztendd egyenessel akir-
hogyan s hiizunk pérhuzamost, annak a parhu;
mosok kozé est szakasza szintén d hosszi
lesz. Ezt kinnyen beldthatjuk, ha arra gondolunk,
hogy a két pirhuzamos az e és f egyenesekbol
egy paralelogrammt metsz ki, amelynek szem-
Kozt oldalai valdban megegyeznek.
Eszrevételiink alapjdn a szerkesztési feladat

olddsa a

1. Az e egyenes egy tetszleges A pontja, mint
Kozéppont kil d sugart kort szerkesztiink.
Megjelsliiik a kor és az f egyenes metszéspontj

. Meghiizzuk az AQ. illetve AS egyeneseket.

Az AQ, illerve AS egyenescke eltoljuk ey, hogy azok a P pmmm almeluenck (AQ-val
G5 AS-sel erkesztiink a P ponton ). A k a feladat minden
feltételének megfelelnek.

Aszerkeszthetdség audl fiige, hogy az A kizépponti kor s az f egyenes milyen helyzetiek, vagyis

az e € [ egyenesek tavolsiga ne legyen nagyobb. mint d. Ha a két pérhuzamos tivolsiga éppen d,

akkor 1, ha d-nél Kisebb, akkor 2 megoldast kapunk. Mds esetben a feladatnak nincsen megolddsa.

az dbrin Q és ).

swe

a) Felhaszndilva, hogy P és Q harmadolGpontok, azt kapjuk, hogy S =

ﬁ:ﬁnﬁ:hx

illetve 5
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b) Az a) feladat eredménye alapjdn

E:Tmﬁ:[h ;Hp{;.) . ‘
N N b|
Mivel Df = A5 - A =a b, caént PO=2- DB, ami mu- o
atja, hogy a két vektor pérhuzamos.

A i s
) Ab) feladat alapjdn: LQB = %

o Jelolik a PQ saakass feleaGpontjit F-fel, majd bontsuk el

az AF-ta_kovetkezoképpen: AF =AP+PF. Az AP-t
az a).a PQ-1ab) fetdatban més km.zmouuk. ezek alapjdn ‘
Zop M i
o
3 A
&
o fe 1, .

A s
e) Az AC =i+ b cgyenlGséget felhaszndlva azt kapjuk, hogy AF % AC, ami mutatja, hogy
.

AF és AC valban pirhuzamos egymi
Haaz @ és B vektorok pirhuzamosak, akkor mindkét dlltds egy-
szeriien kovetkezik a vektormiiveletek értelmezésébdl. Amenn;
ben a ket vektor rdadasul egyirdny is, akkor az a), mig ellentétes
irdny vektorok esetén a b) feladat dllitisdban teljesil egyenldség.
Ha a két vektor nem pérhuzamos egyméssal, akor inditsuk azo-
ka! Kiszos kezdGpontbol, majd szerkesszik meg az d+b és

~ b vektorokat. A keét vektor az ABCD paralelogramma cgy-egy
All(\v:klnm (1d. dbra), azaz AC=d+b és DB =a-b. Ha alkalmazzuk a hiromszog-egyenldt-
lenségetaz ABC. illtve az ABD hiromszdgekben. skor éppen . lleve ) eladato s
kapjuk. Megjegyezziik, hogy ebben az es sem teljesiilhet egyenldség.

Ha a ky és k, korok egyik metszéspontja A,
tovibbd az A ponton dthalad e egyenes olyan
E,E, szakaszt metsz ki a korokbol, amelynek
hossza megegyezik az adott szakasz d hosszi-
val,akkoraz E\A, ill. az AE, szakaszok P és Q

felezGpontja kiziti szakasz hossza & (1d. dbra).

Tegyik fl. hogy a Feladuot mie megoldotu
‘majd toljuk el az e egyenest tigy, hogy eltol

¢ képe dtmenjen a k, kor O; kozéppontjdn. Mc«mumjuk hogy az ¢ egyenes az adatokbol
megszerkeszthetd. Ha az eltolds a Q pontot a Q pontba viszi, akkor a PO,Q'Q négyszig para-

Ielogramma, s6t elalap, s fey PO = 0,0"= 4. Misrészt, az 0,0 szakasz merdleges az e és ¢

egyenesekre, amibol kovetkezik, hogy a Q" pont illeszkedik az 0,0, szakasz Thalész korére,

A Q" pontot ezek alapjn az. 0 kozéppont 5 sugari Kor metszi ki az emlftett Thalész-korbal

Az ¢ egyenest ezutin mir konnyen szerkeszthetjik, hiszen két pontja mér ismert, Az ¢ egyenes
ismeretében az ¢ egyenest gy kaphatjuk, hogy az A ponton dt pirhuzamost szerkesztiink ¢-vel.
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Tegyiik fel, hogy a feladatot sikeriilt megoldani, majd toljuk el
az APB hiromsziget az ABCD paralelogramma AD oldalvek-
tora mentén. Ekkor az A csiics a D csicsba, a B csiics a C
esiicsba, mig a P pont a P’ pontba keriil it. Mivel az APP'D
65 a PBCP" négyszogek paralelogrammik, ezért PA = PD és
PB=PC.Minthogy a PA =a és PB = b szakaszok hossza adott,
ta C és D pontok, ezért a DP'C hjmmwﬁg
a P’ pont a D kizéppontd a sugard, é
ponti b sugard korok metszéspontja (1d. dbra) o ,wcu 2
lelogramma hidnyz6 A és B esicsaita D és C pontok PP vektorral eltolt képe adja meg.
A szerkesztés diszkusszidja elég nehéznek bizonyul. A megolddsok szima a két kor egymishoz
viszonyitott helyzettdl, valaminta P s P* pontok klesonos helyzetétdl fiig. Ha ugyanis a két
Kor valamelyik metszéspontja ugyanolyan tévolsdgra van a DC egyenestSl, minta P
a megfelel PP pirhuzamos a DC oldallal, fgy a D és C pontok eliolt képe illeszkedi
egyenesre, ami azt jelenti, hogy az egyik megolddsul kapott paralelogramma szakasszé fajul el.
Amennyiben a P pont és a komk érintési pontja vagy metszéspontiai kilonbozs tvolsdgra
van(nak) a CD egyenestdl, gy seimaa
fiiggden a kovetkezoképpen Sakul. Ha b 6 DC > a s b, akkor 0. ha DC a b, akkor 1.
a a~b<DC<a+b, akkor2, ha DC=a~ b, akkor megint 1, végiil ha DC <a~ b, akkor
ismét 0 megolds adodik.

rendben AB
egyenesek hajlisszogét o jelol k fel, hogy a feladatot ¢
sikerilt megoldani, és elemezziik a kész dbrt. Toljuk ¢l a négy- »
szog CD oldalit gy, hogy a D pont az A pontba keriljon.
Haa C pont képét C" jeldli, akkor az AC'CD négyszog pa
lelogramma, ezért AC'= DC = ¢, tovibbi az AC’ szakasz és
a DC egyenes pirhuzamossiga miatt CABS = . Eszrevételiink
lehetdségetada C" pont szerkesztésére, hiszen az ABC” hdrom-
sgben Ket oldal, valamint az dltaluk berirt szg adott. Ezek alapidn a scerkesztés menete
vetkez6 lehet. Felvessziik az AB szakaszt, majd az A cstieshoz dtmisoljuk az adott a szoget.
A szerkesztelt szogszirra rimérve a szinién adott ¢ tivolsdgot, megkapjuk a C” pontot. A kivet
kezG lépésbena C pontot szerkeszthetiik, hiszen egyrészt C'C'=d miatt C illeszkedik a C* kozép-
pontd, d sugart kirre, misrészt BC= b miatt C illeszkedik a B kizépponti b sugard korre, igy a
két kor metszéspontjaként a C pont valban szerkeszthet6. A négyszog hidnyz6 D csicsa
az A pont C'C-ral torténd eltoldsdval szerkeszthetd. Megiegyezzik, hogy a feladatnak — egybe-
viigsigol eltekintve — legfeljebb két megoldisa lehet. Az adatok felvételéi6] fiiggden elforduihat,
hogy a kapott ABCD négyszisg konkiv, esetleg hurkolt.

Az dbrin a szerkesztends ABCD négyszog oldalait adott sor-
L BC=b, CD=cés

=d, az Al

Ha a két yektor kil valamelyik a nullvektorral egyen!, akkor
az |d+ bl =d-b| egyenldség nyilvinvaldan el
jegyezziik, hogy ebben az esetbenaz @ és b vektorok merle-
gesek egymisra, hiszen a nullvektort birmely vektorra merd-
legesnek tekintjik.

Ha o két vekior pirhuzamos egymissal és ceyik sem a null
vektor, akkor egyirdnyi vektorok esetén a-bl,
cllentétes irdnyd vektorok esetén pedig @+ bl <|d— b\. ezért egyenlGség nem teljesiilhet.

Meg-

4
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(1723]

(1725

setekben az @+ b és - b vektorokaz @ és b vektorok dltal kifeszitett paralelogramma
tl6vektorai (1d. dbra), ezért a hosszuk akkor és csak akkor egyezik meg, ha az ABCD

egy-egy
paralelogramma dl6i ugyanolyan hossziiak. Mivel az ABC és ABD hiromszigekben két-két oldal

megegyezik, ezért harmadik oldalaik akkor és csak akkor cgyenlk, ha a két hiromszisg cgybevigo.
Akét hiromszog egybevigdsiginak sziikséges és elegendd feltéiele, hogy a paralelogramma A
6 B csdsindl €46 el sadgei megegycrzenek. Mivelu Kt sug Gusnege 180 cor sk gy
Iehetnek cgyenlk, ha mindketts 90°- a paralelogramma téglalap. Azt kaptuk tehi, hogy
la+bl=a-bl teljesilésének vukwe\ és elegendd feliétele, hogy az @ és b vektorok
egymiisra merdlegesck legyenck.

Haaz @ és B vektorok valamelyike nullvektor, akkor termé-
szetesen |d+ 5| =|d—Bl. Ha a két vektor egyirdnyd, akkor
|d@+b|>|a-b|. ha viszont ellentétes iranyiak a vektorok,
akkor [a+ 5| <|a- 5|

Ha az @ és b vektorok nem pérhuzamosak és. kezdG-
pontbal inditva az ABCD paralelogrammt feszitik ki (d. dbra).
akkor AC =+ b, valamint DB = - b, Az ABC és ABD hérom-
sziogekben két-keét oldal megegyezik, mivel BC = AD, valamint
az AB oldal kizos. A harmadik oldalak kol az a rovidebb,
amellyel szemben khe\)h szog van, ezért | @+ 5| <l 5| pon-
tosan akkor teljesiil, ha ABC< < BAD<. Mivel a két szg az ABCD paralelogramma AB oldalin
nyugszik, ezért dsszegik 180°, ezért ABCE < BADS akkor és csak akkor teljesiil, ha az ABCS
hegyesszig és BADS tompaszg.

Eredményeinket tsszefoglalva azt kapjuk, hogy az |a+ b| < | - b| osszefiiggés akkor és csak
akkor teljesil, ha az @ és b vektorok tompaszget vagy egyenessziget zimak be egymdssal.

4 7 i

) Akét hiromszog nem feltétlenil egybevigo.
b) Akét hiromszog nem feltétlenil egybeviigo.

) Akét hiromszdg egybeviigo.

d) Akét hiromszog egybevigs.

a) Akét téglalap egybeviigo.

b) Akét téglalap egybevigo.

) Akéttéglalap egybevigs.

d) Akét téglalap nem felétleniil egybevigo.

) Akét paralelogramma nem feliétleniil egybevigo.
b) Akét paralelogramma nem feliétleniil egybevigo.
) Akét paralelogramma egybevago.

d) Akét paralelogramma egybevigo.

a) Akét rombusz nem feliétleniil egybevigs.

b) Akét rombusz egybevigo.

) Akét rombusz egybevigd.

d) Akét rombusz egybevigo.
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a) Az AEF, ECD, CAB hiromszogek egybevigok egymissal .
(a2 0 Keakppont il oratscalvielskegymisha). EbG1
adéddan A AC, azaz az AEC hiromszisg szabilyos.
b) Az AEC hsmmuog, valamint az ABCDEF hatszog terii-

letének arénya 1:2. Ez azonnal belithatd, ha behizzuk A o
az OA, OC, OE szakaszokat. Ezzel a hatszoget hdrom
caybevig rombuszra osztottuk. Az AEC hiromszog oldalai

ok egy-cgy ilyen rombuszban, fgy megfelezik a rombuszok > Y
teriiletét.

a) Mlvclu ADE, DCH, CBG, BAF hdromszogek egybmguk o )
s egyenl sziriiak, ezért szdraik megegyeznek, ami igazolja,
Hog A Kialakald EFD, GHC, FGB. 1% hisomesbgek srnén @ #
egyenl szirtak. Mivel az utbbi hiromszigekben a szirszig
20 ezért e hiromszogek paronként egybevigdk b J
Megmutatjuk, hogy az EHGF négyszisg négyzet. Az eddigick-
b6l mir kivetkezik, hogy a négyszog oldalai megegyeznek @
Jeloljik az ABCD négyzet oldalaira emelt egyenld szdrd
hiomaaSek slspon fokeS easget cval. Ekor egaecd
szogszimolds mutatja, hogy az egyenl§ sziri EHD hiromszogben EDHS = 90°—
és DEH% =45+ a. Ugyanigy lithatjuk be, hogy AEF% = 45°+ a szintén teljesill. Végiil
az ADE egyenl sziri hiromszigben DEA< = 180°~ 2. cc. Szimoljuk ki az EHGF négyszog
E csicsandl kialakul6 szoget:
HEF =360°-2-(45° + @) - (180°~ 2- @) = 90°
Természetesen ugyanilyen médszerrel megmutathatd, hogy a négyszog tbbi szoge is 90°-os,
ezértaz EHGF négyszg valoban négyzet.
b) Az dbrin bejelolt egyenesek az dbra tikirtengelyei, fgy ossze-
sen 4 ilyen egyenes van.
) Az dhrin szereplLét ndgyme ks Wnkppoarja Kol
k-90°%os (k € Z) forgatdsok az dbrdn szerepls alakzatot
Gnmagdba viszik dt.

A ]

Tiikeozziik az ABCD trapézt BC szirinak F
felezopontjdra. A tikrozés sordn a B és C csi-
csok helyet cserélnek”, a BD dl6 dtmegy
a CD' szakaszba. Az dbra jeloléseit haszndlva
lihate hogy &2 ADC hiromsat oldlira

A e (a trapéz egyik dtl6ja),

be- f @ trapéz misik dGja)

Aseoratgben bimely kit ldal Ssaege oagycbty it cldl, enkt AC + D>

azaz ¢ +f > a+ c. Tekintettel arra, hogy a trapéz. a az alapok hosszdnak

szdmtani kozepével egyenld, adodik, hogy ('+/>Z & amibo1 st ot Kapjok, hogy
i g
2
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Az dbra jeloléseit haszndlva beldthatjuk, hogy az AEG, BFE, CGF
hiromszgek egybeviigok egymissal. Ehhez csak annyit kell észre-
venniink, hogy a héromszdgekben két-két oldal (pl. AE = BF, 5
AG = BE), valamint az dltaluk bezirt szog megegyezik (z utobbi
‘mindhdrom esetben 60°). Az egybeviigosiighol kovetkezik, hogy
a hiromszogek harmadik oldala is megegyezik, ami igazolja, 8
hogy az EFG hiromszg szabilyos.

A s
) A ABC hiromsats CT magaseig Kt cgy- = =
ovigt, derikaatgl hicomszigre bonija
i set. Megmutatjuk, hogy az AGI
és BEH hammszo«ck egybevigoak a kelet- £
kez6 hiromszogekk
g e

Az ACT hiromszdg :ixfog\'ua egyenlGaz ABC
hiromszig a oldalival, tovibbi hegyes- ‘ ‘
szogei 60°, illetve 30°osak. Az AGI és BEH o . 4
héromszogek dtfogGja szintén a hosszisdg:
tovibbi az A, illetve a B cstcsokndl 16vG hegyesszigeik 180° - 90° - 60° = 30%osak, ezért
a két haromszog valGban egybevigd az ACT hiromszdggel.

Az egybevigdsighdl kivetkezik, hogy a tovibbi megfelel oldalaik is megegyeznek, azaz

AI=CT=m, illewe BH=CT=m.

b) Az ABC hiromszog koré it kor kozéppontja illeszkedik az AB oldal felezomerslegesére,
Mivel TH=TB + BH =TB +m, valamint T/ = TA + A = TA + m. tovibbd TB = TA. ezért
a T pont nemesak az AB, hanem a HI szakasz felezGpontja is egyben. Ekkor azonban
o2 AB Spakasy, valamint a Hl srkass felezGmerdlegese egybeesik, fgy az ABC hiromszig
Koré frt kisr kozéppontja valban illeszkedik a I szakasz felezomerlegesére.

) Haaz ABC hiromszog hegyesszogd, akkor
az AIG hiromszg egybevigd a CTA hirom-
szoggel, tovibbd a BEH hiromszg egybe-
vig6 a CBT héromsziggel. Ennek igazold-
sdhoz vegyiik észre, hogy AG = CA, mindkét
héromszog derékszogd, IGA% = TACS = @,
mivel a szogek szdrai paronként merSlegesek
egymista, & mindketi hegyessad (merSl-

kapt |uk
hogy az AIG ésa (TA héromszogekben
két sz0sg egyenl6, tovdbbi a nagyobbal szcmkozn oldalak is megegyeznek, tehit a két hromszig
valban egybevigé egymdssal.
Ekkor viszont a tovabbi megfeleld oldalaik is megegyeznek, azaz Al = CT = m, és éppen ezt
kellett bizonyitani. Ertelemszerd modositdsokkal igazolhaté, hogy BH = CT=m szintén
teljesiil
A b) feladat dllitdsinak igazoldsdhoz elegendG arra hivatkoznunk, hogy az AB szakasz
felezGpontja ugyanolyan tévolsigra van az 1 pnnlml mint a H pont6l, mivel A7 = BH.
Ebbdl kovetkezik, hogy az AB s: IH is egybeesik,
és fgy az ABC hiromsziig kiré |rhm(> kor kozépponm illeszkedik az JH szakasz felezomers-
legesére is.

1
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@) Az FH szakasz kizépvonal a BCA hirom-

szisgben, ezért

BC
5 ;
A GI szakasz kézépvonal a BDC hdrom- ¢
szégben, ig;
gl gy BD
i ,

A BDC hiromsziyg szabilyos, ezért BD = BC,
amibol kovetkezik, hogy FH = GI. Hason- o
I6an lithat be, hogy JH = GF. Lithatjuk,
hogy az FHJ és FGI hiromszogekben két- # ¥ g
ket oldal megegyezik. Megmutatjuk, hogy az
egyenl§ oldalak dltal kiszrefogott szogek is megegyeznek, amibGl azonnal kivetkezik, hogy a két
héromszisg eaybeviigd. Haszndljuk fel, hogy az ABC hiromszisg HF kozépvonala pirhuzamos
C old: ol kovetkezik, hogy AHFE 7 (eayilist sziapi). Haso

mondhat6 a hiromszog GF kozépvonalardl s
Jestl. Vegyt sure hogy az AHIE és 2 BDIG négysabgek uspézok: hiszen I s o
Kizépvonalak a megeleld szabilyos hiromszogekben. A trapéz szrin fekvG s |xo° o
egészitik ki egymdst, és mivel mindkét trapézban a hosszabb mldpon fiekvs szigek 60°
czért AHJ% = BGI = 120°. Ekkor JHF% = 12 FGI, amit bizonyitani ot
Megjegyezziik, hogy ha = 180°, ami mutatja, hogy ebben az
esetben mindkét hiromszog szakasszd fajul.

) Az eladatban izony otk lpiina FH

s FGI hir 0k, amibol £
aronmal kovclkcnk hogy az FIJ hiromszog
cgyenld sz . Tekintsitk a CJ7
hAmm\mg:l. Ml\el J az EC oldal felezd-
pontja, ezért JC = HC = GF, és hasonlGan
CI'=GI. EgyszerG szogszimolds mutatja,
hogy
JCIE=60°+ 7+ 60°= 120°+ 7.

Kordbbi :redmenyunk alapjdn JCIS = FGI%, )
ezért a JCI és az FGI hiromszogekben
Kétkét odal valamint a2 ftauk Kiseezin # ¥ g
szogek megegyeznek, és ebbdl adéddan
akét hiromszog egybeviigs egymissal. A hromszogekben ekkor a harmadik oldalak is meg-
cgyeznck, azaz JI = FI = FJ, tehit az FIJ hiromszog valoban szabilyos.

) Amennyiben az ABC hiromszog szabilyos,
Gigy az FIJ hiromszog egybevigd az ABC . 4 o | o
ivornsabggel,amin: ezt 2 rn i e
Ebben az esetben az FI olda ‘hosszi-
it 2y példdul Ptagorass eiive k
molhatd az F1J hiromszig magassdga, majd
a magassigho a teriilete:

a3

m
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B @) A feladat Pitagorasz tételének egy kevésé
eyakori, geometriai transzformicikkal dol- L
zoz6 bizonyitasit kéri. Az dbra jeloléseit
haszndlva megmutatjuk, hogy a befogdkra
rajzolt négyzetek részeibol dtfedés nélkil,

hézagmentesen kitolthetd az dtfogéra rajzolt -

négyzet

Az dtfedésher eltobisokat haszndlunk fel; ¢

az IMOL négyszogeta S n gyvnghm J

az MCJO négyszogeta TXSB négyszogb 3 i L

az OJBK négyszoget az AUYT négyszisgbe, ¥

az LOKH négyszdget az UFRV négyszogbe,

&s viégill az EACD négyzetet az YVWX négy-
vissziik dt.

Vizsgiljuk elGszor a BC befogéra rajzolt

négyzetet. Az O pont korili 90%os forgatds v

andgyzetet Snmagdba viszi i, az O-n dtmend 2 + b

két merdleges egyenest pedig egymisba.

Ebbl ket hogy a ket egymésea merfleges ,vigds” négy egybevigd résre bonga

anégyze

Ezatin wuuk elaz IMOL négyszogeta WRGS négyszogbe. Mivel MO és OL merdlegesek

sgynmrs, ez 2 ehols megialthant o R pon 1. FG, 12 S pont . GB old lesrked

Toljuk most az LOKH négysziget az UFRV négyszogbe. Ez pontosan akkor tehet§ meg, ha

MO+ OK = AB. Ex azonban telist. hiszen a ABKM négyesbe srembos oldali pihiza.

mosak, gy ez a nég\zbk paralelogramma. Ebbal kovetkezden MO + B, vagyis a két

szakasz hosszénak dsszege valban kiadja a hdromszog dtfogdjanak hosszdt. Mivel IM és HK
pirhuzamosak ezé "ol Képelk is pihuzamosak, ami igazolia, hosy a  pon lleszhedik
z RW szakaszra, azaz az R pontnl sem hézag, sem tfedds nem alakul ki.

FJuxan toljuk az MCJO négyszoget a TXSB négyszogbe. Ahhoz, hogy ez megtehetd, meg kell

mutatnunk, hogy LJ = LO + 0J = AB. Emlitettik, hogy az O Koriili 90°-os forgatds az O-n

demen erflogesshet egyonisa vs 4, nib apeban az s Kovetkesik. bogy LI efocgaot

képe MK, ezért LJ = MK. Mir littuk, hogy M) LJ=AB is teljesiil. Megjegyezzik,
hogy az S pontndl ugyanigy nem alakul ki sem et e hézag, mint ahogy azt mir
az R pontnil littuk.

Az eddigiekbl mir az is kovetkezik, hogy az OJBK négyszoget az AUYT négyszogbe tudjuk

tolni tigy, hogy az ABGF négyszisg oldaiai mentén sehol nem alakul ki dtfedés és hézag.

Azt kell még megmutatnunk, hogy az EACD négyzetetaz YVWX négyszogbe lehet tolni. Littuk,

hogy az ABKM négyszdg paralelogramma, és igy BK = AM, amibl egyszertien adédik. hogy

BK-MC=AM-MC

Mivel a mir ismertetett eltoldsok a BK szakaszt az YT szakaszba, az MC szakaszt pedig

az XT szakaszba viszik 41, ezért

¥X=YT-XT=BK-MC=AC.

HasonlGan lithato, hogy az XYVIW négyszisg 16bbi oldala is AC-vel egyenl, ezért rombusz.

Misrészt az eltolds minden szakaszt Snmagdval pérhuzamos szakaszba visz dt, gy az YT

s a2 UY suakasuok halissage megegyesik B & LH szakasaok hjlssaspévl. Ez udbhi

Kettd szakasz BC oldali négyzet keét szomszédos oldaldra illes zkedik, igy merdlegesek

egymésra. Ez blzonyx’ljm hogy az XYVIV rombusz négyzet, amely egybeviig az EACD négyzetel,
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b) J6val egyszertibb az egyenl szird derékszogii

viromsz0g esete. Ekkora BC befogdra rajzolt

négyzet nem négyszdgekre, hanem egyenld
szirt derékszogd hiromszogekre esik szét.
Az dtdarabolds bben az eset-

is miikodik, amit az aldbbi dbréin meg-
jelenitett segédvonalak szépen szemléltetnek.

Vegyes feladatok — megoldasok

a) Szdgeinek nagysdga szerint hrom ilyen deltoid létezik. A szogek az egyes esetekben:
1. megolds: 80°, 80° 30°, 170%
305 30°, 80%, 220°
1259, 1259 80°, 30°
b) Szigeinek nagysdga szerint két ilyen deltoid létezik. A szdgek az egyes esetekben:
100° 100°, 40% 120°;
110° 1107 100° 40°
Haa szlmmclnmcl\«cly R e e
anegyedik szogre 180° a
Anégyszog szogei: 30° 30° 150°, illetve 150°

Mivel 288° = 1224, ezért az dllitds igaz.
a) igen: b) nem;
d) igen; o) igen.

GEED A téglalapok. illetve a rombuszok

¢ igen;

Vanilyen nyocsag, Az dhin gy négyset ol negyede- "
pontjait kototik dssze. A kapott nyoicszig em
szabilyos, ugyanakkor a négyzet kizéppontja koriili vn" os
forgatds Snmagdba viszi it.
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@ o Kappontosan simmetius konkdy négysubg nem ek,

mivel egy ilyen négyszognek sziikségképpen két konkiv
szge is lenne, fgy a belsG szogeinek Gsszege nem lehetne
360°
b) Kozéppontosan szimmetrikus konkav hatszog étezik. Tlyet
Kapunk példiul, ha az dbrdn is lithat6 modon egy trapézt
G tikioziink p

(1) a) Haaz ABC hiromszoget tiikrozziik AB olda-
linak F felezdpontjdra, akkor a kapott BCAC™
paralelogramma oldalai a s b, egyik dtldja
2.5, hosszisdigd. Ezek alapjdn a szerkesztés
Iépései a kovetkezok:

Megu::rkeulj k a BCC® hiromszget,

ismertek: a, b és 25,

2 CC sakasz F felezd-

3. Tikrozzik a B pontot az F pontra, igy kapjuk az ABC héromszog hidnyz6 A esesit.
Ha tikrozziik az A pontota BC oldal G felezSpontjéra, akkor
az AAC hiromszog két oldala és egy szoge ismert, hiszen az
ABAC négyszog pmuogmmm amibol kovetkezik, hogy
ACA'< = 180° - a. Ezek alapj; zerkesziés menete a kovet-
kezd.

1. Az adott AC = b szakasz C végpontjdhoz felmériiik a
180° - o nagysiigd szoget.

2. Az A pont - mint kozéppont kiriil - 25, sugard kort
szerkesztiink.

3. A kor az 1. Iépéshen szerkesztett szogszdrbol kimetszi
az A" pontot.

4. jik az AA szakasz G felez)

5. Az ABC hiromszég hidnyz6 B csiicst a C pont G-re
vonatkoz6 tikrozésével kapjuk.

) Azadott m, szakasz nemesak az ABC hirom-
szdgnek, hanem az ACBC pnmlelogmmr
mdnak is magassdga, ahol C*a C pontnak
az AB szakasz. F felezGpontjdra vonatkozo
tiikorképe. A szerkeszés menete ezek alapjdn:
1. Az adott AC= b szakasszal, attdl m;, tavol-
sigra, pirhuzamost szerkesztiink. A pdr-
huzamos tartalmazzaa B és C” pontokat.
z A€ pontota € Kiuéppontd 25 sugard Kor meti i a1 ponban szeesztet phuzamoshl.
ik a CC” szakasz F
4 A B pontot gy kapjuk hogy a2 A pontt ikrozzik az F pontra
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d) Ac) feladat dbrdjnak jeloléseit hasznlva a szerkesztés lépései a kovetkezok:
1. Felvessziik a BC egyenest, majd kijeloliink rajta egy tetszdleges B pontot.
2. A BC egyenessel, attél m, tavolsigra, pirhuzamost szerkesztiink (¢), amely tartalmazza
az A é C’ pontokat.
Megszerkesztjiik a B kozéppontd, b sugard k kort
Az ¢ egyenes és a k kor metszéspontjaként megieldljiik a € pontot.
Megszerkesztjiik a C* kozéppontd, 25, sugard ¢ kort
Megielljik a e kor és a BC egyenes C metszésponiit
B a CC’ szakasz F
8. A hidinyz6 A esiicsot gy kapjuk, hogy a B pontot tikrozziik az  pontra.
Haaz ABCD trapézt BC srivinak E felezGpont-
jéra tiikrozziik, akkor az dbra szerinti ADAY
paralelogrammt kapjuk, amelynek AD' oldala
zinak kétszerese. Ezt
Kkonnyen
elvézezhetd. A szerkesztési 1épések lefrfsa sordn
az dbra jeloléseit haszndljuk.

s

B

a) 1. Megszerkeszj fGsigd szakaszt.
2. Pihuzamost seskesztink o AD szakasszal, i a7 adott magassiggal egyenl volsgra

3. A trapéz D csiicsit az A kizépponti, d sugard kr metszi ki a 2. lépésben szerkesztett
pirhuzamosbol.
4. ik a DD" szakasz E 0] d
5. Atrapéz B esiiesit az E kozéppontd g sugart kor metszi ki az AD' szakaszbol.
6. Atrapéz hidnyz6 C estesita BE egyenes, valamint a 2. Iépésben szerkesztett pirhuzamos
metszéspontjaként szerkeszthetjiik meg.
b) 1. Megszerkeszijiik az AD'=2-k hosszsdgd szakaszt.
2. Pérhuzamost szerkesztiink az AD' szakasszal, at6l az adott magassiggal egyenld tivolsdgra.
3. Az AD' szakasz A végpontjdban felmériik az AD és AB oldalak ltal bezdrt szoget.
4. A 3. Iépésben szerkesztett szogszdr kimetszi az AD' egyenessel pérhuzamos egyenesb6l
a D pontot.
- ik a DD’ szakasz E 0] '
6. Az £ ponton it olyan egyenes sserkesuink, amely 8 BC és 54 oldalsk ismert sabgte
zirja be a BA ol
7. A 6. Iépésben :zerkemeu cayenes kimetszi az AD' szakaszbl a B esiicsot, az AD™vel
pirhuzamos egyenesbdl a C csiicsot.
¢) 1. Megszerkesztjiik az AD'C hdromszéget, melynek oldalai ismertek: AD' a kozépvonal
keétszerese, misik két oldala az ABCD trapéz egy-egy IGja.
2. A B csiicsota C kizéppontd, b sugard kor metszi ki az AD' szakaszbol.

3. Megszerkesztjiik a BC szakasz E felezGpontjdt.
4. A D esiiesota D' pont E kiszéppontra val tiikrozésével kapjuk.
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Az dbra, és fgy a bels6” hatszog is forgdsszimmetrikus az eredeti hatszog kozéppontja korilli
k-60°0s (k € Z) forgatdsokra nézve, ezért a kialakuld ,bels6 hatszog is szabilyos.

GZ) a) Az dbra, és fey a kivzépen Kialakul6 néey
sziog is forgd ummelnd\ muta a négyoet K
kozéppontj 05 (k € Z) forga- > ¥
tasokra nézve, ami mk ﬂgy lehetséges. hogy e
a.bels” négyszoyg is négyzet. Mivel szakasz
és elforgatott képe egymssal a forgatds
szogét zirjdk be, ezért példdul DE merd- ¢
leges CHora, tovibbi CH merdleges GB-re,
amibél az is kovetkezik, hogy DE és GB
pirhuzamosak. Ekkor viszonta DLKG négy-
szogben DL és GK pérhuzamosak, ezért
anégyszog trapéz, amelyben az LK szér
merGleges az alapokra. HasonlGan lithat be.
hogy a CKJF, BIIE, AILH négyszogek i
ugyanilyen tulajdonsigak.
Forgassuk el a H pont korill a DHL derékszigi hiromszoget 180°-kal; ekkor a H pont helyben
marad, D képe A, L képe L’ (Id. dbra). Megmutatjuk, hogy az LLIA négyszdg négyzet.
Ehhez elGszor is vegyiik észre, hogy a HL szakasz pirhuzamos az Af szakasszal, tovibbd H
2 DA ol eeatponts, eaét HL egyhen 2z AID izt Kkponala i, fy HL hosaa
Al hosszinak fele. Az elmondottakbdl kivetkezik tovibbi, hoy = Al valamint
I, ezértaz LLIA négyszog szemkozti oldalai egyenld hosvuak gy LLIA para-
lelogmmma Misrészt anégyszog L cstcsindl 90°-os szog van, igy természetesen téglalap is
egyben.
Végil vegyiik észre, hogy az ABCD négyzet kizéppontia kil 90°-os forgatds a DL szakaszt
=LA, amibdl LA = Al kovetkezik. Ez azt
mutatia, hogy az & hossziisdgt, ezért valdban négyzet.
Ha chhez hasonléan az AEI, BFJ, CGK héromszigeket is 180°-kal elforgatjuk a megfelels
oldalfelez6 pontok kiriil, akkor ezzel az ABCD négyzetet 6t egybevigd négyzetié daraboljuk it
Ez viszont azt jelenti, hogy az IJKL és az ABCD négyzetek teriiletének ardnya 1: 5.

Thalész tételénck megforditdsa alapjdn az ABC
derékszogi hiromszog C csicsa az AB dtfogé
folé rajzolt koron taldlhatd, amibl az kovet-

ezik, hogy az AOC hiro eyenld szird
(0A= OC, mindket & Thalésr Kor sugara).

Az egyenlG sziri hiromszog alapjdn ugyan-

akkora nagysdgd szogek taldlhatdk, emiatt

CAO% = ACO-

Ha az ABC hdromszg AB dtfogdjdhoz tartoz6
magassigt m jeloli, akkor AB =4 - m miatt
AO co=2-m

rizziik a C pontotaz AB egyeneste. A kapott
cco hiromszig minden oldala 2-m hosszi
sdgi, ezért a hiromszog szabdlyos. A co ésa cn oldalak a tiikrzés AB tengelyével ugyan-
kkora szoget zdmak be, ezért 2- o= 30% z ABC hdromszog hegyesszogei mdr kisnnyen
szamolhatok: 15°, illetve 75°.
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@B A hiromszog alapjdhoz it kor kozéppontja (0) a hiromszog
esticsibol indul belsé szogfelezore, tovibbi a misik két kiilss
stiogének szogfelezdire is illeszkedik. Ha a Q pontnak az alap
egyenesére vonatkoz tiikorképe egybeesik a hiromszog koré it
Kor O kozéppontjival, akkor az AQ. BO, AO, BO szakaszok
mindegyike a hiromszdg koré it kr sugardval egyenld hosszi-
sigd, gy az AQBO négyszog rombusz. A rombusz szogeit
az dtlok megfelezik, ez = BAQ4 = a. Mivel a Q pont
az ABC hiromsziy csiindl 16v6 killsd szog felezGiének egy
pontja, ezért a kiilsG szog nagysiga 2- z, igy az ABC hiromszog
alapon fekvs szogei 180°~2-a nag s.lnﬂak  Eaysaert s
szimolds mutatja, hogy a hiromszog s

ACB% = 180°-2-(180°-2 a)—
Vegyuk tvad ugymdkkor. hogy CAO%
az A mszog is egyenld szrd, ez
ACO% = CAO% Kvn

Ebbol a hiromszog szirszogét kiszimolva azt kapjuk, hogy

2.(180°~ 6.

Az ABC hiromsatg sefrszogére knpon Kéteredmény osszehasonlitisibol adodik:

~180°=360°~ 6@,

- 180°
|xn“7 3@, és mivel

A héromszig szogei ennek megfelelden:
CAB¥=CBA¥=172° é ACB%=36°

A két hiromszisg kiszis része szabilyos hatszog. Ehhez el6bb
megmutatjuk, hogy szogei megegyeznek, majd utdna hogy
oldalai is egyenlok.

Mivel a tiikrozés sordn szakasz és képe parhuzamos egymissal
ezért BC’ s BC egyardnt 60°-0s szget zir be az ABC szabi
Iyos hiromszog AB oldalival (d. dbra
akeletkezO EFGHIJ hatszog E cs
HasonlGan beldthatd, hogy a hatszog minden szoge 120°%0s.
Az EFGHIJ hatszog nyilvanvaléan koz:ppunlu\(m szimm
rikus, kozéppontja az ABC hiromszog koré irt kir O ko
ponta. & seimmetridhdl kivetkezik, hogy aremkot oldaai megegyeznek, azaz EJ = HG,
. FG = 1J. Ugyanakkora CC’ egyenes kzos szimm sgnek, tovibbi
az ABC és ABC hiromszogeknek A tengelyes szimmetria kovetkezményeként EJ :

A BB cgyene: y EJ = HI. megdllapit-

hatjuk, hogy a hatszog oldalai is mcgegy:znek Ebbol adédéan a hatszog szabdlyos.

@D Ha a hiromszig magas 5em, m, =10 cm, m, = 15 em, akkor a hiromszog teriletét
hiromféleképpen kiszdmolva azt kapjuk, hogy

@5_b10_c15

Ekkor b+c=i-q+l
2 3

héromszog nem létezik.
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) AL ABCD gyaet 0 tgpaj Ktl 0. Cngatts o2

0 3
a CDM "mm\zugbe CDM lmrom\zugeu DAN hirom- A
szogbe, miga DAN hiromszoget az ABK hdromszogbe viszi
Ebbol Kivetkerik, hosy a KLMN négyszie forgisvrimmet KN
rikus az O pont kiriili 90°-os forgatdsra nézve. Egyetlen )
ilyen tulajdonsdgd négyszog van, a négyzet.
b1
A 0 g
5) TS gz 2 KLMN négyaet otk bossadh Edor = B
et il !
KM =x-1 N
Ha a KM cgyenes az ABCD négyzet AB és CD oldaldt
a T és P poniokban metszi (. dbra), akkor a KT szakasz L o
az ABK szabilyos hiromszog magassiiga, czcrt
g
KT=|0-§=5-J§. o
amibsl A s

=10-KT=10-5-43.

A PT szakasz ugyanolyan hosszd, mint az ABCD négyzet oldala, tovibbd
PT=PK+KM+MT=2-PK+x-J2.

Pellisacklvs hogy s fiéat PR mde dszimol, vl gy sz ABCD. iy oldla

10 cm, azt kapjuk,

2-(10-5-3)+x-v2=10,
x2=10-3-10,
10-(V3-1)
V2
x=5-v2:(V3-1)=5.8.
A KLMN négyzet oldala tehiit kisiilbeliil 5,18 cm hos

A feladatok megolddsdhoz hasznosak lehetnek
akovetkezs észrevételek. Ha az ABC hirom-
szog A csiesita C pont koril elforgatjuk gy,
hogy a kapott A" pont cszkcdjcn a BC oldal
C.n i meghosszabbidsin, akkor  kagott
BAA hiromszogben B tovabbi az
AAC hiromszog c,ycmo sz amclynck ebbol
kifolydlag C estiesa illeszkedik az A’ szakasz
felezomerdlegesére.

Vegytk még e bhogy a2 AAC egyens et hiomsatghen a C cfsndl 1648 kil sabg e
s bels szogek dsszegével egyenld, amibl kovetkezik, hogy

AAC«:AAC«:E.

A megoldds minden esetben a BAA hdromszisg szerkeszthetdségén alapul.
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A szerkesztés Iépései:

. Azadott a + b hosszisigi BA szakaszt6l 4
m, tévolsigra parhuzamost szerkesztiink.

. A B esiicsban a BA szakaszra dtmisol- 5
juk az adott B sziget. e Z

- Adapou sabgedr a Bave pishuzamos >
cgyeneshdl kimetszi b o % 5 )
hiromszog A csicsit.

4. Az AX szakasz felezmerdlegese kimetszi a BA' szakaszbol a hidnyz6 C

Akapott ABC hiromszog a feladat feliételeinek megfelel. A feladatnak minden esetben egy

megolddsa van.

Ezzel egybevigé megoldast kapunk, ha a

misik partjdn is megszerkeszjuk. A két

tiikrozéssel vihetd dt egymisba.

©

csot.

pérhuzamost, valamint a 8 szoget a BA' szakasz.
romszog a BA' egyenesre vonatkozo tengelyes

A szerkesztés 1épései:

1. Az adott a+ b hosszsigl BA' szakaszt6l m, tivolsigra pérhuzamost szerkesztiink

2. B kizépponttal, ¢ sugdrral kort szerkesztiink.

3. Akor kimetszi a BA-vel pirhuzamos egyenesbol a hiromszog A esesit.

4. Az A szakasz felezomerGlegese kimetszi a BA' szakaszbol a hidnyzo C estdcsot.
Afeladatnak 0, 1, 2 megoldisa lehet, att6l fiiggden, hogy a B kozépponti kor milyen helyzetd
a BA-vel pirhuzamos egyenessel.

Tovébbi megoldsok adédnak, ha a metszéspontokat a BA' szakasz mdsik oldaldn is
megszerkesatjiik. Az fgy ad6dd megoldsok a kordbban megkapott megoldisok BA' egyenesre
vonatkozd tikorképei.

A szerkeszés Iépései:

1. Az adott a+ b hosszisigi BA'szakaszt6 m, tivolsgra pérhuzamost szerkesztiink.

2. Az A esiiesban a BA' szakasszal L nagysigi szoget bezdré félegyenest szerkesztiink.
3. Akapott félegyenes kimetszi a BA-vel pirhuzamos egyenesbdl az A csiicsot.

4. Ahdromszg hidnyz6 C estiesit az AX szakasz felezomerdlegese metszi kia BA' szakaszbol
Afeladatnak minden esetben | megolddsa van

A kapott megoldds BA' egyenesre vonatkozd tiikorképét megkaphatjuk, ha a pérhuzamost,
valamint a szdget a BA' szakasz mésik oldaldn is megszerkesztjiik.

A szerkesztés Iépései:
1. Azadott a+ b hosszisigh BA szakasz B csiiesihoz tmisoljuk a  nagysigd szoget.
2. Az A cstiesban a BA' szakasszal L nagysdgi szoget bezdrd félegyenest szerkesztiink.

3. A két szerkesztett szdgszir metszéspontjaként megkapjuk a hfromszog A csiicsit.
4. Ahdromszog hidnyz6 C esicsit az A szakasz felezGmerdlegese metszi ki a BA' szakaszbol.
Afeladatnak 1 megoldisa van.

Amegolds BA egyenesre vonatkoz6 tikorképét megkaphatjuk, ha a szogszrakat a BA' szakasz
misik oldalin szerkeszjiik meg.
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Jeliljiik a két telepiilést A-val és B-vel, tovibbi legyen ASTB

ey oyan ikt elepilds gt amelynek ST darabaaz gui-
pillyéra merdleges (1d. dbra). Toljuk el az A pontot az ST =
Vekloral Ha aseltol pon A4 akkor az. AATS néay st parale
logramma, czért az ASTB torott vonal hossza megegyezik
az AATB torott vonal hosszval, fgy a feltételek szerint ennek
hosszit kell a lehets legrovidebbnek vélasztanunk. Mivel a sz6ban
forgd 1orott vonalban az AA" szakasz az § pont helyzetétol
fiiggetlenil mindig ugyanakkora, ezért elegendd az ATB rott
vonal hosszt minimalizlnunk, ahol a T pont az autopdlya B-hez
Kozelebbi hatdrvonaldn véltozik. Tegyik fel, hogy a hatirvonalbol az AB szakasz a Q pontot
metszi ki. Ekkor AQ + QB = AB < AT + TB a hiromszig-cgyenldtienség miatt, ami mutatja, hogy
az AQB ,toritt vonal™ hos soha nem lehet nagyobb, mint az ATB t6ritt vonal hossza, akdrhol is
vesszilk fel a T pontot (Q és T persze killonbozdek). Utobbi észrevételiink lehetdséget ad a szer-
kesztés elvégzésére.

1. Toljuk el az A pontota ¥ vektorral, jeldljiik az eltolt pontot A-vel.

2. Jeloljiik meg az AB szakasz és az auopélya B-hez kiszelebbi hatdrvonalinak Q metszéspontjd
3. Allitsunk merdlegest a Q ponton it az autdpdlya hatdrvonalaira.

4. Az iménti merGleges kimetszi az A-hoz kizelebbi aut6pilya hatdrvonaldbdl a P pontot.

5. Az APQB tritt vonal megfelel a feladat feltételeinek.

A megoldishoz toljuk el a p egyenest az AB-ral, majd a megfelel6 K pontot vagy pontokat

akapolt p’ egyenes és a k kor metszéspontja(i)ként szerkeszthetjiik. A K poni(ok) ismeretében
PK szakasz mésik végpontja a K pont BA-ral torénd eltoldsdval szerkeszthetd. Tovbbi

megoldist vagy megolddsokat kaphatunk, ha a p egyenest nemesak az AB, hanema BA vektor

mentén s eltoljuk. Az igy kapott egyenest az dbrikon p” jeldli.

Ezittal a megoldsok szdménak elemzése okozza a legtobb nehézséget.

Ha az cliolt egyenesck ceyike sem metszi  Haaz cgyik eltol cgyenes
a k kot akkor a feladatnak nincsen megoldsa.  elkerili, akkor 1 mego

Ha az exyikelolt cpyenes két pontoan metszi - Ha az egyi cllt cgyenes 2 pontban meszy
a k kort, a misik elkeri két megoldist Tinti a & kort, akkor hirom megolds
kapunk. Szintén 2 megol ik, b mindét
eltolt egyenes érinti a k kort.

Végil négy megoldiist kapunk, ha mindkét eltolt egyenes 2 pontban metszi a kort.
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) Abeitt és korillrt korok kozéppontja csak a szabilyos
szogben esik egybe. Jeloljik az ABC hiromszdg beirt és
Koriilit korének kvzos kozéppontjdt O-val, beirt kirének
sugart r-rel, korilirt korének sugardt R-rel. Ha a beirt kor
a hdromszog oldalait az dbra szerint a T, P, Q pontokban
érinti, akkor az AOT, BOT, BOP. COP, COQ hiromszisgek
mind egybevigéak egymdssal, hiszen mindegyik derékszogd,
dtfogjuk hosza R, ey befoggjuk hosza . Exek alapiin
az ABC h.n'um\um oldalaira es6 befogdik
ek hosssdt a7 fbrdn .srel jelohik, Lithati
az ABC Inromvo" minden oldala egyenld hmszuwu ey a hiroms.zg valoban szabilyos.
b) Astlypont és a magassdgpont csak a szabilyos hromszogben
esik egybe. Ha ugyanis a hiromszog silypontja és magassdg-
pontja azonos, akkor a silyvonalak egyben a megfelels
oldalhoz tartozé magassdgvonalak is, amibél kovetkezik,
hogy birmely magassdgvonal megfelezi a hiromszog meg-
felel§ oldair. Havisaont az ABC hiromsat CF faga
ségvonala megfelezi az AB oldalt, akkor az AFC és BFC e
derékszogi hiromszogekben a befogok megegyeznek, igy
akét hiromszog egybevigd, amibol azonnal adGdik, hogy
"= BC. vagyis az ABC h.\mmvng egyenl§ szdrd. Mivel
birmely magassdgvonalat kivdlasztva azt kapjuk, hogy a magassdgvonalat kozrefog oldalak
megegyeznek, ezért a hiromszog valoban szablyos
) Haaz ABC hiromszigben a silypont egybeesik a koriilirt kor
Kizéppontjdval, akkor a hiromszisg szabilyos. Ugyanis ha
S siilypont és a koriilit kr kuz:ppunlyl is cgyben. akkor
AS = BS, hiszen mindkettd a koriilirt kor dval egyenld.
Az ABS hiromszigben igy két oldal cnycnlé \ehéta bfrom-
szidg egyenl szird, amibGl SAB< = SBA
Az AS = BS egyenldségnek egy tovibbi kovctkczmcnyckcm
az AF és BG stilyvonalak is megegyeznek, hiszen a silypont
asilyvonalat 2: 1 arfinyban osztja, ezért mindkét szakasz
misfélszerese a korilit kor sugardnak. Ekkora BEA és AGB
eckten kit oldalmegegyesik (F = BG és AB ks odat tovib sz egyenls
oldalak ltal bezirt szdg is egyenld, ezért a két hiromszog egybevigs egymis azt
jelenti, hogy AG = BF, amibdi AC = BC kovetkezik, azaz az ABC haromszog cuyen!o sziird.
Ml hcomsatglskbon bicnly Kt slyvons egyenl hossafi, ke igyanes érvényes
az oldalakra is, amibél tényleg kovetkezik, hogy a hiromszog szabilyos.

Tegyilk fel, hogy az ABCD konvex négyszog tengelyesen szimmetrikus. Mivel a tengelyre vonat-
Koz tikriizés sordn a négyszog minden csticsa a négyszog valamely csdcsdba megy dt, ezér két
eset lehetséges: a tengely a négyszignek 0 vagy 2 csticsdt tartalmazza.

Ha a négyszog egyetlen csiicsa sem illeszkedik a 1 tengelyre, o
akkor a £ mindkét partan a négyszog két-Két csiiesa helyezkedik el. @
Ekkora ¢ egyenesre vonatkoz6 tiiks A csticsota B, a D
esticsot a C pontba viszi at. A tiikrozés tulajdonsdgai alapjin
pont és képe kizti szakasz merGleges a tikortengelyre, ezért
és arfint merGleges a 1 egyenesre, és fgy egymdssal
pirhuzamosak. Az ABCD négyszog tehit szimmetrikus trapéz.
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Ha a 1 tengely a négyszog két csiesdt, A-t és C-t tartalmazza,
akkora tengely szikséeképpen seétvalaszta a négyszisg misi
dt, B-t és D-t. A 1 egyenesre vundtkmu tiikrozés sordn

az AB szakasz kepe AD, a CB szakasz képe CD, ezért a tavolsig-

tart6 wlajdonsdg alapjan AB = AD, tovibbd CB = CD. Az ABCD

négyszoghen AB + CD = AD + CB, azaz a szemkiszti oldalak 5
sszege megegyezik. Mivel a feltételek alapjdn az ABCD négy-
szog konvex, ezért az érintonégyszogek tételének megfordi-
tisibol kovetkezik, hogy az ABCD négyszig érintonégyszig.

B «) Az dbra jeloléscit haszndlva megmutatjuk,
hogy a P,P,P,P, négyszogben PP, és P,Py
pirhuzamosak és egyenls hossziak, izy
anégyszdg valdban paralelogramma.

Az AP szakasznak az Fy felezGpontra vonat-
kont wktképe R, igy AP és PB pir-
huzamos egymissal, tovbbé hosszuk meg-
egyezik. Ehhez Immnlonna PC szakasznak
az P felezGpontra vonatkoz6 tikorképe P2B,
igy PC és P,B pirhuzamos egymissal, és
ugyanolyan hossziak. Tekintsiik ezutdn az
APC és PBP, hiromszogeket. Littuk, hogy
akét hiromszdgben két-ket oldal pirhuzamos
egymissal, amibol kovetkezik, hogy APC = PBP,% (egydlldsii szogpdr). Mivel a két hrom-
szogben a két-két pérhuzamos oldal hossza is egyenlG, ezért a két hiromszog egybevigd egy-

Az egybevigdsig kovetkezményeként AC = P, és e két oldal is pérhuzamos egymiissal
Az elGzhoz hasonl gondolatmenettel azt is belithatiuk, hogy az APC s P,DP, hiromszosgek is
eaybevigtk.cuak eattal 2 Fy illeve Fy ontokra vorakozs Kipéppontos tketads jdon-
sdgait kell felhasz 2 egybevigésighdl adddik, hogy AC = PP, tovibbi a keét szakasz
prhuzamos is cgynussal
Enedméogeinket esefoghalva elmnndmuuk hugy 2 2fy b B sz
az ABCD négyszog AC dtl6javal, PPy = AC. Ezzel belitwk, hogy a P,PPsPy
négyszdg paralelogramma, amclyl\ck Rk ot sz ABCH négyszog egy-cgy dldjdval
egyenl6, és azzal pirhuzamos,
Ahiromszog Konépronalira vm\alkom isme-
retekkel a PPy és PP, szakaszok pirhuza-
mossiga, valrmin chyenlosége & kivetkerd
modszerel igazolhato. Az F; s szakasz kozép-
vonal a PP és az ACB hiromszogekben,
ezért PPy és AC is pithuzamos FiFy-vel,
amib6l adédéan a két szakasz persze egy-
méssal is pdrhuzamos. Mivel a hdromszdg
oldala kétszer olyan h int a pi

mos kozépvonala, e

Hasonléan; Fyf kozépvonal az ACD és a

mszogekben is, ezért PPy = AC,

6 a ket szakasz pirhuzamos is egyméssal.

Az eredményeket osszefoglalva azt kapjuk, hogy PPy = PyP, tovibbd mindkettd pérhuzamos

AC-vel, ami bizonyitja, hogy a P,P,PyP; négyszog paralelogramma.

aszok pirhuzamosak
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b) Lituuk, hogy a P pont helyzetétdl fiigget-
leniil a PPPyP, paralelogramma két-két
szemkiszti oldala pérhuzamos és egyenld
az ABCD négyszog dtldival. Ebbol adoddan
a AP,P,P, paralelogramma teriilete fiigget-
len a P ponttél. Erdemes ezért egy olyan P
pontot valasztani, amelybl kiindulva a kapott
PPyP; paralelogramma teriilete konnyen
kifejezhets az ABCD négyszog teriletével.
Tiyen pontnak tdnik az tlok metszéspontja
(1d. gbra). Ebben az esetben a PPPyP;
paralelogrammit az AC és BD itlok négy
kisebb paralelogrammdra bontjdk, melyek-
ben az ABCD négyszog oldalai egy-egy dtlot alkotnak. Az dtl6 a paralelogramma teriletét
megfelei, ezért az fbrin azonos modon megielolt teriiletrészek egyenlGk. Ebbol kovetkezgen
a PyPyPyPy, valamint az ABCD négyszogek teriiletardnya 2.

) Abizonyitds sorn sehol nem haszndltuk fel, hogy a P az ABCD négyszsg belsG pontja, ezért

ényesck.

Kovetkeztetéseink killsd pontra is érv
ﬁrl.m

a) A hézagmentes, dtfedés nélkiili parkett-
&y
®)

zishoz be kel litnunk, hogy példdul a C
csiesnil keletkezo szogek Osszegben pon-
t0san 360°- Ez azonban kinnyen
igazolhatd, hiszen a tiikrozés szogtartd tulaj-
donsdga miatt, a keletkezs szogek megegyez-
nek az eredeti négyszog bels szogeivel,
amelyeknek dsszege valgban 360°% Az dbrin
az eredeti négyszog szogeit, valamint a C
csiiesndl kialakuld szogeket tintettik fel,
ugyanakkor az ttekinthetdség érdekében
a pontok cimkéjét mér nem jelenftettik meg.
Szintén szitkséges, hogy a négyszogracsban szomszédos négyszogek érintkezd oldalai
akkordk legyenek. Ez is teljesiil, mivel az érintkez négyszogoldalak minden esetben
egymis tiikorképei, és a tikrozés a szakaszok hoss;
‘gondolatmenetiink konkav négyszogre is érvényes
il érdemes dlni, hogy milyen vihetdk egymdsba
anégyszogrics kilonbisz elemei! Példdul a kozos oldallal rendelkezd négyszigeket kozép-
tos tikrozessel, a csti » eymisba vinni. Az dbrirdl leolvashatd,
ikrivzés egymis utini elvégzése egy eloldssal helyettesithetd.
épvonalit valamelyik
k. akkor a tikorkép,
duldsul vett kozépvonal ter-
esen egy egyenesre illeszkednek.
ozépvonalat a nem illeszkeds oldalak
felezdpontjra tiikrozziik, akkor a tikorkép
&s a kozépvonal a tikrozés tulajdonsdgai
miatt pérhuzamos egyenesckre illeszkednek.
Ebbl kivetkezik, hogy a kézépvonalak
tartGegyenesei paralelogrammardcsot alkot-
nak (az dbrdn szaggatott vonallal jelolve).

/a\

t megtartja. Megjegyezziik, hogy
gy a sik azokkal is kiparkettizhato,

hogy két kézéppontos
b) Ha egy négyszog ki
b
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) Akozépvonalakra lleszkedS egyenesek a par-
Kettizisban szerepl minden négyszoget négy
részre vignak szét. Az dbrdn nyomon kovet-
het6, hogy az ABCD négyszog egyes részei
aikizések sorén mely négyszogekbe men-
nek it; az azonos szimmal jelolt négyszogek
caymissal caybedgok, Lithatjot, hosy
az ABCD négysziog részeibol valGban dtfedés
nelkiil, hézagmentesen kirakhatd a paralelog-

mmardcs paralelogrammija (az dbrén piros
szinnel jelolve).

D ) Anéayzet O Kinépponta kil 00 (vagy
90°-0s) forgatis az AD oldalegyenesta CD
oldalegyenesbe vi dl.ezcn haa P pontot
az 0 pont koriil 90°kal (vay “kal) elfor-
sl akkora keletkezd  pont illesrkedik
CD egyenesre. Ezek alapjin a szerkesztés
Iépései a kovetkezok lehetnek:
. Elforgatjuk a P pontot az O pont koril
90°-Kal, igy kapjuk a P" pontot
Megszerkesztjiik a QP egyenest.
A P ponton it merdlegest dllitunk a QP"
cgyenesre.
A merdleges

IS

és a QP egyenes metszés-
pontja a szerke: _lmdo négyzet D esicsa.
A D pontotaz O pont koriil 90°kal elfor-
gatva mcgkapjuk a ||egy7el C esiicsit
. A Cpor i 0l el
gatva m:glupjuk anégyzet B esiics
. A B pontotaz O pont kil 90°kal ell'or-
‘gatva megkapjuk a négyzet A csiic
Haa P pontot az 1. Iépésben ~90°kal lorgal-
juk, 65 a 16bbi forgatds irdnyt is megviltoz-
tatjuk, akkor egy tjabb, a feltételeknek szintén
megfelel6 négyzetet kapunk eredményiil
(als6 dbra).
b) Mint az ) feladatban littuk, dltaldban két megoldast kapunk. Ez aldl a kovetkezd esetek
jelentenek kivételt.
Haa P vagy a Q pont valamelyike egybeesik az O pontial, akkor értelemszerien a feladatnak
nincs megoldsa.
A Két ellemétes irdnyi forgatds ugyanahhoz a négyzethez vezet azokban az esetckben, ha
a P és a Q pontok egybeesnck, vagy ha a PQ szakasz felezSpontja az O pont. Az eldbbi
esetben a P pont megegyezik a négyzet D csiicsival. Az utébbi esetben P=A és Q= C.
Ezekben az esetekben tehit a feladatnak csak 1 megoldsa van.
A feladat hatérozatlan, ha a 2. 1épésben megadott QP egyenes nem szerkeszthetd. Ez akkor
kisvetkezik be, haaz O pont koriili 90°-0s vagy ~90°-os forgatds a P pontota Q pontba viszi it
Ezt az esetet a ¢) feladatban tirgyaljuk.

Iy

5
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) Tegyik el hogy az O pont ket 90°.0s orgalds 2 P pontot 3 Q pontb visi 1. Ekkor

a QP' egyenes nem szerkeszthetd egyértelmden, hiszen . Ha fel vesziink a Q ponton dt

egy tetszdleges egyenest (kivéve 0Q-0), akkora s waty 1épései minden gond nélkil

végrehajthatoak, & eredményil egy, a feltételeknek megfeleld négyzetet kapunk. Az elmon-

dottakbol kvetkezik, hogy a Q ponton dtmend minden egyes egyeneshez (kivéve természe-

tesen az 0Q egyenest) egy meguld.n tartozik, azaz a feladat feltételeinek végtelen sok négyzet
tesz eleget.

d) A POD hiromszogbena P és Q pontok rogzitetick, tovébbi P az AD, Q a CD oldalegyenes

egy-egy pontja, ezért PDQ = 90°. Thalész tételének megfordi lapjdn a D pont tehdt
illeszkedik a PQ szakaszra mint dtmérG folé emelt korre (Id. bal oldali dbra). E kor minden
0-161 kiilonbisz6 pontja egy alkalmas négyzet D csicsival egyezik meg.
Anégyzet tovibbi cscsai is egy-egy megfeleld Thalész-korme illeszkednek (1d. jobb oldali dbra)
Ezeketa koroket tigy kapjuk, hogy a PQ szakasz folé irt kot az O pont koril 90°-kal, 180°-kal,
illetve 270°kal elforgatjuk. Megjegyezziik, hogy példdul a B ponta P és O pontok O kozép-
pontra vonatkoz6 tikbrképei folé emelt korre illeszkedik. A Thalész-korok kozos O metszé
pontja egyetlen négyzetnek sem lehet sicspontja.

Jeloljiik a két tereptdrgyat A-val, illetve B-vel,
a falut P-vel. A feladat szerint a P ponton dt
olyan, az A és B pontokat szétvalaszté e egye-
nest kell szerkeszteniink, amelynek az A és B
pontoktdl mért tavolsigdsszege éppen az adott
d hossziisdggal egyenlG (az dbrin d, +dy = d).
Vegyiik észre, hogy haaz e egyenest nmagéval
pérhuzamosan elioljuk gy, hogy az cltolt &' kép
dtmenjen az A ponton, akkor a B pont ¢’ egye-
nestd] mért tavolsdga éppen d. igy lehetdségiink
nyflik ¢’ egyenes szerkesziéscre; az ¢’ egyenes
ugyanis érinti a B kizépponti d sugard kort.
Az € egyenes ismeretében az e egyenes szer-
kesztése mir nem okoz nehézséget, csak annyi
dolgunk marad, hogy pérhuzamost hizzunk
a P ponton dt az ¢' egyenesse
Az it megépithetdségének vizsglata jval nchucbb feladat, mint a tervezése. Ha az A pont
a B kozéppontii d sugar komek bels pontja, akkor természetesen sem az ¢ egyenes, sem pedig
a feltételeknek megfeleld it nem sremkenathe.
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Ha az A pont a komek killsG pontja, akkor
az A ponton keresztil két érintd is szerkeszt-
het6 a korhoz. A két érintd mindegyikebol
elvileg egy-cgy megfeleld utat is kapunk, ame-
Iyekbl azonban nem feltétleniil mindegyik. ot
esetleg cgyik sem tesz cleget a feladat feltéie-

Ha ogyanis példdul az ¢ érint6 szétv: Nun
s P pontokat (az dbra egy ilyen
muta, akkor a megfeleld ¢ egyenesnek cppcn
a B ésaz A pontokt6l mért lévols:ﬁgkﬁldnbwge
lesz egyenlG d-vel (dy — d, =
sonl6 helyzet ll¢l6 akkor is, ha a B ponton
keresztiil ¢ vel parhuzamosan hizott egyenes
satja szét az A s P pontokat, csak akkor az A
egyenld d-vel, azaz d, ~dy = d.
Fenti észrevételeink alapjn a lehetséges megolddsok:

s B pontokt6l mért tavolsagok Kiilonbsége

Az dbrdn azt a tartomdnyt jeliltiik meg, amely- Az brdn megjelolt tartomdny pontaira a feladat-
b6l kikeriils P pontokra mindkét it megfelel  nak egy megolddsa van.
a feladat feliételeinek.

Az dbrin megjeldlt pontok esetén cgyetlen Az A ponullewkadlkd B Kizéppontt d sugard
‘megolddst sem kapunk. ponlon it egyetlen érintG
- Haa P pont az fbrfn
megjelolt sévba ek, akkor 4 fladatnik egy
megolddsa van, mds esetben a feladatnak nincs
megoldisa.
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Afolydt ffel, a két ristacsalogatd ldtvnyossigot A-val és B-vel
jeloltik az dbrén. Feladatunk az f egyenesen olyan P és O
pontok szerkesziése, amelyre az APQB (6rott vonal hossza
alehetd legkisebb, tovibbd PO = d, az eldre adott tivolsdg.
Toljuk el az A pontot az f ceyenessel pirhuzamosan a 5 pont
Lirdnydba” d hosszisdgd vekiorral (Id. dbra). Ha a kapott
pontot A jelli, akkor az APQA’ paralelogramméban AP = AQ,

= PQ. Ekkor az APQB trott vonal hosszira teljesiil, hogy:

AP+ PQ+QB=AQ+AX+ QB =d+AQ + 0B,
amelyben a d hosafsigiécz P s  pontok helyzetél Sgerentl sneepel, ezt legends
az AQB onal hosszit kezd, ol ismert
pmblcln otk f eayenes ugyanamn panjdn A omiok. Srerkesuik meg

07 czyenesen art & § poniot, amelyie 2 A0 6 & OB srakasaok hosszindk Gsrege a Ichers

legkisebb.

Az dtfogalmazott problémt az 1589. feladatban mdr megoldottuk. A megoldshoz tikrozzik

a B pontot . f egyeneste, majd a kapott B pontot Kisik tssz¢ A" pontal. Az AB' szakasz

az f egyenes resett Q pontot. Visszatérve az eredeti feladathoz, a Q pont

ismeretében a P pont mdr Konnyen szerkearihec: nines mis dolgunk. esak a 0 pontot l kel
tolnunk az AA-ral.
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STATISZTIKA

9.7. STATISZTIKA

Az adatok abréazolasa — megoldasok

G0 Az oszlopdiagram kinézhet példéul gy, mint a bal oldali dbra.

Napiuaselesimény

=
Y
o I
H iu
o
2
: ]
5 ST

o s g sy

e ametrec
883

Q) Osszes: 3 miizsa, jonatdn: 0,5 mizsa, idared: 1,5 mizsa. A diagram a jobb oldalon ldthat6.
() Egykék szima: 8, egy tanuldra 12° kizépponti szog jut. Készitsiink tébldzatot:

Tanulg

i 8 12°.8 = 96° L il

2 3 1212 - 1480 S ezl
3 i 1207 =84°

4 3 12°-3 = 36"

{Gsszesen. 30 360° 2gek oY)
G5 ey srizalékra 3,6° kozépponti sz jut.
teherautd furgon személyauto. {sszesen

150°-60°=90° | 200°-150°=80°  360°-230°=130° 360"
903

=25% | 60:36°=2222% 13

£=3611%  100%

G Minden jarmire 5° kizépponti szog jut.

Kategoria busz teherauto furgon swemélyato  dsszesen
Kezépponi szbg 100° a0 0 130° 360°
Darabszam 2 a0:5=8 w5 =18 130°:5°= 26 2

[175] A Keresked megsakitort érektengellyel provla elitkolni a csokkends mériet
Azzal leginkibb a pszicholgia foglalkozik, hogy elsG rinéz

re miért nem tdnik fel

P pont.
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@ A pirt: nem javult nagymértékben a biincselekmények felderitése. B pirt: nagymértékben nditt
a hatékonysdg.

Megjegy: Mindkét diagram séntit, hiszen nem a felderitett biincselekmények szdma az érdekes,
hanem azoknak az dsszes biincselekményhez viszonyitott arfinya. (Nagyon nem mindegy, hogy
5%-0s a felderités ardnya vagy 95%-0s!)

a) Kezdjiik a tdbldzaual. bl 2 PV
Szizalékos hatdrok (a fels hatdr mér jobb
jeayet én): L. E—
0-26%: elégtelen, 26-42%: elégséges, 42-62%: kizepes, 62-82%: j6, 82%-t6l: jeles.
b) Mivel 15 tanul6nk van, az egy tanuléra juto

wof o e e | on

Kozépponti szog: Dol sl
-
30 e om0
15

)
Az els keét kategéridra jut6 ku[éppunu 5g e e G
fey 24 a korepesre 48% ajora 72% a jelesre
pedig 192° A diagram a2 frin HihAG. -

o

a) A gyakorisigi tabldzat adatait az oszlopdi
ramr6l olvashatjuk le:

b) Az egy tanuldra jutd kzépponti szig:
ﬂ —ie it

iy jeles tanulGkra 48° ajokra 847 a kize-
s % az elégségesckre 60°, az elég- s
telenekre 12° jut

@) Anetinek |||§;!c az sms-ck s
L2 100% = 20%-a, H
360°

nzk pedig a 35%-a. Hugi ugyanannyi §

ott, mint Anett, gy Angélinak

arad a7 Breneick 2565,

b) Ha Zsani 7 sms-t Kildit Kidrinak, akkor
egy lizenetre

i

.

126°_ g5
7

Kozépponti szog jut. Ugyanigy Anett és Hugi egyardnt 4-4 iizenetet kapott, Angéla pedig
5 darabot.
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STATISZTIKA
a) A keresett vonaldiagram: b) Az egyes szogek rendre 90°, 135°, 45% 90°,
Loini ‘Bardtra szant id6.
s
B .
B
.
5
2 s
i 3
et et e o
) Ossze kelladnunk az egyes napok osclopst. T s |l s ot
2z éntékhez még nyolcat, és kivonni
aKapott simot 24561 Maadoids o) 5 3 8 5

) EISG Iépésben hatirozzuk meg, milyen Gsszefiiggések vannak a killonbozo oszlopok kozott.
b Jewumalakoncpc séget A, a terliletet B, a népsirdséget C, a teleplilések szimit D, a

Ahka g szimit 1000-A adja meg. A népsiirtiséghez a lakossdg szdmat (£6) kell osztani a terii-

lettel (km*) A 100 km™-re jut6 telepiilésszdm mériékegysége '°‘°"“'°‘ fey a megfelels

képletek

A tdblizat elss sora teljes, igy ott le s ellendrizhetjiik a képleteket.

2897300 _418,9~419 &5 38 _p718-2,7,
6916 .16
Nines mds dolgunk, mint behelyettesiteni a kitallt Gsszefiiggésekbe.
Az els6 6t kérdezett adat soronkeént lefel haladva, figyelve a kért kerekitésekre:
1104800 _ g 3 g9; £=55 _s78-58
1116 1132

:%:141194 =14119;  D=4,5-134,33=604.4 = 604;

= w =1506,96 = 1507.

A delalfla rég6 sordban sazal szembestlink, hogy egyszete hirom adat i hidnyzik
(4, B,D) G ismert (C, E). EzekbGl nem tudjuk megllapitani retlencket.
Ha a sor nem segit, keressiink olyan oszlopot, amelyben mar elég informa mndelkew
siinkre! Tlyen oszlop az elsG:

A= 100454~ (2897.3 + 1104.8 + 9979 +960,1 +1236,7 + 1507,0) = 1341,6.
fzy A s C-bol mir a teriiletet és a telepilések szamit s kiszdmithatjuk a Dél-Alfold sordban:

_ 1341600
73

— T =18378,08=18378; D=1.4-183,78=257,2=257.
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Az utols6 sor hifinyz6 B és D adatait egyszerd Gsszegzéssel kapjuk meg:
B=6916+ 11116+ 11328 + 14119 + 13433 + 17729 + 18378 = 93019;
= 188+ 401 +655 + 655 + 604 + 389 + 257 = 3149,
A C és E oszlopot pedig a képletekbdl kapjuk:

10045400
93019
Megjegyzések: A képleteket az elsG sor megadott adataibl is kikovetkeztethetjik. Az eredeti,
interneten is elérhetd statisztika adatai nem pontosan illeszkednek a kiszémitott értékekhez.

Ez betudhat a kerekitési hibdknak.
Atérképrol az 1000 lakosra juté véllalkozdsok szdméit u]v.n\hAlJuk le. Az el626 feladatban éppen

<

a lakossdg szima (1000 £6) szerepelt az elsG oszloj egyszerd szorzdssal megallapit-
hatjuk a vllalkozdsok szdmit. Példdul Nyugat- Dunittion
119:997.9 = 118750,1 = 118750.

Foglaljuk ezt, illetve a diagramrol leolvasott szdizalékokat tbldzatba.

[ Regio | Vallakousokszama | Ebl egyénivallalkouok | Ebbol tarsasvallalkozok
Nyugat-Dundntil 118750 78375 (66%) 40375 (34%)
Kezép-Dundrtol 121528 77778 (64%) 43750 (36%)
Dél-Dunéntl 108491 72689 (67%) 35802 (33%)
Koztp-Magyarorszég 495438 217993 (44%) 277445 (56%)

Eszak Magyarorszag 102646 65693 (64%) 36953 (36%)
Eszak Al 135630 88160 (65%) 47470 (35%)
DerATold 150259 105181 (70%) 45078 (30%)
Orszag asszesen 1232742 05869 (57%) 526873 (43%)

Mivel a seizalékok a tirsas villalkozisok szdmit mutatjdk, elGsz0r Gket szdmitjuk ki, majd kivo-
niissal megapjuk az egyéni véllalkozdsok szimit. Az oszlopok ésszegzése a 56 sort.

Megjegyzés: A szizalékok minél pontosabb leolvasdsdhoz érdemes egy vonalzét illeszteni az osz-
lopok mellé.
‘Egyéni vallalkozasok régiok szerint ‘Tarsas véllalkozasok régiok szerint
P o oo B2
. Koatg-
g st e (=
o -
. .
me 2
.
o
.
2 NyD. Kzt
al s dmd az el6z6
tabldzatbol.



STATISZTIKA

) A idiggrambon (jobb odall dhe) cldez s kel szémolnok uz gyes égidkban vt
iz Gsszes tirsas mérve. Az dsszes tirsas

ratocison srims S368TS
fey példdul a Nyugat-Dundntilon makodik az osszes ilyen vallalkozds

0766 = 0,077, azaz 7,7%-a.

526873
Nyugat-Dundntil kirdiagramhoz éges kozépponti szoge:
40375 3600~ 27,6,
526873
HasonlGan a bbi érték:
Régio. Ny-D KD 0-D KM EM E-A D-A

Tarsas vallakozss | 77% 276 83% 299 68% 245 526%1806° 7.0%252° 90% 324 86%308°

Megjegyzés: A megadott diagramrdl leolvasott értékek miati kis eltérés nem rohatd fel hibdnak.

Az adatok jellemzése — megoldasok

(R Ahomérsékletek dlaga: 17.14°C.

Ahibdk dtlaga: 0.4. A hibdk terjedelme: 5.

(D Nem.

@) Nem, mert 303,15 = 94.5 nem egész.
b) 20 vagy 40.

GHD ) Nem viltozik.
b) 1-gyel csokken.
) 1-gyel novekszik.

T 300 kg
@D Az egyszerre utazok sz
W Az épitsjatck-darabkik hosszs:

Atirés tiskik darabszdménak mGdusza: 6, terjedelme: 4.
) Oszlopdiagram vagy hisztogram.
) A 180°-ndl Iévé kategdriaclem vagy ha éppen hatdr, akkor a ket oldalon 416 elemek szdmtani
kozepe.
{7 a) A bedobott érmék medidnja: 10. Médusz,: 5, méduszy: 10.
b) Az illetdnek legaldbb 4 darab, legfeljebb 8 darab 50-es érmét szabad a jegykiadé automatiba
dobnia.

a) Amédusz a 10 eurd:
) Ha 30 db 10 eurds és 30 db 20 eurds cimletet kivett és helyettiik 6 db 50 eurds és 6 db 100 eurds
cimletet tett a kasszdba, akkor az 5 eurdsbdl lesz a legtbb.
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Jeloljiik J-vel az utols6 jegyet. fgy a szoveg szerint:
344434547
5

>3,6, ahonnan J>3.

fgy Katinak csak a 4-es vagy 5-0s jegy a megfeleld.

Megjegyzés: Mivel nagyon kevés a lehetdség, egyszerd probalkozassal is hamar célt érhetiink.
@8 Osszesen 5 darab értcket kell megadnunk, amelyeknek medidnja 0 és médusza ~1. Ebbol ad6ddan

a rangsorban a kizépsG elemnek 0-nak. eldtie viszont moduszként két —1-nek kell lenni. A medidn

utdni két elemet nem tudjuk meghatdrozni, csak annyi informécionk van, hogy pozitiv egész

értékek és killonbozoek. Tletve ismerjiik az dtlagukat:

14D +0+x+y
5

=0.2, ahonnan x+y=3.

Afeltételek szerint ilyen érték esak az 1 °C és 2 °C. Tehdt a heti homérsékletek rangsorban:
191G, 07C; H5C25C
Kezdjiik el felimi a rangsort. Tudjuk, hogy a legkisebb ériék 2 °C, a legnagyobb 5 °C, a medidn
pedig 3 °C, fgy a rangsor:
29 X°C; 3°6i 05T

Mivel nem kell a 2+x++m dtlagot kerekiteni, X + Y-nak 5 tobbszorsének kell lennie.

Réaddsul a rangsorba is illeszkedniiik kell, ezt pedig csak X=2°C é ¥'=3°C teszi lehet6vé,

Osszegezve: az dtlag 3 °C, a moduszok pedig 2°C és 3 °C.
a) Az utols6 fajtdbol Bilbelem | 1x1 1x2  1xd 2x3 gsszesen
110- (20 +40 +35)= 15 re—
darab van a készletben. A tdbldzat
) Amédusz és a medidn is az 1x2-es épitGelem (a rangsort példdul az clemen levé bitykok szdma
alapjin dllithatjuk fel),

a) Kés

Darab 20 4 % 15 10

siink egy tdblizatot az adatokrdl. e,

Epiliclom | 16 1x8 2x4 28 tsszesen §2
Darab 50 25 40 20 135 g :
©
Az oszlopdiagram: i 2
b Il
)
s
.

[ ix 24 26
b) Abiitykok dtlagdt kell szimolnunk:
50-6+25-8+40-8+20
135
Mivel egészre kell kerekiteniink, a megoldds 8.

a) A pontszimok dtlaga
3-3841-33+44-26+3-2045-18+2.15+2.7

=2225.
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b) A szizalékok pontszimra forditva: Edempgy | 1 2 3 4 5
40-03=12; 40-045=18; T—

Figyelembe véve, hogy a fels hatir mir jobb jegyet ér, a tiblizat kitolthets.
Innen a jegyek modusza kozepes, medidnja pedig a 10. és 11. elem dtlaga:

.,

a) Afeladat csak a tbldzatban jelzetteket kér-
sl e Lol eyt e
at. Osszesen
lgy az egy fGre juté kozép-
360°
8

Az egyes kategbridkra jutd szogek:
0-3:20° 4-7:80°% 8-11:120°

12-15:60°, 16-19: 80°
b) Mivel nem ismert, hogy egy-egy kategridn beliil mi az életkorok megmzlmu a legkisebbet
akor hibizruk, s Koegorahatirok szimian Kozepével szimolunk
111,544-5546-9.5+3-13,544-17.5
8

Testvérek ttrainak megostisa

03

16-19

ponti szog:

=20°.

12-15

(=0

10,61
Atestyérek dtlagéletkora 10,6 6v.

@ Az egyik iskoldnak legyen N, a misiknak N + 40 végzGs tanuldja. Mivel az Ssszesitett dtlag
(360) kozelebb esik a 340-hez ennek az iskoldnak nagyobb siillyal kell az dtlagban szerepelnie,
itt van tobb di +40). A két iskoldban szerzett pontok szdma 340 - (N + 40), illetve 420-N.
Az dtlagbol egy egyenletet irhatunk fel:

340-(N +40)+420-N
2-N+40

innen dtrendezések utan 0. Azaz a 420 pontos dtlagot produkl6 intézményben 20 fG érettsé-
gizett, a 340 pontot produkiildban pedi 60.
Megjegyzés: Hanem jut esziinkbe a feladat elején leirt  okosk ljunk neki megvizs-
it a oot eseet Exkor az ezyenletbl Ve negtiv énck adodik,fy et a csiet Kirhatjok

=360,

a) Ha csak ennyit tudunk, akkor az dtlag
oy
2+n
Innen akdr prébilgatssal, akir az aldbbi szémitdsokkal:
T304+3320=332- (24 m)<6:5+n-4+9:3+4:243:1<
<339-(22+4 1) =74,58 + 3,390,
Mar kiilon kezelve a két oldalt:
73,04 +332m<68 +4n 65 68+ 4n<T4,58+3.39n
504<068n é 061n<658 = T4<n<l08.
Ennyi informéci6 tehdt nem elég, n lehet 8,9 vagy 10. Az osztdly Iétszima pedi lehet 30, 31
vagy 32 f6.

31330

Rendezve:
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b) Legaldbb kozepest it 15 +n f6. Atlaguk
6:5+n-4+9.3
LARLUIGASAEDE
1540

Innen
0,130 < 1,05, vagyis n<807.
Ez mir elég a pontos énék meghatdrozésihoz, n=8. Az osztdly pedig 30 fGs.

@B a) 93000 km?-0,12 = 11160 km? Jre——
5) 93000 km?-0.2 = 18600 km? a jelenlegi v
erdteriilet. 1950 és 2010 kzitt 6 darab tiz- 18000
Gves periodus van. A kozben lett erdterii- 5000
letet kell osztanunk 6-tal: Ll
18600 - 11160 it
=2, 3 Hed
oom
Atizévenkénti dtlagos novekedés 1240 km?. on
¢) A vonaldiagramon @sszesen 7 éricket kell brl
jelolniink (az elsG periodus elejét és az utolsé T i e a0 20
Végét is).
@) Ha csak az A ¢s C termék minGsil veze-
t6nek, akkor ketiejiik dtlaga: Inmdsbstssk
s
380044200 _ o i
2 § 4
A megadott dtlag azonban 3900, amib6l
az kivetkezik, hogy a D terméknek is vezetG 3
terméknek kell lennie. Az tlagbol mdr meg
tudjuk mondani D darabszdmit is:
38004420040 _ g0 :
3
ahonnan D = 3700, o
s o o«

b) A helyes oszlopdiagram az dbrén lithat6
@B ) Hirombetds kodokat az A, B, C jegyekbdl 3-3-3 = 27-féleképpen készithetiink.
b) Ha 27-en jimak az osztdlyba, akkor egy fore  "Erggmiem™ 133 45 ssamsen

ELLT sy W e s s 2 a0
z 2 Fo 3 3 6 6 9 27
Kozépponti szog jut. fgy a tablazatunk: —
A Kitoliott ubldzat alapjdn Kinnyen készit- 2
hetiink oszlopdiagramot. 6

¢) Akbrdiagramon sorban jonnek egymds utdn
a jegyek (rangsor), fay a medidnt az egyenes-

szogndl taldljuk (j6), a modusz pedig a leg-
nagyobb teriletd rész (jeles). | I I I
o
T8 o 0
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a) Jeloljiik a megtérilési ritit M-mel, a dolgozok szima legyen D, a gyértott termékek ezres
darabszima T. A szovegbol tudiuk, hogy M % Legyen mondjuk a babagydrt6 részleg ritdja

My =2.5, a ruhagydr6é M, =2. Ismerve a képletet & azt, hogy mindkét részlegben 7 =40,
4
meg tudjuk adni a dolgozk szdmét is: nb:;’l:m & n,:%’ 20.
) Amegtérisirita maga is egy dtlag:azt mutatja meg, ilagosan hny ezer terméket gyirtot e
cayollen dolgor 16 ala. A legegysaariben iy kapik meg s ey vomatkors
éntéket, az Bsszes legydrtott terméket és elosztjuk az Gsszes dolgozok

,22.

Ez pedig két tizedesre kerekitve M = %

és: Szimoljunk utdna, hogy ez nem a két rita szémtani ftlaga. Annak ériéke ugyanis

,25. Hamindenképpen dtlagolni akarunk, dn. harmonikus dtlagot kell szamolnunk:

a7 tres babik € ik eldidbl 20000- 1500 + 200002250 =75 il Ft evé.
telhez jutott a cég. A feldltoztetett babik viszont a babatest és a ruha cgyiities mml annak
70%-val tobbért keltek el, vagyis (1500 +2250)-1,7 'S Ft-ért. Ebbdl is tudtak
20000 darsbor, 137 500000 Fox bevetel ek e fay. A eés dssres bevétele a ke inazege.
2025 millig Ft.

) llonds ofe ook ienériitnd a7 st 6y icrmclcsél az clzShis viszonyituk: ceysze-
kifejezziik szizalékban. Ezek az ardnyok az évek sordn rendre

=1,666; 5:0,8.
5

Selzléktan megfogalmazva mondhauuk ezt: atermelés az elz6 évinek 150%-a, 166.67%-a
s gy is: az éves termelés elszor 50%-kal, majd 6.67%-kal nove-
kedeu végiil 20%-kal csokkent
) Avhloaks bagos minéke 2 2 egyeten e, aivl b indoom &uben nveka (vngy
sikken) a termelés, akkor ugyanott tart, mint a valsdgban. Tudjuk, hogy a termelés 20000 darab
volt 2000-ben. Vanyu olyan szimot keresiink, amire igaz:
20000+ 1,50+ 1.667-0.8 =20000-g- ¢
20000-rel Iehet egyszertsiteni:

Innen — akdr probalgatissal is — kapjuk:
g=126.
Vagyis s dlagos évenként novekedés 26%, leve az el625 évinek mindi 126%-a.
Megjegy: lag sem szmiani ditlag, hiszen az 1,322 lett volna. Un. mértani vagy geo-
metia iagot spimolionk, harmadik £ykot vontunk hirom szim SsorzAldbol
1.5-1,6666-0,8 =1,26.
) Ha cbben a mértékben novekszik a termelés, akkor 2004-ben a 2003, évi darabszdm 1,26-
szorosiit fogidk termelni. Szdm szerint 40000+ 1,26 = 50400 darabot.
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Jelolje az A Kategéridba esd iigyfelek szdmdt x, a B-be esdkét y, a C-be tartozokat pedig z
(ne feledjiik, hogy pocitiv egész megolddsokat keresiink). Ekkor a szoveg szerint felirhatunk egy
hirom egyenletbdl 4l egyenletrendszert:

x+z +25
2:(r-%)
106425y +30:
xty+z

Ha az els6 egyenlet kétszereséhez hozzdadjuk a mésodikat, akkor x és y kiesik, csak z ismeretlen
marad. Innen 2 = 50. Ezt behelyettesitve mondjuk a mésodik és a harmadik cgyenletekbe, mir csak
kétismeretlenes rendszeriink van:
y-x=25
10x +25y +1500
x+y+50

20(

orbl kifejezve y-t és behelyettesitve a masodikba, ott egy egyismeretlenes egyenletet
kapunk. Atrendezve

35x+2125 = 40x + 1500
25 és y=150.
325 f6t kérdezett meg a kozvélemény-kutats cég

alaki, ahonnan

x
A kérdésre a vélasz tehdt 125 + 150 + 5
a mobilszolgaltats megbizisibol.

Bir a megadott fiiggvény dx\zkrél pontokbol ll, azért fel kell ismerniink a képluében a forditott

dlldst paraboldt: f(x) = —(x —2) + 14. Akdr fiiggvénytranszformécis Iépésekkel, akir egysz
behelyettesitéssel Oclrajzolh'luuk a fiiggvényt. Az dbra wlajdonképpen egy mzlopdm"mm (ha
a pontokbl merdlegeseket bocsdtandnk az x tengelyre). A fiiggvény értékei adjdk az tigyfelek

szamit, igy a rajzrdl leolvashatjuk a megolddsokat
Napi ek megoszisa
=
weto
G
et
Sunta

a) Afiiggvény x =2 helyen veszi fel maximumdt, igy a ké
b) Az egyes napokon rendre 13, 14, 13, 10 és 5 vendég érkezik, 0
tartoz kozépponti szog: P
=l
iay az egyes napokon érkez0khoz kb. 85,1% 91,6 85.1° 65.4° és
diagram a jobb oldali dbrn lithatd).
¢) Anapi dtlag egyszerd szimtani dtlaggal kaphat6 meg:
1341441341045

lezett nap a kedd.
szesen 55 6. Az egy fohoz

=654,

2.8° sziog tartozik (a kor-
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Vegyes feladatok — megoldasok

D o Prbilgatisal vagy s 15:1-0+ 1) =30 o
képlethl: 5 perc, & ezalatt 4,5, 6,7, § szem i
Krumpli {
b) Az oszlopdiagram az dbrén l4thato. :
5
‘
z I
2
'
.

a) Mivel rigeslnivalékra a pénzénck csak

10%-dt koltotte, Elelmiszerre pedig 40%-ot, B
ahelyes vilasz a négyszeres s20rz6. >
) A Kerdiagram (@lelmiszcr 12 € ok 6 &
setilkoddszer 9 € és rigesa 3 €) az fbrin  esoma
Iithats be 1
oot
{7 a) Az oszlopdiagram a bal oldali dbrén lithato.
b) Adjuk Sssze az egyes énékeket, de ne feledjiik a 25-s szorzot:
20041504100 4125 _ 0
25
) Akirdiagram a jobb oldali dbrén lithat.
Eves gaztogyasates Eves dramlogyasztés.
£
7
4 Nt st
2 o v
o
ki
i
=
i
™
o | I W
2 75k . egyedéy.
o i

Lot Loty Nregeoe Noregnoy

a) A pénzek terjedelme: 9, medidnja: 2, modusza: 1.
b) Mivel a szdmtani dtlag = 3,54, igy ez a cimlet az 5 eurds.

) Az egyszerre eladott gombocok sziménak terjedelme: 3, médusza: 2.
b) Amedidn: 2,5. A szimtani kozép: 2,54




B ) Medidn = Médusz = 5.
b) Aszimtani ftlag: 7.5.
) 3,16 és 3.7 kozot véltozhat, ez koriilbelil 9,5%-os visszaesést illetve 5.7%-os nivekedést
jelenthet.
b) Anégy hidnyz6 fthatou 5, 5.5, 2 vagy 5. 5,4, 3 vagy 5.4, 4, 4 érdemjegy( dolgozatot.
a) Ha a kategbriakozepekkel szimolunk (végiil pedig 4.5-tel), akkor a becsilt dtlag: 1,83 Két ok
miatt lehet az dtlag problémds: egydlialdn nem biztos, hogy a kategdridkon belil egyenletes
a betétek megoszlisa (pedig a kozéppel ezt ételezz illetve az utols6 kategdria nincs.
lezirva, ott gyakorlatilag barmekkordk lehetnek a betétek.
b) Ha mindig az als6 hatfiral szdmolunk, akkor az dtlag = 1.3, Az eltérés igy 0.5.
) A pontos felsG érték birmekkora lehet, hiszen az utolso kategria felilrdl nincs lezdrva.
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