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Tisztelt Olvas6!

Feladatoy(itemény-Sorozatunk egyedildlld a kizépiskolal matematika feladatgyitemények kozott
A konyvek felépiése pontosan koveti a Sokszind matematika tank=onyvcsalad koteteinek szerkezetst,
igy akik ezekbol a tankonyvekbol tanuinak, kbzvetlenil alkaimazhatiék az orai munka és az 6nélo
ayakorls, sot az éettségi fekészilés soran s

Ugyanakkor — mivel a feladatgyitemények felépitése természetesen megfelel a tantargy bels6 logika-
janak és az iskolakban altaldnosan alkalmazott kerettanterveknek — minden nehézség nélkil haszndl-
hatjék azok s, akik mds tankgnyvekbSl tanuliék, iltve tanitjdk a matematiat.

Afeladatok nagy szdma és véltozatossdga miatt a tanuiok bségesen taldinak a maguk szaméra kitizott
szintnek megfeleld gyakorlsi lehetGséget. oy a tankonyveket s a feladatgyiteményt eqyiitt haszndva
Kellg jartassagot szerezhetnek a feladatmegoldasban

Az egyes feezeek vegen tahald Vegyes fladalok tekintéstadnak azado feezet anyagabd, ezrt
ol seqithetk az atfogabb szamonkérés eldt felkeszlést.

A feladatok nehézségének jeldlése
Minden fejezetben harom kiilonboz6 szintre bontva talljuk a feladatokat:
FID  Gyakorld feladatok: olyan feladatok, amelyek — akér a tandrakon, akar hazi feladatként —
elsegitik a megtanult ismeretek elmelyitését, (narancssdrga szind feladatsorszm)
EZED - Kazépsain feadatok: a2 adot témakoroen mas temdkioz is Kaposolods problémak,
melyek IGsegti a tantargy komplex ismétléset, a matematikai
kompetenciak elsajatitasa mellett azok alkalmazasat. (kek szin feladatsorszam)

BB Emelt szinti feladatok: az emelt szintd érettségire valo felkészilést segitd problémak,
melyek nemesak megoldasuk nehézségében kilonboznek az el6zGektdl, hanem felvillantjak
‘amatematika szépséget is. (bordd szind feladatsorszam)

A [elada(ok sorszamozésa
feladatainak a egyes koteteire utal.
AQ évfolyam feladatai az 1001-gs, a 10. évfolyam feladatai a 2001-gs, a 11. évfolyamé a 3001-es,
a12. éviolyamé pedig a 4001-e5 smslamlu\ kezdodnek. A 12.-es kotetben a négy év anyagat
4 latai az 5001-es sorszamtol indulnak, ezéltal segiti a feladatok
Kozt valogatast az éretségire ‘orind ok ealskor

Megoldasok

A feladatgydjtemény minden feladat megoldasét tartaimazza. A gyakorlo feladatok esetén csak a vég-
eredményt kozoljik, més esetekben pedig annyira részletezzilk a megoldasokat, amennyire azt peda-
gogiai szempontbol szikségesnek tartottuk.

A kitizott feladatok megoldésahoz j6 munkat és j tanuldst kivanunk!

A szerzok
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Sailkséges, elégséges, szikséges és elégséges felétel
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A hasonlosag néhany alkalmazésa a terilet-
Gt e
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Vegyes feladatok |. - 54 194
Tévolsagok meghatdrozasa hasonlosag segitségével,
56 200
Osszefiiggések hegyesszogek szogfiiggvényei kozott,
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miveletek koordi adott vektorokkal il 236
Vegyes feladatok Il 72 239
10.5. Szdgfiiggvények (2633-2130)
A szinusz- és koszinuszfiiggvény definicioja,
egyszerd ulajdonsagai . 7 24
i ény grafikonja 7 244
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Atangens- s kotangensfiiggvény 8 261
Osszetett feladatok és alkalmazésok 81 264
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A i hasznalt ikai jelolések
Jeldlés Magyarazat
N a termésetes szimok halmaza
z a2 egész szimok halmaza
zn2- K hal K hal
Q araciondl K halmaza; halm
(S apori i halmaza; a i halm:
R a vals szdmok halmaza
R* R a pozitiy valos szdmok halmaza; a negativ valds szimok halmaza
acAibeA a eleme az A halmaznak; b nem eleme a2 A halmaznak
Ach Ahalmaz részhalmaza B halmaznak
ccp C halmaz valodi részhalmaza D halmaznak
EaF E halmaz nem részhalmaza F halmaznak
AUB; CAD; EE | Aés B halmaz uniGja; Cés D halmaz metszete; E és F halmaz Kulonbsége
2. () res halmaz
i a2z A halmaz komplementere
1Al az A halmaz elemszima
ASB.CoD ha A, akkor B; _C akkor és csak akkor, ha D
[a: 6] a, b zirt intervallum
[a: 6l a, b balrdl zirt, jobbrol nyitott intervallum
Ja: b] a, b balrdl nyitott, jobbrol zrt intervallum
Ja; 5[ a.bnyitott intervallum
t n faktoridlis: ! =n- (1~ 1) (1-2)-...-2-1
Fixe a2 figavény hozzdrendelési szabilya
I a.f Tugavény helyettesitési énéke az x, helyen
A . szdm abszoldt énéke
(0] . seém egésunésze.
{x) az x szdm tortrésze
I . szim négyzetgyoke
[ . szim n-edik gydke
alb 4z szim osadja a b szimnak
@b 4. s b szim legnagyobb koz0s osztdja
) 4.0 6 b szim legkisebb kozos (0bbszondse
AB. az A pontbl B pontba mutaté vektor
a0 @vektor mllveKior
< seig
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és elégséges feltétel

zitsiik ki az aldbbi mondatokat a megadott szavakkal, szdmokkal tigy, hogy igazzd valjanak.
Keressiik ng az Gsszes megoldist
a) Ha e; akkor
(orins termésoeis, ozé
b) Ha egy négysz
(négyzet, 1églalap, pamlclanmmmx rombusz, trapéz, deltoid)
s.

. raciondlis, irraciondlis, valds, V2, 2, 2%)

¢) Ha egy szimnak oszt6ja ..., akkor oszt6ja
(1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10)

d) Hme[,y szdm bbszoroise ... -nak. akkor wbbszorose ...-nak is.
5,79 13 15; 17,19, 21)

Fogalmazzuk it a kovetkez6 llitdsokat ha valami ..., akkor ... formdba
@) Minden bogir rovar. b) Minden holl6 fekete.

Fogalmazzuk it a kovetkez6 dllitésokat minden .. .. formdba.
a) Ha egy négysziog négyzet, akkor az egyenlG oldald.

b) Ha egy szim oszthat6 6-tal, akkor oszthaté 3-mal is.

— Ha holnap esni fog az es, akkor nem a strandra megyiink, hanem meghiviak moziba — igéri a fid
a ldnynak. Mit kell tennie ahhoz, hogy fgéretét megtartsa, ha:
a) misnap esik az es6; b) mésnap

nap?
Ha a film eleje jo, akkor végignézem.

Dontsitk el, hogy az aldbbi szitudciokban igaz-¢ az eldbbi kijelentés.
a) Afilm eleje j6 volt, s végig is néztem.

b) Bar a film nem kezdddott 61, azért megnéziem.

¢) Afilm eleje j6 volt, de nem néztem meg.

d) Afilm eleje nem volt j6, és nem is néztem meg.

Az aldbbi képeken hirom futballmeces eredményei szerepelnek. Adjuk meg az sszes rés
credményt, ami sziikséges volt a végeredmények Kialakuldsihoz.

Adott a kbvetkezs dllitds: Ha valamely négy:
az paralelogramma.

a) Dontsiik el, igaz-e az dllitd
b) rzuk meg az dllités ftdsdt. Igaz-e az llitgs

) Mi ¢ljiik az dllitdsban a 61, hogy az litds és

jgnek van egy parhuzamos oldalpirja, akkor

is igaz legyen?
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BT Pitagorasz tételét
oldaldnak négyzeto
kkor .. kovetkeztetésre. Hogyan nevezziik a hiromszdg oldalai

r derékszig, ha két
szege egyenld a harmadik oldal négyzetével. Bontsuk ezt az llitdstkét ha...,

y Egy.

Hol van a derékszog?

D Olvassuk el az dllitdsokat, majd oldjuk meg az alattuk levs feladatokat.
A: Ha egy négyszig akkor

B: Ha egy hdromszisg tengelyesen scimmetrikus, akkor szabdlyos.

C: Ha egy hdromszig derékszigt, akkor a kiré it kir kizéppontja az egyik oldal felezdpontja.
) Fogalmazzuk meg az dllitdsok megforditdsdt

sokr6l és megforditdsaikrdl, hogy melyik igaz, melyik hamis,

b) Dontsiik el az 4l
) Mondijuk ki gy mondatban a C lldst & mesforditisit. Kezdiik fey: Egy hromszig pon-
tosan akkor ..., ha ... Hogyan nevezziik a kitintetett oldalt? Mi az dliitds neve?

B Bazsa Rozsa virdgirus 6t kosdrbol piros és fehér rozsikat drul. A kosarakban vegyesen vannak
avirigok. Ha ezt a kosarat eladom, akkor kétszer annyi piros rézsim marad, mint fehér - gondolja
magdban. Melyik kosdrra gondolt Bazsa Rozsa? (A kosarak ald a bennitk levd virdgok szdmit fituk.)

16 15 13

@I Egy kisillat-kereskedésben a vevinek megtetszik az egyik papagdi. A kereskedd azonnal dicsérmi
kezdi az dllatot: Ez a leghedvesebb madarunk. Mindent elismétel, amit esak hall. K&t hétel késGbb
azonban a vevs felhdborodva hozza vissza azzal, hogy a kereskeds hazudott neki, mert folya-
matosan beszél a madiirhoz, de az vagy hallgat, vagy Gsszevissza énckel. Erre persze a kereskedd
kéri ki magdnak, hogy 6 ugyan igazat mondott! Kinek van igaza?

BB Jitsszuk a kisvetkezd jitékot! Készitiink gyufaszAlbol két kupacot, az egyikben 4, a misikban 6 szl
gyuival Az gy iekos vz vlamennyit s cgyik kupachdl, mjd tese étaeranyit a misik
kupacha. itekos is et tesi, majd addig folytatjik a miveletet egymist viltogarva, amia
egyenlG nem lesz a két kupachan a gyufik szima. (Gyakorlatilag bérmennyi gyufaszdl a rendel-
kezésitkre dll.) Az nyer, akinek a Iépése utdn a két kupacban egyenlG lesz a gyufik szdma. Ki lesz
a gyoztes: aki kezd, vagy aki misodiknak rakosgat?

TR Hanyast kap a mindent megtanuld didk, ha a megtanulhatatlan matematikdbol felelteti a tandr?

Gabriella és Péter eltt van egy kupacban 100 szl gyufa. Felvdltva vesznek el beldle legaldbb 3,
legfeljebb 6 szdlat. Az nyer, aki utdn a msik mr nem tud elvenni a kupach6l szabilyosan. Kinek
van nyerd stratégidja, ha Gabriella kezd? Mi ez a stratégia?

B Gabi és Peti modositottik az eldbbi jaték feltételeit (Gabi unta, hogy mindig vemn Van el6tik

az asztalon egy kupacban 100 gyufaszal. Felviltva vesznek el belGle, de egyszerre .4 vagy
5l ayati Az veui ki mit rem tod szabilyosan syufit civeni a upachol. Seisink Cabindk,
hogy sikeréménye legyen! Kezdien, vagy hagyja Petit kezdeni? Hogyan jdtsszon, ha nyerni szeretne?

Frédi és Béni, a két kokorszaki szaki irdndulni vitték Vilmit és Irmiit a Yellowstone Nemzeti Parkba.
Sokiiig ot maradtak, kizben besbtétedett. Most éppen egy kiddlt fin kellene dtkelniiik minél

ban ~ zrds utdn az Grok kiengedik a kardfog tigriscket -, azonban csak gy limpdjuk van,

amit nem dobilhatnak. Sajnos a fa egyszerre csak két fot bir el, limpa nélkil pedig cgyikiik sem

mer rajta dtkelni. Hogyan oldjdk meg a dolgot 17 pere alatt, ha a holgyek a legbitrabbak, legjobban

1




[2015]

[2019]

am

[2021]

am
[2023]

" 10.EvroLyam

pedig Frédi fél az dtkeléstGl? Az dtkelés Frédinek 10 percig, Béninek 5 percig, Vilménak 2 percig,
Irmdnak | percig tart. Természetesen egy lassabb s egy gyorsabb illetG kclésekor a tassabh
sebességével tudnak csak egyitt haladni.

Az osztdly a kdvclkcz6 jétékot jitssza. A tandr felirja az 30 szémokat a bl
a tanulk egyesével kimennek a tiblhoz, és két leluuleg:\en szimot le
Visszairva a RUlonbségliet. AKi utdn oz egyetlen O szim marad 4 dbldn, annac a tand
tGst. Joszivi-c a tandr?

2

Skatulyaelv

Egy osztdlyba 36 tanul6 jir. Igazoljuk, hogy van:
a) legaldbb 6 didk, akinek sziiletésnapja a hét ugyanazon napjdra esik;
b) legaldbb 2 tanul6, akinek sziiletésnapja a honap ugyanazon napjdra

Egy iskoldba 618 didk iratkozott be szeptemberben. Mutassuk meg, hogy van:
a) legaldbb 2 tanul6, akik az év ugyanazon a napjdn sziilettek;

b) legaldbb 12 tanul6, akik az év ugyanazon a hetében itk meg a napvildgot.

) Minimlisan hény gyereknek kellene az iskoldba jami, hogy mindkét allids igaz legyen?

A nulettkeréken 0-t61 36-ig vannak jelolve a A0 761d szindi, a t6bbinek a fele piros, a fele
fekete Legalibb hny ot vilasszunk ki Kozl vleienszeren ha a1 akarjuk, hoey birosan
legyen koztiik hdrom:

a) egyforma szindi;

b) Kiilonboz

Télap6 zsdkjdban 7 kiilnboz fajta ajindék van, mindegyikbol ugyanannyi darab, Legaldbb hany
ajind¢kkal kelt itra, ha legkevesebb 36 darabot kell kivennie a zsikbGl ahhoz, hogy biztos legyen
Kozoik 6 egyforma jaek?

Mutassuk meg, hogy 6t darab 1000-nél nagyobb primszdm kozott van keud, amelyeknek utolsé
szimjegye megegyezik.

Akrampusz zsikjdban Gsszesen 30 virgics van. A virgicsok obbfélck, de mindegyik fajtdbol ugyan-
annyi van. Hinyféle virgdcsot hozott magéval a krampusz, ha ahhoz, hogy biztosan legyen kit
3 cgyforma, legaldbb 11-ct el kell vennie a zsfkbol?

A 335 cm dtmérdji dartstdbldra egy hattagi bardti tirsasdg doblja az dbran ldthat6 nyilakat,
mindenki ms szinnel jatszik. Feltételezziik, hogy a dobdsok mindig eltaldljdk a tablit, és benne is

maradnak. / / / / / /
FEELEE

) Mutassuk meg, hogy a tdbldn minden fordul utdn van két nyil, amelyck legfeljebb 29 cm-re
vannak egymdstdl. (Fordulonak vagy komek nevezziik, ha egy jitékos egymis utdn eldobta
asajt hdrom nyildt az iires tdbldra.)

Az utols6 ki végén minden jitékos a tébldban hagyja a nyilait.

b) Igazoljuk, hogy ekkor legaldbb ket pér nyil van, amelyek tévolsiga 119 cm-nél kischb.
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@ Ha megllitunk az utcin 10 embert és megkérdezziik, hogy idén a hét melyik napéra esik a sziletés-
napjuk. akkor az aldbbiak koziil mire érdemes fogadnunk? (Mi az, ami biztosan teljesiil?)
a) Lesz kivtiik ket akik ugyanazt a napot mondjdk.
b) Lesz koztiik hirom, akik ugyanazt a napot mondjdk.
¢) Lesz legaldbb hdrom olyan nap, amit legaldbb egy £ mond.
d) Lesz legaldbb két olyan nap, amit legfeljebb egy £ mond.

guanj, hogy ¢ négystsdm ki vgy van el oszhat,vagy van ke, amelyek kitnbutge
tizzel oszthatd,

Adjuk meg n értékét, ha igaz rd a kovetkezG: n négyzetszdm kozott vagy van héttel oszthat6, vagy
van koztiik kett, melyek kiilonbsége héttel oszthat6.

Sorba rendezés I. (kiilonbozé elemek)

) Juli néni mind rt vet az alébbi

i lhatrorza, hogy minden évben mis sorondben it czyms i novcnysomka(”

(

<&

) Hanyféleképpen alkothat hatosfalat egy kézilabdacsapat pélydn IévG 6 mezonyjitékosa?

5nbdz6 k

isvasutat kapott ajéindékba, a készlethez egy mozdony és négy kil

Peti drt. Hanyféle
sorrendben akaszthatja a mozdony utdn a koesikat Peti?

B Zsuzsinak tulipdnos, rézsds, hévirdgos és liliomos tedsbogréje van, mindegyikbdl egy-egy darab.
Hanyféleképpen teheti Gket sorba egymds mellé a polcra?

D Peti észrevette, hogy az ajdnd¢kba Kapot Kisvasdt négy KiilonbozG koesijat akar a mozdony elé is
Kapesolhat dllithatj igya négy kil

4ll6 szerelvényt Peti?

FIE Robi baritom egyik polcan hat kiilonbozs film sorakozik DVD-n. Hinyféle sorrendben teheti
a pﬂlcla egymis mellé Gket?

dimokat, majd tigy for-
iy szamlapot, hogy a 12-es lcgycn felil Hényiéle Kulonbzt ssimlapot kaphatunk fey?

Sorba rendezés I1. (tobb tipusba tartozo azonos elemek)

[2035] Ermegy\'l_ué Ernének az dbran lithat egyforma Lajos-aranyai és azonos Ferenc Jozsef Korabeli
st Korondi vannak. Hinyfél lt:kepp tehet egymis mellé dket a vitrinben? frjuk fel a lehetdségeket.
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D Hinyféle sorrendben llhat a rajtvonalra négy liny és ot fid futé a mezei futoversenyen, ha esak
anemiket vessziik figyelembe?

FIED Hanyféleképpen olvashatjuk ki az aldbbi téblzatbGl Barnabds
a bal fels6 saroktl esak jobbra s lefelé Iépkedhetiink

o> w
Z ™ >
>z

N A
A B
B A

@@

FIED Bednak van hidrom cicfs, ket kutys és négy zsirdfos bogréje (az egyfajta bogrék egyformak).
Hinyféle sorrendben teheti a konyhaszekrényben egymds mellé Bea a bogréit?

EIEE) Juli néni minden évben pont néay sor sérgarépit, ot sor epret és cgy sor (Kot tltet. Hany évig
Kertészkedhet, ha évente mis sorrendben akarja egymis mellé iltetni a nivénysorokat?

I Hidnyféle sorrendben Iehet eimi a Badacsonyiomaj virosingk nevében szereplG:
a) mi b) ) Osszes bett?
A dupla méssalhangz6kat egy betdinek szimitjuk.

I Hiny Kilonbozs olyan tjegy ssimot ichatunk fel a himas szimrendszerben, melyben két
egyes jegy szerepel, viszont nem szerepel zérus?
I Robi DVD-gydjteményében van négy csalddi vigiitek., hat sci-fi és keét krimi (mind kilonbiz0).
a) Hinyféleképpen teheti az osszes filmet egymds mellé?
b) Hinyféleképpen teheti Sket sorba a polera, ha az egyes tipusi filmeket a feladat szovegében
szerepls vigjdrék — sci-fi — krimi sorrendben teszi egymés mellé’
¢) Hanyféleképpen teheti Gket sorba a polera, ha csak annyit tudunk, hogy az azonos fajta DVD-
ket egymds mellé rakja?
9 Hinyfelképp ther et egymis melié, b csak  imek tpusit vessaik figylembe a sorba
diskor? (Ebben az esetben a kategdridn beliii filmeket nem kiilonboztetjiik meg.)

B Egy kor alaki asztal mellett négy szék van: egy az ajt6 fel6l, egy az ablak alat, egy a fal mellett
és egy a kandall6 eldtt. Szamoljuk ki, hdnyfelekepp foglalhat helyet az asztal koril négy £6, ha:
a) figyelembe vessziik, hogy ki il az ajt6, az ablak, a fal, illetve a kandall6 felol.
b) csak az asztal melletti sorrendjiket vessziik figyelembe valamilyen krbejdrds szerint.
¢) csak annyit vesziink figyelembe, hogy ki kinek a szomszédja.

B A dorin it sedmlépest  pontk iinydba skimeddig
folytathatjuk. Minden tégldjdba egy pozitiv egész szimot frunk:
jobbrol balra az elsG fok tégldjiba az 1, a misodik oszlop két
tégldjdba az 1, 2; a harmadik oszlop hdrom tégldjdba az 1,2, 3
szimokat és igy tovibb. Az oszlopokon belil mi dontiink, hogy
melyik szim melyik tégldba keriljon.
Hinyféleképp szimozhatjuk a tégldkat, ha a lépesdnek:

a) hérom foka; b) négy foka;
¢) n foka van, ahol n poitiv egész?

B B nemré kezdet érméket gytjeni,cddig S S G Vi gl kst
sunkkor a k sttette: Ha még keti 01 és egymaistdl is é
megszerzek, prrmich o bbfeleképpen udom dher vitinben, sortegymds mellé e, mint
most. Hiny darabos gyGjteménye van érmegy(ijtd Emdnek?
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arkéndl fogva, az dbrn ldthat6 hurka-
bl Késplhric g aplfonrol. Eey kis Knicabogi aszag- 4
gatottal jelolt kitélen mszik le. Elérve a ricsot az A csicsban
megpihen, majd vélasz a lefelé vivé lehetdségek kiziil. Minden
rdcspontban ugyanez teszi. Hany kilinbozd tton juthat le A-bGl
B-be, ha lefelé haladva mindig kizelebb keriil a B csdeshoz?

n darab

B A vurstliban a krhinta tetcjét fedd viiszon tigy készilt, hogy a nagy, kir alaki
consimorot, caybevizo Kircike osstoik, majd n ssimi kilbnbdza szind fes@kkel me.
festették az egyes részeket. Hanyféleképpen szinezhetiék a visznat, ha:

a) figyelembe veék, hogy az els6, masodik, .., n-edik Korcikkben milyen szin szerepel?

b) esak a szinek sorrendjét vetiék figyelembe adott kori

¢) csak azokat az eseteket tekintetck kiilonbozonek, ahol legaldbb egy s
szédja mds, mint a t6bbi esetben?

s szerint?

legaldbb egy szom-

B Egy kilenc foki IépesGn szaladunk fel: a lépesofokokat vagy egyesével, vagy kettesével szedjiik
Hanyféleképp mehetiink fel a Iépesdn az egyes Gs kettes Iépések sorrendjét figyelembe véve?

@0 Ermegy(ijtd Emnd mér hirom egyforma Lajos-arany boldog tulajdonosa. Az interneten alkudozik
néhany egyforma, ém az 6vét6 kilonbzs Lajos korabeli érmére. Nem tudja pontosan, hogy hany
darabra szmithat, csak ennyit it az elads sejtelmesen neki: A meglévikkel egyiitt 84-féleképpen
teheti majd sorba egymds mellé a vitrinben a Lajosokat. Hény arannyal gazdagodik Emd gyjte-
ménye, ha nyélbe ik az iizletet?

@D Kriszta j6 iddben a kert grillen siii a vacsordt: csi &, szalonna- és gyii dkat h

nyirsra, egy pélcikdra mindig 8-at.

) Hinyféle sorrendben llthat dssze egy nyfrsat az emlitett ételekbol, ha mindhdrom dsszetevst
haszndlja és legaldbb 4 darab csirkemellkockat szeretne feltiizni

Tételezziik fel, hogy Kriszta nagyon sok fre késziti a nydrsakat.

b) Hiny darab csirkemell-, szalonna- és gyiimoleskockdt kell végnia, ha az dsszes, a fenti feltéte-
Teknek megfelel nydrsat el akarja késziteni? Hany kilogrammot kell vennie az egyes ételekbol,
ha minden ételdarabka mege 10 gramm? (Az azonos fujta érelek kockdit azonosnak tekinjiik
Az egyes darabokat sorban egyms wtdn tiizziik a pdledra.)

zes kiilonbiizd sorba

a) Legyen A = {minden pozitiv egész n esetén n kiilonbozé elem
rendezései szimdnak utols6 jegye). Mennyi az A halmaz elemszima?

b) Az f fiiggvény hozzirendelési szabilya f: Z* — A, f n-hez rendeli az n Kiilonbozs clem

sszes kiilonbz6 sorba rendezései szimdnak utols szimjegyét. Abrdzoljuk az f fiiggvényt.

Egy n cxység magas suimiépesttegymids el éfet,mindigeggye b gl 16 cclopok
alkotnak, a k. oszlopban 1,2, ... glival (mint a 2044, feladatban).
Az egyes oszlopok tégldiba rendre az 1 az 1,2; az | z .. n szamokat frjuk
valamilyen sorrendben.
a) Hiny tégldbol dll az n foki szimlépess?
b) Mennyi az n értéke, ha tudjuk, hogy a lehetséges téglaszdmozisok szdma pontosan 5 nullira

Végzdik?

) Van-e olyan n érték, amelyre a fenti vélasz pontosan 6 nulldra végzGdik?
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(udxébmn ten jelentkeznck egy jitékra a kozonség soraibol: Alfréd, Bettina, Cemm,

s Erik. Otk koziil végiil két fot vilasztanak ki, és ket a diszlet eltt egymés mellé
Hénylc’lekcpp alakulhat a kint 411Gk sorrendie? irjuk fel a kialakuld parokat.

D Edina délutin ot vendéget vir, akiket ey locira fog leiiltetni a kert lugasban. Hogy ne fizza-
nak meg, a kilenc kilonboz6 mintdji pérngjabol tesz a Iedra G, Hanyféleképpen helyezheti el
a pémdkat a padon?

EI By pénzintézet hiom részbal a6 logdjdban az oldalt lithat snekbal mm
akarnak haszndlni hirmat: més és mas szind a hduer, a felirat és Om
amadi szeme. A grafikus az sszes Iehelséges dsszellitst elkészit. ’

Hény mintét nydjt 4t a megrendelonek? = O
BubosBank

P A motorverseny egyik futamdn huszonegy versenyzG indult.
a) Hinyféle sorrend alakulhatott ki a verseny végére, ha kozben senki sem esett ki, és nem volt
holtverseny?
b) Hinyféleképpen dllhattak volna a dobogdra a versenyzok kozil hirman, ha véletlenszerden
alakul ki a végeredmény és nincs holtverseny?

B Az online levelez6 rendszer esak akkor enged hasznini eey jelszoL, bz pontosan 7 ilinbz6
karaktert tartalmaz (a karakter lehet szdmjegy, vagy a 26 betds angol bécé betdje; a kis- és n
betiket nem Kilnboztctik meg). Hany Kilinbiizd jelsz6 készithets lyen feltétclekkel?

FIH) Az aut6verseny 20 induljdbol csak az elss nyole beérkezs kap pontot: az elsG tizet, a mésodik
nyoleat, a harmadik hatot, a negyedikol kezdve pedig minden kovetkezs eggyel kevescbbet.
Hiinyféleképpen kaphatjék meg a pontokat a versenyzGk, ha nincs holtverseny és minden versenyzs

élba ér?

) Az egyris ridimiisorban a 10 perc beszélgetést mindig mésik 2 perces zeneszim koveli. A szer-
kes746 30 szimbol valogathat. Hanyféle sorrendben jitszhatnak le zencket a mai mdsorban, ha egy
rovidebb zenével kezdenek és egy rovidebb zenével fejezik be az adist?

FI A FUVOLAS sz6 betdibdl kisorsolunk négyet, és egymis utdn irjuk oket. Hanyféle killonbozo
betdsort kaphatunk igy?

Kiva as és sorba ésll. azonos elemek is)

) A piacon az egyik drus minden reggel Kitesz ot szem gyiimi a mérlege elé. Ezek lehetnek
ey csressmye vagy S206ssemek,akdr mind ugyanay s Hiny{él sorrendben tcheti K poré.
kit a mérleg elé?

FIA Az dbrin lithato egyszert szimzr minden tiresdja 1-4619-ig van
szdmozva. Hiny kiilonbisz6 bellitds lehetséges ezen a zdron?

IR Gibor elfelejtette, hogy kémidbol dolgozatot imak. A7 kérdés
mindegyikére A, B vagy C vilasz Kozl Kellet vilasztani cgyet.
tlthette ki Gabor ateszter?
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Pistdnak van egy POCAK nevi kis iizlete az utcdban. Hogy
_yobb:u\ Oclhlvja 1 a figyelmet, az dbran lithaté fényreklamot
A reklimban a betdk a P-t6 indulva sorban, de
vclell:nw:men jobbra vagy lefelé haladva villannak fel. Hany
kiilonbozG titon futhat le a fényrekldm?

T3 A rulettkeréken 0-161 36-ig szerepelnek az egész szdmok. Egyik
este Laci a rulettasztal mellett dllva titokban §t6s csoportokba
rendezve feljegyzi a porgeiések eredményeit. Hany kiilinbiszo
6t csoportot vethet papira Laci?

SR oE = T
x> Mo
=

I Egy dobdkockival addig dobunk, n nem kapunk. A kapott primet felj Ezt
megismétlj{k még hromszor, primeket sorban cgymi i irva. Hny Kilonbbg négyjegy
szdm lehet az eljdrds eredménye?

i) Hiny Kilinbiz6 négyjegy sedmot ihatunks fel himas szémrendszerben, ha nincs a felhaszndl
jegyek kozdtt a zérus?

Pille Panna osztdlyfonok a 28 £6s 9/D osztdlyban. Ki szeretn osztani az owlymkar gazdasigi
s ban inden

els, kultirfelelGs és sportos tisztségeket. Ehhez egy kalap! didk
nevét, majd:
a) visszatevés nélkiil; b) visszatevéssel

hiizat a kalapb6l minden tisztségre egy f6t. Hanyféleképpen alakulhat az osztdlyban a vezetd
személye az emlitett mdszerekkel?

2055 1) Egy négpirsts szémza’r minden tiresdjin 0-161 6-ig vannak jelolve a szamok. Hanyféle kiilon-
By e at

b) mny Kiilonboz négyjeayd pozitiv egész képezhetda 0, 1, ... 6 jegyekbdl? Egy szimjegyet
bszor is felhaszndlhatunk.

Gabi, Peti, Tomi, Eszter és Csabi fagyizni mennek. Mindegyikiik csupdn egy gombécot kér
a cukrdszda 20 killonbozs iz fagylaltjdbol (j6 nagy gombGcot mémek). Hinyféleképpen rendel-
hetnek, ha a fenti sorrendben jarulnak a pulthoz és:

@) mindannyian mds 26 fagylaltot kérnek
b) vannak legaldbb ketten, akik egyform:

24 fagylaliot kémek?

B a) Hiny olyan 6 jegy szdm képezhetd a
forma szimjegy?
) Hiny olyan 12 gy s képezheta atos ssimrendszerben, amelben van egalibb ket gy-
forma szimjegy?
¢) Hany olyan 6 jegy( sz4m képezhet6 a tizenkettes szimrendszerben, amelyben nincs két egy-
forma szdmjegy’

zimrendszerben, amelyben van legaldbb két egy-

BB Magyarorszigon 1994-ig az dbrén lithato
haszndltak. A betikhoyz az angol dbécé 26 betdjét, a szimokhoz
0,1.2, ..., 9 jegyeket haszndltik fel. Manapsdg a hdrom betd
és hirom szdm forméit haszndljuk:

a) Legfeljebb hiny killonbiozo rendszdmot adhattak ki régebben hazdnkban?
b) Mondjuk meg a mai érték pontos meghatdrozdsa nélkiil, hogy hényszorosdra novekedett
az érvényes rendszimok szima a véltoztatassal.
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ErmegyGijts Emot életében eldszir meghivik egy olyan killitdsra, ahol néhdny érméjét & is
bentatha. EmGnek 15 olyan b émdje vn,amely sz oot koronk| sk, de cock
Kozl csak néhdnyat 4l fgy zson16dott: Ha megengednék, hogy eggyel 16bb érmét
llsak ki, 12-scer annyiféleképp tinam dket sorba rakn, i gy Hng érm Athat ki Ema
ezen a kidllitdson?

Egy tavoli bolyz tavoli kis orszdgdban ~ ahol angol dbécét és arab szdmjegyeket, 10-es szimrend-
szert haszndlnak ~ most vezetik be a rendszimot a bolygokozi Grhajokra. A magyarorszdgihoz
hasonl hérom betd é hirom sz formit Fog alkalmazni, Hiny betdt é hiny szimjcgyet
haszndljanak fel, ha pontosan 8000 tirhaj6ra val6 rendszdmot akarnak elGallitani

A nagypilyés focimeces elsG félidejében a hazai jitékosok
az dbrn jelzett helyekrdl végeztek el egy-cgy szabadrigast.
Hanyféleképpen végezhettck czeket sorban cgymis utdn a jté-
Kkosok, ha legaldbb cgy szabudrigst a kapus rigou? (A Kapus

isszeset is righatta, mint barmelyik csapattdrsa. Mindkét
csapatban 11 jdtékos jdtszon, csere nem volt az elsd féliddben.)

@B A labd odik félidejében a vendé; iddrendben 7 s
ltet rigtalk.Nern juk pontosan, de Bekkem Divid ek kil egfelebb 56t ot Hinyile
sorrendben riighattdk a szigleteket a vendég s ennyi informéici6 alapjin?
{4 mdsodi eddn 10 mezimydiekos iiszoia végi a vendégesaparban)

Kriszta grillen siiti a vacsordt. Rajott, hogy egy nydrson csak 7 ételkocka fér el: csirkemell-,
szalonna- vagy gytimleskockik. Hanyféle sorrendben dllithat Gssze egy nydrsat, ha legfeljebb
ellkockit szeretne ré felftizni? (Akdr azt is megengedve, hogy egy nydrson csak egyféle

étel legyen. Az egyes ételdarabokat sorban egymds utdn tiizi a pdlcdra.)

Vegyes feladatok

) Fogalmazzunk meg kovetkeztetd mondatot, amelyben a madarak csicsergé:
a) szitkséges; b) elégséges: ¢ suiikséges és elégséges
feltétele a tavasznak.

Adjunk meg szikséges, elégséges, szikséges és elégséges feltételeket arra vonatkozéan, hogy:
a) egy sokszog négyzet; b) egy szim oszthaté 12-vel.

FI A fogorvosi rendel 7:30-kor nyitott. Most héromnegyed nyole van és 17-en virakoznak. Bizo-
nyitsuk be, hogy volt két piciens, akiknek az érkezése kozott nem telt el egy perc.

FI) Hinyféleképpen irhatjuk fel egy kor mentén sorban a magyar dbéeé rovid magfnhangz6it?

EIA Egy tiz szimot tartalmazé CD-t hallgatunk. Hény!clc sorrendben csendilhetnek fel a zeneszdmok,
ha véletlenszerd sorrendet 4llitottunk be a lejitsz

IR Hényféleképp irhatjuk le az OKORKOR sz6 betdit?

) Eay Koz Kirindulison hitom eeypeté kerpir sorakorik fel ey fényképhez. Hanyile sorrendet
Kiilinboztethet meg az, aki csak feliletesen ismeri az ikreket
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@B Egy osztily tagjairdl a kovetkezdket tudjuk. Egyrészt ha a hét adott napjéin (pl. kedden) sziiletett
valaki az osztlybol, akkor azon a napon (kedden) még pontosan hat osztdlytirsa litta meg
anapvildigot. Misrészt akirhogyan is valasztunk ki ot f6t, biztosan lesznek ketten, akik ugyanazon
anapon sziilettek. Hiny fs az osztdly?

B A magyar kirtya 4 szint, és szinenként 4 kiilinbisz6 szdmozott és 4 kiilinbisz6 figurds kirtyalapot
tartalmaz. Hanyféleképpen tehetjiik sorba a 32 darabos magyar kirtyacsomag lapjait, ha
a) minden lapot figyelembe vesziink kiilon-kiilin;
b) csak a szineket vessziik figyelembe;
¢) a figurdkat és a szimokat vesszik figyelembe?
B Egy szocske egy hiromszig mellett virakozik. Egyszer csak rdugrik a hiromszog egyik csdcsira,
majd még hétszer ugrl a csicsokon. Hinyféle sorrendben ugrlhat a csticsokon, ha:
a) ugyanarra a esiesra is visszaérkezhet, amirdl elugrott?
b) sosem ugrik vissza arra a csiicsra, amin éppen tartozkodott?

FI Egy kosaras edzés utdn gyakoroljaa Tiz alkalommal dob r, minden dobdsa 50%-0s
eséllyel taldl célba. Ha cgy kil szemléld felimd, hogy az egyes dobasok sikeriltek vagy sem,
hanyféle jelsorozatot kaphatna?

Egy 30 £6s osztdlyban mindenki vesz pontosan egy tombolajegyet, dm csak 6 kilonbozo ajdndék
van. Hinyféleképp érhet véget a sorsolds?

B Uj jitckot dllitottak be a céllovoldében: egy kir alaki korongbol 10 hurkapilea dll ki, mindegyik
végén mis s mis ajindékkal. A korong forog, fey kell a hurkapilcdka eltaldlni. Gabornak
ma hatalmas szerencséje van, mert négy lovéssel eltaldlt négy ajandékot. Hanyféle sorrendben
Iohette ki az ajindékokat?

Egy culdsada it mr csak 12 darab, g taldlhat6. Az egyik vendég

néhdny, de minimun egy siteményt kér beldlik egy keskeny tdlcdra, amelyre legfeljebb 4 darab
fér egymds mellé. Hinyféle sorrendben keriilhetnek a sitemények a hitGpultbdl a keskeny télcdra?
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10.2. A GYOKVONAS

Racionalis szamok, irraciondlis szamok

PR frjuk fel tizedes rt alakban a kovetkezd szimokat:

21 31 29 7 5 10
= b = 4) = —,
o3 ) 9% 95 e A
20
2 B
& 13 , 17
FIR rjuk fel két egész szdm hinyadosaként a kovetkezd tizedes torteket:
) 0.764; b) 2197 025 d) € 0764 f) 076
2) 0.764; ) 3,is34; i) 59,
FII) Bizonyitsuk be, hogy a kivetkezo szdmok irraciondlisal
a) J5; b)B3+2 1445 d)3-3; o) JI5.
BIIH A szdmegyenesen szerkesszik meg a kovetkezd szdmok helyét:
a) V3 b) V5 o) JI5; d) V2%, g NTT-2;  f)3-3
g 2- Jz‘ h) J60; i) /2009.
I Adjunk meg négy olyan imaciondlis szimot, amelyek esak az 1,2 és 3 szdmjegyeket tartalmazzik
és értékiik:
a) 16 2 kozot van; b) 10 65 20 ozt van; ) nagyobb 30-ndl.
Srimoluk i hogy milyen szdmjegy dll a kovetkez6 tortek tizedes tort alakjdban a tizedes vesszo
2009, hel
w3k m Y ol e iz
16° 3" 3 9’ 17

Adjunk meg hérom raci
I Dontsik el, hogy mely dllitdsok igazak és melyek hamisak

a) Két raciondlis sz4m osszege mindig raciondlis.

b) Kétirracionlis szdm osszege mindig iraciondlis.

) Két raciondlis szdm szorzata mindig raciondlis.

d) Két raciondlis szdm szorzata Ichet egész szim.

¢) Két irraciondlis szdm szorzata mindig irraciondlis.

f) Van két olyan irraciondlis szim, melyek szorzata egész szim.

) Egy raciondlis és egy irraciondlis szim sszege mindig irraciondli

1) Van olyan racionlis szm, melynek reciproka irraciondl

s kéi:

nilis szémot, amelyek 5,99 és 6 kozott vannak.

i) Van olyan irraciondlis szdm, amelynek tizedes tort alakjdban cgy jegytdl kezdve csak nulldk
dllnak.




A GYOKVONAS

A négyzetgydkvonas azonossagai, alkalmazasaik

B0 Adjuk gl koot eghveis céehalmas, il bl etk

mezhetdk:
a) VI -T; bV -1;
o) V6 —4x; HVE3+T-x
Px=2Vxwx )N Gy
Végezziik el a kovetkezd miiveleteket:
3 Vs,
a) Jﬁ N L i
75
9, B
Ehv NNT -3
= g
K FRERG
m) NPT, w (V)T

@) 3-(V2T +43).

nJ—T, d) J6=ax;
) L " Var-T
& x+'i Jx+3
k) 1-Va7+ s
c;Jﬁ_JT& 95

ES .
g;f. h) A5 -5

Nl

) N P, AT
L;;/ji);/z’, Ui

5

La)s V3-(\B-2);
o) W N2 );

Amiveletek elvégzésével dontsilk el, hogy melyik szdm a nagyobb:

a) 510 vagy V15-3;
0 BT vagy 2
) f vuuyff

8 ‘g vagy ﬁ-%;

p L [E B ST
V27 V128 Jio 5
Végezziik el a kovetkezs miveleteket:
a) J5-V21 54215
o NT+728 T-72%;
&) VAT =6 - V3T +6:
9 (V=I5 + B+ V15 )

%y

B
[ER

b) NT1-\/7 vagy V6413
I gy 3T

K
)T T
I~ 5

d)

vagy

,.,@ o (B2,

b) VO +2- V-2

d) W9 =5 - JJ19 +3;
0 (=B B):
) (VIT+ 32T - TT= 31 )
(V5 -0+ R )
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BN Végezziik el a kovetkezs miiveleteket:

a) (V6+3)-(2+3-J6): b) 2v2-1)-(3+42);
¢) (V10+3)-(VI0-3); &) W13-1)-(J13+1);
e) (V17 -3)- (V17 +3); £ @Z+2:-97)-(4-V2-2-7);

o (-2-4): ) (6+2-V3)%
i) (5-2:43)% B WT+2:3).
I A kifejezések dtalakitisdval dontsiik el, hogy melyik szdm a nagyobb:
a) 5-3 vagy 6-V2: b) 633 vagy 7-V2
) 10-5 vagy 9-V6; d) 3-J1T vagy 2-423;
€) 3-8 vagy 62 £) 83T vagy 15-V2;
J_ J_ V120 190
8) == vogy ———; B = veey ==
i) ﬁ vagy ﬁ: 9 2 vagy 2ally]
10 3 3 5
BID Végezziik el a kovetkezd miiveleteket:
@) T2 - 32 - B b) A8 27 +T5;
) 125 - /45 - 20; d) T8 +50 - \98;
€) 12+ /108 - J147; 1) (27 42 - 12) - (VB + 3 - J18);

) (V8O- V3 Va5)- (V75 +/5 - Va8);

1) (V98 + V108 V8 - V147) - (V32 - VA8 + V75 +42);

i) (V180 + V112 - V45 - V28) - (V63 - V20 - JI75 + V125);

J)(4-Ja-6-VOa+7-Ja+5-da),az0;

k) (5+12y =2 /300y +3- 75y = 5-3y), y 2 0;

1) (2-/30x +I8x + 3-V2x — 8x), x 2 0.
B0 Gyoktelenitsiik a kovetkezs tortek nevezdjét:

L b) =i

5
N5 Hm
Sv y
LR K2
10
‘”\/EH'
67
R
PR
g




A GYOKVONAS

211

Végezziik el a kivetkezs miveleteket:

ﬁ 2J"
VT+5 V1-45
B-B BB
4+5 V5-4
2.05+3 2.5-3

€

&)

L +«/;+l;

b)s- ‘E ©) 0,1-10;
RN 8) 242 3ab;
EIEE) Melyik szdm a nagyobb?
—_— 2-6; b) 343 e
@ e e b) vgy T

Végezziik el a kovetkezd miiveleteket:
2 7+3)-0-2-84) P Y
V-3 ) V542 V20 -
Srimitsuk ki  kovetkezs Kifejezések érekét,ha x=
o Jxr2 Jx-2 3 Vx+l
RSy 2.0¥-5 542-4x
Bizonyitsuk be a kivetkez6 egyenlGséget:
1254516 _ 1
5-v6  (5-2-6
Mely valos x érékek esetén igaz, hogy:
a) AT - 120+ 9=2x - b) a4 —12v+9=3-2x.
Egy derékszigii hfromszog befogbinak hossza VZv+ 1 és yZx-(Zr+ 1), ahol x e N*.
a) Mekkordk a hiromszog oldalai, ha x = 47
b) Mekkora a hiromszog dtfogdja, ha x =72
¢) Bizonyitsuk be, hogy a héromszog dtfogdjdnak hossza mindig pozitiv egész szdm lesz.

]nuu.m
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I Kozelits érékek alkalmazdsa nélkil dllapitsuk meg, hogy az A, illetve B szdm koziil melyik
ha:

anagyobb,
5442 V208, o _20-9
,.)A,J, feuL Bl b)Af\@—ﬁéssf—s,

) A=VZ+2-J3 és B=\2+3.
D Atalakitdsokkal mutassuk meg, hogy:
V35+2-3% - 35-2- 34 =2.

riékét a viiltozok adott értéke esetén:

Szdmitsuk ki a kifejezések helyettes
a)

—— it I
vl b+l
1+a

Vil

A villiozok mely értékei esetén értelmezettek a kovetkez kifejezések? Hozzuk egyszerdbb alakra
akifejezéscket.

")¢r3»b Vb - Ja? - b’ » a-va-2
2 -5-Ja+6
aNa+b-b
5
o _axdb J‘T+ 26,
a-b Ja+Jb’

Zsebszimologép haszndlata nélkil végezzik el a kovetkezd gyokvondst:
1420061 +2007 -1 +2008- T +2009- 201

Fejezzik ki a-val és b-vel az:

442042 +16

@ =X =3+ =T Kifejesést,ha x= T 0TS 65 0<as2;
v
Kifejezést, ha = 7= 65 a>0, b>0;

2b
Mely poritiv egész n ériékekre teljesil:

[ A ]ésa>0
1

1 1 1
[T R A - e e P i

Hiny olyan x valds s
értéke egész szim?

im van, amelyre a val6s szimok halmazin érielmezett aldbbi fiiggvény

S =Vx2+100 -VxZ+ 1.
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Szamok n-edik gydke, a gyokvonas azonossagai

Mennyi a kivetkezs gyokvondsok eredménye?

a) 77 DREH o) ¥32; d) V=64
o) B 1) Y625; 2) Y10000; h) Y343
i) Y-343; ) 4/1000000; k) Y=1000000; 1) Y25

m) 4256; n) ‘4V|024 o) Y-1024; p) Y4096;

7 T
Iz o Y~0,001; g
q) ) 24‘4 5) 1) 64
) Y0,027; v 47625 w4 :{6‘

B Végezziik el a kivetkez miveleteket:

@) % ) Yt o W, d) Yo
o e’ ¥ 2 ) 35,
i) % i Y k) % G,
m) Y=, ) Yo, o) YL,
B Zsebszimol6gép haszndlata nélkiil végezziik el a kvetkezé miiveleteket (x, y, a, b > 0):
a) Y3575, b) o723, o ¥836-436-2 o) 573 4573

:
o {7,
3 a

i) Y6x* : 2

2) Y63: 42 mdg:\@

FF) Zsebszimologép haszndlata nélkiil végezziik el a kovetkezs szimitdsokat:

o) 14V - b o+17 -YPo-V17;
) IVI3T 6 - 3131 + V6 o W=7 AT+ 7,
) Y6-20 -4f6 + 20, £ 7803400 +3;
2 68 =10 310+ J68; ) o+4-J5-W4.5-0.
FAF) Dontsitk l, hogy melyik szdm a nagyobb:
a) 2-323 vagy 3-37; b) 3-35 vagy 2-317:
¢) 3951 vagy 5-Y1T: d) 3-45 vagy 2-425;
¢) 443 vagy 3-413; £) 3-Y13 vagy 2-¥99.
BED Végezziik el a kivetkezd dsszevondsokat:
a) Y54 + Y16 - ¥250; b) Y40 - Y625 + Y135;
) Y1875 - 4223 - 4a8; d) Y162 + Y512 - 432;
o) Y2727 + Pax® - Y% 1) Y167 + BT -7 (x> 0);
) Ya® + 3245 + 2435, 1) Ya® — a0 +Y6da + Y271,
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B Adjuk meg a valos szimoknak azt a legbtvebb részhalmazit, melyen a kovetkezd kifejezések
értelmezhetdk. frjuk fel cgyetlen gyokjellel a kifejezéseket.

o Y797, b) 747 o BB 222
1) A -Ub; & - Tx;

)3 f e f
FEER frjuk fel kisebb kitevGjd gyok segitségével a kovetkez6 kifejezéseket:
a) ¥ ) '93%; o 93 ) '9100000;

o) BT, 1) a0,

Rendezzik nagys

o YA
zerint novekv sorrendbe a kivetkezs szimokat
vz 5 YE 35

Disnisik el, hogy mely egyenldscgek igazak és melyek hamisak:

g Ei=—11; pYeini=—; o %W
Mely valGs szmok esetén igaz a kovetkezs ceyenlGsée:
B L e BN F e

) P73+ 3x -1+ a? A - dr e
o) Y3743 -1+ Va2 + A dx 4 22

A vdltozok mely értékei esetén vannak értelmezve a kovetkezs kifejezések? Hozzuk egyszerdbb
alakra a kifejezéseket:

@ (7" —

ik Vi TS F +br+d

&) Ya?

3x-3;

1-s

avda’

Ja +Yax

Jx vﬁ
Jbx +3
a) Mutassuk meg, hogy a 17+ 12-V2 - 417-12- 2 egész szdm.
b) Az a,b é c pozitiv egész szémokw igaz, hogy a?~ ¢-b2= 1. Bizonyftsuk be, hogy ha

a Ya+b-Je
| maradékot ad.

Ya—b-e Kiilonbség értéke egész szim, akkor az a szim 16-tal osztva
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Vegyes feladatok

Dntsitk el, hogy mely dllitisok igazak és melyek a hamisak az aldbbiak kivzil:
a) Az ’g’ Véges tizedes tort, ha n € N.
b) A J3+2-J3 irracion:
) A Y2 imaciondlis szdm.
d) A pozitiv szimok otodik gyoke kisebb az eredeti szimndl.
) Anegativ szimok harmadik gyoke Kisebb az eredeti szimnal.
f) Ha Ya=x, akkor 38a=
2) A Y373 nagyobb, mint V3.
HAB3+aI0=\3+2-V2

s szdm reciproka V13 -2 3.

B A viltozok mely ériékei esetén igazak a kovetkez egyenlGségek:
@) Yab=a?; b) Y2 =13 o) Y0 = (e O Ya*
o Y7 =x.

Melyik szdm a nagyobb:

a) 5 vagy & b) Y2 vagy V3 ) 8-33 vagy ¥18-Y16?
Végezziik el a kovetkezS miveleteket:

a) 3+ (V75 +108): b) ¥4 -(¥250 - ¥16);

) 1+502 31512
k)w'%—z'

Y)JZH Ja-1
Ja-1 Ja+1’

B frjuk fel egyetlen 90kl segittuel  Kivekeat Kiteentseke x gyiel aad villoatc ok
pozitiv értéket vehetnek fel):

o B PR PR R (2

5 .36 22, 1oL a® JE \/Z JK

AR LN 22 427, 4. B n Ya-42. 2.

< J; % I3 LR AL
I Viégerziik el a kovetkezS miveletcket:

a) (V5 +¥25 - 4125) - 5; b) (425 +¥3 -5)- 42
o) Wa - Va2 +4a3)-Va. a>0.

Adott a= ﬁm 75 Zcbszimoldgép hasandlata nélkil szimitsuk ki a?-4-J7-a énéké
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Egy befektetésnél az a tapasztalat, hogy havonta az dilagos haszon a befekietés harmadik gyokével

ardnyos.

a) Menn
haszor

2 aréinyossigi tényez, ha 1000000 Ft befektetése esetén dtlagosan 500 Ft a havi

) Mennyi lesz a haszon havonta, ha 2000000 Ft-ot fektetiink be?
) Mekkora legyen a befektetésiink, ha havonta 1500 Ft-os haszonhoz szeretnénk jutni?

digi fondlinga lengés
viltozik az inga lengésideje, ha a hossz
a) 2-szeresére noveljiik; b) harmadira esokkentjiik.

¢) Hanyszorosdra kell novelniink a hosszt, ha a lengésiddt szereténk hdromszorozni?

21 ‘jl. ahol ¢=9.81"%. gravitdci6s dllandd. Hogyan
. =

Legyen H az a+ b2 alakban felithaté szimok halmaza, ahol a, b € Z.

a) Igaz-e, hogy H tartalmazza az egész szimokat?

b) Bizonyitsuk be, hogy bérmely két H-beli szdm dsszege és szorzata is eleme H-nak.
¢) AN27-10-V2 szim eleme-ca H halmaznak?

d) Keressiink H-nak olyan elemét, melynek reciproka is eleme H-nak.
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10.3. A MASODFOKU EGYENLET

A masodfoku egyenlet és fiiggvény

teljes négyzetté a kovetkez6 kifejezéseket:
b) x2—6x+10; o) Padx+l;
e) x>+ 16x +4;
B +S5eel:

J) 32120+ T k) =x*-10x+2;
EIED Abrizoljuk az aldbbi, valos szdmokon értelmezett fiiggvényeket. Adjuk meg a fiiggvények zérus-

helyeit és szélsGértékeit.

a) a(x)

&) d(x) X2 105 +25;
8) g =22 +dx + 2 12x+ 10
J) i =222 Tx+ 6 10x-21;

E) frjuk fel annak a misodfoki fiiggvénynek a hozzrendels
lithat. Allapitsuk meg a fiiggvények zérushelyeit

zabilyit, amelynek grafikonja az dbrdn

a) T b) e < Y 5
s s
. . i
= fesn s =5 S G ea ma
9 o < i o 7 "t
s
s s
B .
Epen B EERETI
& e H b
ST G I EmE
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@ED Hatdrozzuk meg a ¢ paraméter éntékét tigy, hogy a kivetkezd fiiggvények zérushelyeinek szima
0,1, illetve 2 legyen.
a) f)=x>+6x+c;

) h(x) Sx+e.

B Hatirozzuk meg a p paraméter ériékét tgy, hogy a kovetkezs kifejezések helyettesitési ériéke
minden valés x helyen pozitiv legyen.
a) X2 = 14x+p; b) 2;2

¢) 5x2=8x+p.

B Adott a valds szimokon értelmezett f(x)
a b és ¢ paraméter értékét tigy, hogy
a) a fiiggvény minimumdnak értéke 1 legyen az x =2 helyen;
b) a fiiggvény minimumdnak ériéke 0 legyen az x =5 helyen;
¢) a fiiggvény minimuménak értéke ~3 legyen az x = -3 helyen.
BE Adott a [-3; 3] intervallumon értelmezett f(x) =
a) Adjuk meg a fiiggvény zérushelyeit
b) Adjuk meg a fiiggvény szélsoértékeit.
¢) Mely intervallumokon ndvekva, illetve csokkend a fiiggvény?

2 + bx + ¢ mésodfoki fiiggvény. Hatdrozzuk meg

—4x fiiggvény.

Adott a valés szimok halmazin értelmezett f(x) = 247 - by + 18 méscdloku fliggvény.
a) Milyen b érték esetén lesz a fiiggvény egyik zérushelye x
b) Milyen b értékek esetén nines a fiiggvénynek zérushelye?
¢) Van-e olyan b érték. hogy a fiiggvény minimuménak értéke 10, az x= 1 helyen?

Ama i egyenlet

FE Oldjuk meg a valds szimok halmazan a kovetkezo egyenleteket:
@) 3-(x=2)-(x+3) H3@-3-6-9=0 03 0:-2-6-29=0;
d) Tx-(5x-2)=
8) X2~ 16¢
J) 222 -98=0; 6 302 -48=0;

P Oldjuk meg a valds szimok halmazin a kovetkezo egyenleteket:

D Odjuk meg eljs négyzeté lakiisala kovtkeas egyenlecket

—6x+8 b) 2+ d4x-12
+120427=0; ) 32— 14x+ 5 x 1
+19x-1=1lx+ h) 3x3-5x+ =10x+12.

B Oldjuk meg a oké fsival a ki
@) X+ 3x-4=0; b) ¥ +4x-5=
d) 2 -4x-21 e) 222
8) 2x2+7x-15 h) 32

i) 3%+ 1+
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am

2152

2163

2154

a2+ 15c-4=0;
m) 15x% +x—

k) 126% -4+
n) 2042 =31x—

) =x2+ 14x-49=0; ) 622 +5x+4= o r) =122 +x+35=0.

35

D138+ 1x+4=0;
0) 6352+ 20— 1=0;

Oldjuk meg a valds szimok halmazin a kovetkez egyenleteket:

a) (r+2)-2x=3) +x-d=-6;
©) Gx+1)-2x=3)=2-(e+ D=Ta+ 13

&) @x+ D=4 = (v +2)- Gr-4) = ~63;
€) (Sx+7)-(x=1)+(5x+3)-(x+4)=26x+8;
) @x=3)-(x+8)+ (5x=3)- (2 +7) = ~36x+99;
2)2-(=3)-Gx+2)=3-(x 4 1)- (x—2) + 8x
1) @x=7)-(x+3) + (Tx- 1)- (2x+ 5) = 46 - 29
w21 322y
43 13
9 3r+572,\7| 1lx
x-3 x+3 -9
Oldjuk meg az adott szdmhalmazon a kovetkezo egyenleteket:
5 8
———=0, xeR;
~16
=2 xeR:
ﬂ =0, aeR*%
L deny
“2d
PIE —
I et
7
A paraméter mely érckeire lesz.az 512 ~dx-+.c =0 egyenlemnek:
a) két b) egy valés megoldsa?
o) Milyen c esetén nincs vals 2y0Kk?
Az ax? +6x~ 1= 0 egyenletben hatdrozzuk meg az a paraméter érickét Ggy, hogy:

a) az egyenlet egyik megolddsa x = -3 legyen;
b) az egyenletnek egy valds megoldisa legyen:
¢) az egyenletnek két killonboz6 valds megol
d) az egyenletnek ne legyen val6s megoldisa.

b) (x4 D

2)-3-(x+5)=3-5x1

legyen;
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Az mx? = (2m o+ 1)-x+m—
hogy az egyenletnek:

a) egy valds gyoke legyen. Mi lesz ekkor az egyenlet megolddsa?
b) két kiilonbisz6 valds megoldasa legyen;

¢) ne legyen valés megoldsa.

3=0 cgyenletben hatirozzuk meg az m valos paraméter ériékét Ggy.

Bizonyitsuk be, hogy az 5x% - 2-(5k + 3)-x + 5k + 6k + 1 = 0 egyenlet gyokeinek kiilonbsége
K minden értékére ugyanakkora.

Milyen dsszefiigeés dll fenn az a, b, ¢ szimok kozott, ha a kivetkezs egyenletnek van vals meg-
olddsa? Mi lesz ekkor a megoldds'

(@+b2+c)-x?+2-(a-b+c)-x+3=0.

A gydktényezds alak. Gyokok és egyiitthatok
kozotti osszefiiggés

) Alakfsuk szorzatt a Kovetkez misodfoki Kifejezéseket:

a) X +x-6; b) X2+ Tx+ 12 o) x? +7x 35; d) X%+ 16x + 60;
e) x2—16x+64; )22+ Tx+17; h) 2x% +28x +98;
i) 3% 4+ 8+ 4 J) 62+ Tx-5; 1) -12x2+ 13x+ 4.

FI frjunk fel olyan masodfoki egyenletet, amelynek gydkei:

a)3ésd; b)-26sT; ) -3 -6

) 665 -6; panes1z 806 4

gle 2 -2l
37975 37700

FIEID frjunk fel olyan egész egyiitthatGs masodfoki egyenletet, amelynek egyik gyoke:

2 3
b) -3 ) 53 Q) -=;
) <) 3 d) 1
N3 22-V% B T+3-42
Egyszerfisitsik a kovetkezs torteket:
@ K+ Tu+12 )3\-—I1\-IU d 202 +3¢ -5 4 1052 -13x -3
Pa2w-8’ 27 -Tx-15" 27+ 11x+15 —87+ 14y -3
A 202+ 5x- 1 =0 egyenlet megoldisa nélkiil hatdrozzuk meg:
a) a gyokok Bsszegét; b) a gyokok szorzatit;
¢) a gyokok reciprokainak osszegét; d) a gyokok négyzetosszegét.

¢) rjunk fel olyan mdsodfoki egyenletet, amelynek gyokei az adott egyenlet gyokeinek ellentettei.
f) Trjunk fel olyan mésodfoki egyenletet, amelynek gyokei ketigvel kisebbek, mint az adott egyenlet
gyoke.
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Az egyenleck megoldisn nélkil hatirozzuk meg az X oxy 6 az i+ Kifejozés
valés gyokeinek &
u)X'+7A+I2=0, b) -2x2-x+6=0; ©) 22 +3x-5=0.

Hatdrozzuk meg p értékét gy, hogy az 12 + px— 15 = 0 egyenlet gyokeire teljesiiljon:
xPex?=34,

Egyszerfisitsitk a kovetkezo torteket:
b)

2%+ 51y o BAG-2) -6

22+ 3xy — 2» X2 —(14+2y)-x+2y

a
egyenletek, masodfokd egyenletrendszerek

Oldjuk meg a val6s szdmok halmazan a kovetkezs egyenleteket:
@) =52 +4=0; b) 2= 10:2+9=0; o) 2 +a2-20=0;
) x4 -sA-- =0; e) x4 =202~ 125=0; £t 1102 +28=0;
) 64x* — 202+ 1=0; h) 25x4 + 74x2 -3 a0 -8=0;
J) A8 -28x3 427 k) x0+9x3 +8=0; DaS-4x-5=0.

D Mely valds szimpirok elégitik ki a kovetkezs egyenletrendszereket?

x+2y=3

a)’; 4
Ray=2

2243y

x-Sy

a0

x:+5\:14}:

I Oldjuk meg a valds szdmok halmazdn a kovetkezs egyenleteket:
@) (x=2*-5-(x-2)2+4=0; b) (k43 -7 (x+3)2-18=0;
o) (x+5)*-13-(x+5)2-48=0; d) 36-(x=3)* = 13-(x =32+ 1 =0.
Oldjuk meg a valos
@) (P 46x)-(x +6x+4)-T7=0;
©) (2-20)2-11x2+22x + 24 =0.

zdmok halmazn a kivetkezs egyenleteket:
b) (= 43)- (>~ 4x=3)- 10=0;
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Oldjuk meg a valds szimok halmazdn a kivetkezs egyenleteket:
@) 260 -9 + 148 - 9x +2=0; b) 63~ 5533832~ 5x+6=0.

Oldjuk meg az egész szdmok halmazin a kvetk
a) ¥3-2x2-11x+12=0;
€) ¥} +7x% +2x-40=0.

b)) -Tx-6=0;

Méasodfoku egyenlétlenségek

P Oldjuk meg a valds szimok halmazdn a kivetkezs egyenltlenségeket
a) 2 -49>0; a
d) 22~ 400 < 0;
g) x2-1520;
J) 22+ 5x<0;

I OMjuk meg  valdsssimok halmazdin a Kovetker cgyenlGilenségeet:

@) X2+ 6x-7<0; b) 2 -20-820; <

d) x2-8x+1920; o) 24 Tx+6>0; £) 2+ 6x410>0;
8) 2 -x-6<0; h) 4x2+ 12x+5<0; i) 3x2-8x+720;
J) 1562+ 11x+250; k) 3522~ 46+ 15<0; )22 +3x+3<0.

BB Mely egé\z szdmok esetén teljesiilnek a kovetkezo egyeniGilenségek

b) 2 4x-2020; ) X2+ 2x-1520;
d) X2+ 6x+10>0; ) x4+ 20-35<0; f) -2t -x+1220;
8) -x2-9x+10>0; h) -x2-ax+1220; i) =22 —4x+9620.
Oldjuk meg a valés szdmok halmazdn a kovetkezd egyenlGtlenségeket:
@) ¥ +x?- 12450 b) =263 =7+ 15x > 0; o) x4 4 -3220;

d) x* -1

9<0,
D Ok meg a vals sdmok halmazin a Kovetkesd egyenlGtlenségeket

22+x-15
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Oldjuk meg a valds szémok halmazin a kovetkezd egyenlGilenségeket:
2

x

Melyek azok az egész sz4mokbol 4116 . y, = amelyekre teljesill az aldbbi egyenl
lenség-rendszer?

3242 1+y?
32421422
324+ 2y<l+x?

Paraméteres masodfoki egyenletek
Ap

oldast.

165 paraméter mely értékeire lesznek az adott egyenlet gyokei egyenldk? Ellendrizziik a meg-
X2 = 8px 4 2x + 15p% = 2p — 7 =0.
Oldjuk meg a val6s szdmok halmazin a kovetkezG egyenleteket, ha b valds paraméter:
@) x%+ 5bx - 1462 = 0; b) x>+ (3-4b)-x-12b=0;
) 6%+ 13bx = 5b2 = 0; d) b2+ (4b2-2)-x~8b=0.

B8 Vizsgiljuk meg, hogy mely b paraméterérickek esetén hdny megoldisa lesz a kivetkez egyen-
letnek:

@) 2% +2bx+b+4 b) bx*~8x+10-b=0.

BB Oldjuk meg a valds szimok halmazdn a kovetkezs egyenleteket, ha b valds paraméter:
dx+b  3x+Tb _8x2+6b2 % 3b* 1

+ Eo0n, b) sl
x-3b x+3b 297

a)

s e o

A b paraméter mely érékei esetén lesz minden valds x-re pozitiv a kovetkez6 kifejezés:
a) 2= 2bx +2b +15; b) b 4 bx—dx+4-b

Hatdrozzuk meg a b paraméter értékét gy, hogy a kivetkezo kifejezés értéke minden valGs x helyen
negativ legyen:

@) b+ by v+ b3 b) ba?~ 120+ 15-b.
Melyek azok a b valds szimok, amelyekre a kovetkezo egyenletnek pontosan egyik gyoke esik
a0 1[ intervallumba:

BP+ 1)+ (b4 1)-x-2=07
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Négyzetgyokos egyenletek és egyenldtienségek

I Mely valds szimok a megoldisai a kovetkezs egyenleteknek?

a) Jx¥a=3; b Jx=5=9; o) VZx=3=1;

d) 3+ Ax+3=0; ) T-JAx+11=0; £) Bx =13 -8=0;

g A =5=\x+T; WA T=Tx+ T i) Br-a=Jx-2

J) e T =Vx+ 2 ) VT3x+5=24x =3 ) 5x=6=\T-2x.
I Oldjuk meg a valds szimok halmazin a kovetkezo egyenleteket:

a) Jx+6=x; b) x+2=x-4 o) ir+l=x-1;

d) N+ 8=x+4; ) NT-3x=1-x f)Br+d=2-4;

) Sx+d=2r+2; h)Bx—5=x-1 i) Bx+5=20-3;

DR+ 9=2043; N Tt DA 43 +9=3x-8.
FA7 Oldjuk meg a valds szémok halmazin a kovetkezs egyeniGilenségeket:

@) VIF122 b) VI =3<4 o) VA =3>- &) =251

o) Br—d<-2 fNIxF1<3; 2) B-Zx23; h) 3ox<5.

B Oldjuk meg a vals szimok halmazin a kovetkezs egyenleteket:

@) Jx+2+Vx=3=5; b) 5x=6-Jx+ T

o) 3 +VIie6=2; d) o+ T+Br=4;

€) Jx+6-Jx+2=V2r+8; N+ a+ T2 =0+

P VI +2-Va+2=Jx-6 h) N6—x +\x+4=yT-5x
Mely vals szimokra igazak a kovetkezs egyenletek?

@) 22 -T2+ 1=0; b Ve r 2w 1=2-0a2 -2,

o) 9= 6x+x? =10 - VA -ar+ a2,
Oldjuk meg a val6s sz akovetkezo Grizziik a

) E9-(2-9=-6: »;4-ﬁfm:\ﬁ
Oldjuk meg a valds szimok halmazan a kovetkez egyenlGtlenségeket:

a) PBr+I>x+1; b)5-x<x-3

o) JI3=2rsx+l; &) D HT5 > -x

) T r 2+ 10220 1; f) NP F2x-8<16+2x
Oldjuk meg a valds szimok halmazin a kovetkezo egyenleteket:

@) Jx—6x -9 +x+6x -9 =6 b) 23 -3k 14V2% —3x+5=0;

) Vr-6 V-9 +Jx-8-2.Vx-9=2 ) Vx+3+6-Va~

=7-Y3-32-0x+27.
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B Oldjuk meg a valés szimok halmazdn a kovetkezG egyenletet;

1= Vx=2]- (22 +4x-3)=1

A p paraméter mely érékei esetén van megoldisa a kovetkezs egyenletnek?

x+2=p-2x

A szamtani és mértani kozép, szélsdérték feladatok

7LD Mennyivel nagyobb a kovetkezd szimok szdmtani kozepe a mértani kozepiiknél:
a) 3 és27; b) 12 és 27; ) 20 és 45; d) 40
e) 10 és 15;

90;
1) 20 6 22; 2) 13 6s 345; 1) 56 & 2010?

imtani kozepe 23, a kisebb szdm 20. Mennyi a nagyobb szim?

&l a) Két E
b) Két szim mértani kivzepe 23, a
) Két szém szimtani kozepe 50, a nagyobb szim 70. Mennyi a kisebb szim?
d) Két szdm mértani kivzepe 50, a nagyobb szim 70. Mennyi a kisebb szdm?

ebb szm 20. Mennyi a nagyobb szdm?

PR Egy téglalap oldalai 8 cm és 18 em hosszisdgiak. Mekkora annak a négyzetnek az oldala, amely-
nek a teriilete megegyezik a téglalap teriletével?

22

a) Géza autéval 2 6ra 24 pere ..mu tett meg 150 km-t. Mennyi volt az dtlagsebessége?
b) Jozsef autval egy Gréin d 60 5T sebességgel, majd két drdn it 80 5T schességgel haladt.

Mennyi volt a tlgsebessége?

km km

¢) Tibor a 150 km s titszakasz els6 harmaddt 60 <, a mésodik harmaddt 80 <™, az utolsé

harmadt 90 5™ sebességeel ttte meg. Mennyi volta flagschessége?

D A gardasigi vulsug hatdsdra 2008 novemberében 20%-kal, decemberben pedig 4%-Kal cskkent
az lizemanyagok dra. A két hnapot tekintve dtlagosan hny %-0s volt havonta a csokkenés?
BB Kétnégyzet keriiletének Ssszege 200 cm. Mennyi a négyzetek teriletisszegének minimuma?
B3 Egy téglalap alaki kertet 100 méter hosszi keritéssel szeretnénk korbekeriteni.
a) Mekkordnak valasszuk a téglalap oldalait, hogy teriilete a lehet legnagyobb legyen?
b) Haatéglalap egyik oldala cgyenes vizpart, ahovi nem kell Kerités, akkor mekkordnak valasszuk
az oldalakat ahhoz, hogy a teriilet maximélis legyen?

22

B A négyzet alaki jdrolapok minden oldala 20 cm, ilyen lapokbol a lehetd legkisebb keriiletd tégla-
lapot szeretnénk kirakni tigy, hogy minden lapot felhaszndlunk s a lapokat nem lehet elviigni.
Mekkordnak vélasszuk a téglalap oldalait, ha:

a) 100 darab; b) 200 darab jérdlap dll a rendelkezésiinkre?

A tengeren egy haj6 el irdnyban halad 80 ™ sebességgel, gy masik kelet felé tart 40 i"

sebességgel. A hajok cy-cay cpyencs mentén haladnak a7 egyenesck metszésponta felé, Dl

12 Grakor az elsG hajé 400 km-re, a masodik 300 km-re van a két egyenes metszéspontjatdl.

a) Mennyi a két haj6 tive ulsagn 12 Grakor, illetve 13 Grakor?

b) Ha megdllds nélkill haladnak, mikor lesznck egymdshoz a legkozelebb?

) Mennyi lesz a két hajé kozoit a legkisebb tivolsdg?

a7
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Legyenek a és b olyan valds szimok, hogy a > b é a-b = 1. Bizonyitsuk be, hogy:
LSO,

Masodfoku egyenletre vezetd problémak

B Két szim kiilonbsége 12. Melyik ez a két szdm, ha:
a) szorzatuk 45; b) négyzet
¢) a nagyobb szimot a kisebbel osztva hanyadosuk 10-zel Kisebb, mint a kisebbik szdm?

szegiik 314

) Két szim osszege 20. Melyik ez a két szdm, ha:
a) szorzatuk 36; b) négyzewsszegik 208;
¢) négyzetiik kilonbsége 2007

778 Emé Liverpoolbdl sportrelikvidkat hozott a bardtainak ajandékba. A sapkdk darabjt annyi euréért
vette, ahdnyat visdrolt, Ha 3 eurds poharakat vett volna, hdrommal t6bb embernek tud ajdndékot
hozni és még 1 euré meg is marad. Hany sapkit visdrolt Em?

Két négyzet teriiletének dsszege 493 em®. Az egyik négyzet oldala 5 cm-rel nagyobb, mint a misik
négyzeté. Mekkorik a négyzet oldalai

) A spanyol labdartig6-bajnoksdg Gszi idényében, amikor minden csapat egyszer jatszott mind-
egyikkel, Gsszesen 190 mérkGzésre keriilt sor. Hany csapat vett részt a bajnoksdgban?

B2 Egy téglalap egyik oldala 3 dm-rel t6bb a msik hiromszorosndl. Az tl6 1 dm-rel hosszabb,
anagyobb oldal. Mekkordk a téglalap oldalai?

F7) Két szomszédos szm szorzata 56-tal t3bb, mint az sszegiik tizszerese. Melyik ez a két szdm?

rékpirtirdn vesz részt. Az egyik napon 80 km-t haladtak. Ha érénként 4 km-rel
etttk volna meg, 1 drival hamarablo bk vola c6lba, Mekkora sebesséagel kerékpirorak
s mennyi ideig tartott az t?

[2221] Anya s Hinya egyle ke rs st akafa ki a akds, Mennyi 1S ot végeanének kil ien,
ha az anyanak hirom oréval kevesebb iddre van sziiksége a takaritdshoz, mint a linydnak?

B Eszter 4000 Ft-ért virdgpaldntdkat vésdrol. Ha a darabonként 90 Fi-tal olesobb petinidt vilasztja
9-cel tbbet tud megvenni, mint a drigdbb muskatlibGl. Mennyibe keriil a muskdtlipalinta, és hiny
darabot tud venni a pénzébGl?

a) Hiny oldald az a konvex sokszog, amelynek 50-szer annyi dGja van, mint oldal
b) Hiny oldald az a konvex sokszog, amelynek 50-nel tbb diGja van, mint oldala?
¢) Hény oldald az a konvex sokszig, amelynek 119 diGja van,

EE A téglalap alaki monitor képernyGjének oldalai 34 cm és 27 cm. A képerny koriil minden oldalon
azonos szélességil miianyag keret van, melynek teriilete 28,5%-a a képenys teriiletének. Milyen
széles a keret?

Egy autégydr két épkocsit szerelnek dssze. A moder-
nebb részleg naponta itel (6bb e keépes elkésziteni, mint a masik. Hany napig dolgozott
cgyik-egyik lizemrész, és hiny autdt gyfrtottak naponta kiilon-kilon, ha ésszesen 36 napot

dolgoztak?
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Egy osztdlyban két képviseldt vélasztanak az iskolai didkénkorményzat tagjai meg-
jegyzic Ha km_u annyian lennénk, mint ahdnyan .m;m.k 852-vel 16bb. Irhelmmuuk /mlnruku
ember kivdlaszidsdra. Hanyan vannak az osztdlyban

Egy 100 és 200 koziiti egész szim szimjegyeinek dsszege 12. Ha a szimot elosztjuk jegyeinek
szorzatival a hinyados és a maradék is 6 lesz. Melyik ez a hiromjegy( szim?

B Egy tirsasdgban nok és férfiak vannak, Gsszesen 27-en, a nok vannak tobben. Erkezéskor mindenki
‘mindenkit tidvzol: a nok puszit adnak egymésnak, a férfiak kezet fognak egymdssal, a noknek
a férfiak kezet csokolnak.
a) Melyik idvozlési formabol volt tobb: puszibol vagy kézfogdsbol?
b) Hény kézfogds 1orént, ha 182 kézesGkra keriilt sor?

Egy ajéndékboltban a karfcson

a) Azeziist fakandl
szor kétszer annyi szizalékkal, mint eldszor. A Kétszeri dremelés utdn az eziist kandl v
lett drfgibb. Hiny szizalékkal emelték az drdt az egyes esetekben?

b) Az arany fakandl it i felemeltek Karfiesony elGit. Ami megmaradt annak az drdt janudrban fele-
annyi szizalékkal csokkentették, mint amennyivel emelték. A keétszeri drviltozs utdn az arany
fakandl 8%-kal et drigibb. Hany szézalékkal emeliék az arany fakandl drdt kardcsony elGit?

isdrra késziilve bizonyos termékek drdt felemelik.

Ik f

Egy kiscrlet sordn a 45 méter magas kilov dllvinyrol figgSlegesen fellonek egy rakétdt. A rakéta
foldid] val6 tivolsdgdt méterben az aldbbi fiiggvény adja meg:
(1) ==512 + 401 + 45,
ahol r-vel a kilovés kezdetétdl eltelt iddt jeloljiik mdsodpercben.
en magasan lesz a rakéta a kilovés utdn 2 mésodperccel?

223,

b) Milyen magasra repil fel a rakéta? ) Mennyi G telik el, amig foldet ér?
Vegyes feladatok
) Oldjuk meg az adott szémhalmazon az egyenleteket:
a) (1-2)-(2x+3)=0,xeZ; /))(foﬁ)-(xf‘/—):ﬂ xeQ;
5:3-0 (c+3)=0,xeN; &) \—— (By-15)=0,yeZ.
P Oldjuk meg a valds szimok halmazan a kovetkezo egyenleteket
a) 6x2+7x-3=0; b) (r+ 42 +2-(x+3)- (x4 D) =5-(+5)=3x
Pl et L &) a3+ 9=0;
X42 x-2 x*-
e) (207 =3x)- (2x% = 3x +5) = 14 NHIxFT=x+4;
8 Bx+l+Jx—1=V5x—1; h) |32~ 6x+5|
i) -9 +8=0.
B Mely valds szimok esetén igazak a kovetkezs egyenltlenségek:
a) 10x2-x-350; b) 1632 -2x-3>0; ) —12x2+ 1Tx+520;
@ 2t o o) VAx+3<2 ) JaxE3z
270+7x+6

39




10. EvFoLYAM

P7I) Mely egész szimokra igaz, hogy
a) (=37 >4; b) (x-2P<x-2; ©) (x+22=1>-2x-5?
20 Egy derékszogd hiromszog terilete 30 e, dtfogdja 13 cm hosszi. Mekkordk a hdromszog befogi?

Keétkonvex sokszognek dsszesen 68 dtldja van. A belsG szogeik sszege 27000, Hany oldaldak a sok-
szisgek?

Legyen A a w melynek @
Jox+72x+2.

moknak az a részhalmaza, melynek b elemeire igaz, hogy:

Legyen B a valos

7 _>o.
2

a) Adjuk meg az A és B halmazokat.
b) Igaz-e, hogy AU B=R?
¢) Hatdrozzuk meg az A B halmazt.

22

B Hatdrozzuk meg a kovetkezo fiiggvények szélsiériékeit. Melyek az adott fiiggvények zérushelyei?
a) f(x) =-x2-5x+6; b) g(x) = 10x% - 20x + 20.

P Abrizoljuk deréksziigii koordindta-rendszerben azon P(x: y) pontok halmazit, melyeknek koordi-
nitdira igaz, hogy:

24y2=33
3y2-5x2=55]
a) Az egyenlet megoldsa nélkiil hatdrozzuk meg a kivetkezd egyenlet gyokeinek négyzetisszegét:
324+ 7x+1=0
371-ct egy misik sz dtirva 563-at kapunk. Hényas szdm-

b) Ati

rendszerbe irtuk dt a szimot?

¢) Hatdrozzuk meg a kovetkez6 egyenletben a hidnyz6 szdmjegyet:
3A71=371a2 - 1141x +1.

Bizoayfae be; bogy s Kivelkee egyenetnk a b parnice minden vale énékére v valde
megold:

(b-2)-22+(b+1)-x+3=0.
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10.4. GEOMETRIA

Korrel kapcsolatos ismeretek

D) Szimitsuk ki a koreikk teriiletét, valamint a hatdrolé Koriv hosszdt, ha a sugdr § cm, a kizépponti
szoge pedig
a) 15% b) 60% o) 115%

d) 150% ) 270% £) 300°

FZE) Mekkora az 5 cm sugard korcikk kozépponti szogének mértéke fokban, illetve radidnban, ha
ahatdrol koriv hossza

a) 5 cm; b) 8.cm; ©) 12cm; d) 25 em?

B

Szémitsuk ki a kisrcikk sugardt és kizépponti szogének mértékét fokban s radidnban, ha teriilete
32 em?, illetve hatdrol6 korivének hossza

a) 8 cm; b)17em;  ¢) 1385cem.
) Szdmitsuk ki a korgyrdcikk alakd szinhdzi nézotér alapteriletét, ha kozépponti szoge 50°, a hatd-
r0l6 korivek sugara 20 m, illetve 70 m.
) Mekkora keriileti szg nyugszik azon a kriven, amelyhez tartoz6 kizépponti szog nagysdga
a) 16% b) 31% <) 70% d) 180° €) 210°% ) 350°
Mekkora kizépponti szog nyugszik azon a kériven, amelyhez tartoz6 keriileti szog nagysdga
a) 10°% b) 35°% ) 90% ) 150° ) 160°; 1) 1757

2 Mekkora kozépponti, illetve keriileti sz0g nyugszik azon a koriven, amelynek hossza a kor
kerilletének
1

el 7{. d) 50%- ) 75%-

Ak @ mmmu Korivéhez tartoz6 kiszépponti sz6g 70°-kal nagyobb, minta m,u nyugv6 kerilleti
szog. tsuk ki a koriven nyugvé kozépponti és kerileti szogek nagy:

Akr egy rogzitett kérivéhez tartoz6 kizépponti és Keriileti szog nagysdgdnak
) az Gsszege; b) a kilonbsége

pontosan 80° Szdmitsuk ki a kizépponti és a keriileti szogek nagysigdt.

5

Akor egy hirja a kort két krszeletre bontja. A hir a kor kizéppontjdbol
@) 15%0s; b)) 3705, ¢) 50%0s
sziog alatt Iftszik. Mekkora szogben lftszik

ahir a kisebb kiirszeletet hatdrol6 koriv pontjaibl?

D Egy hiromszt koré ihad ki mgm 15 em. A héromszoyg esiiesai a kort hirom olyan krivre
bontjik, amelyek hossz

a) i bl
Szdmitsuk ki a hiromszég

u 7:8:9.
dgeit, valamint a keletkez korivek ho

it az egyes esetekben.

5

Egy korhoz két pontjdban érintoket hizunk. Mekkora sziget zdmak be az érintdk, ha az érintési
pontokat dsszektd hir a kor kozéppontjdbol
a)20%0s;  b)60%0s; ) 130%0s szogben litszik?

a
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B3 A hegyesszogi ABC hiromszog koré it koréhez a haromszog cstcsaiban érintket hizunk
Az érintGegyenesek dltal kizrefogott hiromszog két szoge 70° és 841 Sramisuk ki a7 ABC hi-
romszisg szogeinek nagysdgdt

7 Vegyiink fel egy szakaszt. Szerkessziik meg a sikban azoknak a pontoknak a halmazt, amelyekbol

a) 75%05; b) 135%05; ) 15005 szg alatt litszik.
Hol helyezkednek el az egyes esetekben azok a sf
szignél nagyobb, illetve kisebb szogben ldtszik?

beli pontok, amelyekbdl a szakasz a megadott

FZH) Vegyiink fel egy négyzetet. Szerkess
Kozti oldala 60°-0s szogben latszik.

‘meg azokat a pontokat, amelyekbdl a négyzet két szem-

) A hegyesszogii ABC hiromszog C csicsindl 16v6 sziget jelolje 7. Bizonyitsuk be, hogy a hdrom-
szibg magassigpontja lleszkedik az AB szakasz 180° - y sz0gd egyik litdszogkbrivére. Igaz-c ha-
sonld dllitds a derékszigd, illetve a tompaszdgd hiromszgre?

8 Bizonyitsuk be, hogy az n oldali szabilyos sokszdg kozéppontja illeszke

a sokszog birmely

oldaldhoz tartozé

szgd egyik 14t6s

I Elfordulhat-c, hogy egy himégyszogben a szigek tgy arinylanak egyméshoz, mint
@) 3:5:4:4; b)2:5:4
Ha igen, adjuk meg a szogeket, ha nem, akkor indokoljuk meg, hogy miért nem.
7T Egy himégyszog adott Korilldrdsi irdny szerinti szogeinek ardnya
a)3:2:3:4; ) 3:2:9:10; ) 5:20:31:16.
Szimitsuk ki a négyszog szogeit.

P2 Mekkordk annak a himégyszognek a szogei, amelynek két killsd szogének nagysdga

a) 35 120% b) 70°, 65% ©) 859 155°.
FZ) Bizonyitsuk be, hogy a hiimégysziyg bimely belsG szijge ugyanakkora, mint a szemkzt kilso szoge.
Bizonyitsuk be, hogy a himégyszog oldalainak felezomerdlegesei egy pontban metszik egymist.

&720) Bizonyitsuk be, hogy a hdromszog két csicsa, valamint a beldliik kiindulé magassigvonalak
talppontjai himégyszoget alkotnak. Hol van a négyszog koré irt kor kizéppontja?

BB Szimitsuk ki, hogy milyen tévolsigra van a Fold felszinén mérve Budapest az Egyenlitotdl, ha
tdjuk, hogy a viros északi szelessége 47.5° és a Fold sugara 6370 km. Az eredményt egész km-re
Kerekitve adjuk meg!

2273

Szdmitsuk ki, hogy milyen tivolsdgra halad a Fold felszinén mérve a Bakiéritd a Rakiérit6tol.
Az eredményt egész km-re kerekitve adjuk meg! (A Fold sugara 6370 km, a Rakéritd északi
szélessége 23°27", a Bakiérits déli szélessége 23°27°)

B0 Egy szabilyos hiromszog alaki zdrt kert oldaldnak hossza 14 méter. A gazda a kert egyik olda-
linak felezGpontjdban (a keritésen belii) leszirt egy kardt, majd gy 7 méter hossz ktéllel a kard-
hoz ktite kecskéjét. Mekkora teriileten legelhet a joszig?

B8 Bizonyitsuk be, hogy a szabilyos sokszdg egyik oldala, az oldal végpontjaitol kilonbivzs csiicsok

b6l ugyanakkora szog alatt ldtszik. Szamitsuk ki a szog mértékét, ha a sokszog oldalainak szima

a)s; b)6; 012 dn.

a2
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Egy szabilyos sokszog egyik oldala a koré frt kort két fvre bontja. Mekkora szog alatt Iftszik
aKisebb koriv pontjaibol a sokszog oldala, ha az oldalak szima
a5 ) 6 o 12 d)n?

B Egy szabilyos hatszog minden misodik ekitjiik. Mekkora szisg alat litsz6dnak a be-
hzott szakaszok a hatszg kozéppontjdbdl? Bizonyitsuk be, hogy a Kapott szakaszok szabdlyos
hiromszoget alkotnak.

Mekkora szoget zir be egy szabilyos nyoleszog egy esiiesdbdl kiindul legrividebb és leghosszabb
tlGja cgymissal?

EAI) Szdmitsuk ki annak a komek a sugardt, amelynek egy 10 cm hossz hirja a kérvonal egy pontjabdl
a) 30 b) 45%05; ) 15005 szog alatt ldtszik.

I Egy r sugar korben elhelyeziink egy
ar; b)re\Z ) 2r hosszlsiigd hiirt.
Mekkora szoyg alatt Idtsz6dnak az egyes hirok a kor kozéppontjdbol, illetve a kisrvonal pontjaibol?
B Adjunk szerkeszési elfirdst a hiromszog szerkesztésére, ha a szokiisos jelolések mellett adottak az
a) a, o mg; b)a,a b
I Akalézok az dltaluk zsikmdnyolt 1ida aranyat egy lakatlan szigeten dstk el. Késobb elfelejtették,
hogy pontosan hovi is rejtették a kincset, csak arra emlékeztek, hogy a szigeten 4116 két rendkiviil
magas fit osszekotG osvényt a kines helyérdl 60°-os szogben lehetett ltni. Egy misik kaléz
aztis megiegyezte, hogy az dsvény felezGpontjdtdl hiny méter tivolsgra dstak. Adjunk szerkesz-
tési eljdrdst a kines helyének meghatdrozsira. Legfeljebb hany helyen kell gidrit dsni ahhoz, hogy
mindenképpen megtaldljdk az aranyat rejts 14ddt?

iban a 2 méter széles festmény eldtt, a fallal parhuzamosan, att6l 2,4 m tévolsigra biz-

Kiitelet feszitettek ki, hogy a Iitogatok ne menjenek tdl kizel a festményhez.

iny olyan pon van a KOXel mentén, amelybal a festmény 45°-0s zog ali itszik?

b) A festmény(6l milyen tivolsgra kell a kotelet vezetni ahhoz, hogy a kitél mentén pontosan egy
olyan pont legyen, alnelyhol a festményt 45°-0s szogben lehet litni?

2-hoz. S:

@D Egy himégyszog hirom szigének mértéke tgy ardnylik egyméshoz, minta 3 uk
k?

ki a négyszbg szogeit. Hiny megolddsa van a feladatnal
8 Bizonyitsuk be, hogy egy négyszg akkor és csak akkor himégyszog, ha valamelyik oldala a msik
ket esticsbl ugyanakkora szdg alatt litszik.

@D Egy hirtrapézba olyan kor fthat6, amely a trapéz minden oldaldt érinti. Szfmitsuk ki az érint6kor
sugardt, ha a trapéz alapjai 8 cm, illetve 18 cm hossziak.

0 Az alibbi dllitasokrol dontsiik el, hogy melyik igaz, melyik hamis.
@) Van konkdy himégyszog.
b) Ahiimégyszog dtlGja a négyszoget egy hegyesszogil és egy tompaszigd hiromszogre bontja.
) Ha egy trapéz himégyszdg, akkor szdrai egyenl hossziiak.
d) Ha egy trapéz szirai egyenld hossziak, akkor hirtrapéz.
¢) A paralelogrammak koziil csak a téglalap hirnégyszog.
f) A rombuszok koziil csak a négyzet himégyszig.
2) A htimégyszigben van tompaszog.
h) Ha egy himégyszogben n

icsen 90°-os szg, akkor két tompaszoge van.
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EFD Adottaz ABCD hiimégyszog. Az A kezdGpontd AB, illetve a D kezdGpontii DC félegyeneseken
felvesziink egy E,illetve egy F pontot igy, hogy az EF egyenes pérhuzamos az AD egyenessel,
tovibba az ABCD négyszog koré irt kel nincs kizos pontja. Bizonyitsuk be, hogy az E. F. C. B
pontok egy korre illeszkednek.

Adjunk szerkesziési eljirdst a hiromszosg szerkesziésére, ha a szokiisos jeldlések mellett adottak az
a)a abre ba o b-

EED Egy egyenes volgyhiddal pérhuzamosan hosszi, szintén egyenes fGit vezet. Adjunk szerkeszté
eljdrdst a fGdt mentén olyan pont szerkesztésére, amelybdl a volgyhid a lehetd legnagyobb szog
att ltszik. Indokoljuk meg 2

zerkesziés helyességét.
Vegyiink fel egy kort, és rogzitsiik egy AB hirjit. Tekintsiik azokat az ABC hiromszogeket,
amelyeknek C esiicsa illeszkedik az adott kirre. Milyen alakzatot i le az ABC hiromszogbe irt
ko kozéppontja, haa C pont befutja a korvonalat?

BER Tikrozziik egy hegyesszogd hiromszog magassdgpontjdt a hdromszog valamelyik
a) oldalegyenesére;  b) oldaldnak felezGpontjdra.
Bizonyitsuk be, hogy a tikrkép mindkeét esetben illeszkedik a hiromszg ki
juk meg. hogy érvényesek maradnak-e az dllitasok derékszogd,

it ko, Vizsgl-
i is.

EZB Az ABCD himé, dlGinak M metszéspontjdt merd vetiik a négyszog oldalaira.
A vetiileti pontok legyenck rendre P, Q. R, S.
a) Bizonyitsuk be, hogy a PORS négyszog érinténégyszog.
b) Bizonyitsuk be, hogy ha az ABCD négyszdg 4tl6i merdlegesek egymisra, akkor a PORS
négyszog is himégyszog.
Bizonyit
neseire d
adott pontj

k be, hogy a hdromszg ki it ki egy tetszdleges pontjdbol a hiromszog oldalegye-
tt merGlegesek talppontjai egy egyenesre illeszkednek. Ezt az egyenesta koré irt kor
0z tartoz6 Simson-cgyenesnek nevezik.

Par szeldk és pa szeldszakaszok tétele,
szogfelezdtétel

[2255] Egy O enespont st sedit ké1 ptzanos egyenceelelmetsost gy, hogy a st k-

tszéspontok ik szdron pedig C. D. Toltsik ki
1yz6. mv‘l';m ha OA=a, AB—II, 0OC=c¢, CI d, illetve AC BD=y.
a b c d x A
Som 4em 3om 7am
2cm 3em 4em 9em
3em 6em 4om Bem

1 Adott egy AB szakasz. Adjunk szerkesztési eljdrdst a szakaszon olyan P pont szerkesztésére,

amelyre teljesil, hogy az S0t énicke
1 1 3
= bz 2
@3 2 o3

aa



GEOMETRIA

B0 Adjunk szerkesziési eljd
hosszval egyenls.

zabilyos hiromszdg szerkesziésére, ha kerilete egy adott szakasz

Adjunk szerkesztési eljdrdst a hiromszog szerkesztésére, ha oldalainak ardnya 2:3:4, tovébbd
kerillete egy adolt szakasz hosszdval egyenlG.

) Osszunk fel egy szakaszt két olyan részre, amelyek hossznak ardnya megegyezik egy négyzet
oldaldnak és dtlgjdnak ardnyéval,

FEID Egy szimmetrikus trapéz alapjainak hossza 6 cm és 15 em, szrai 7 em hossziak. Szémitsuk ki
a trapéz iegészits hiromszogének oldalait

FEID) Egy trapéz rovidebb alapjdnak hossza 7 cm, iegészits hiromszogének két misik oldala 2 cm és
6 cm hosszt. Szdmitsuk ki a trapéz szérainak hosszt, ha a msik alapjdnak hossza 15 cm.

FEIA Az ABCD trapéz AD seirfnak hossza 5 cm. A trapéz DCE Kiegészits hiromszisgének DE oldala
17.5 cm hosszd. Szdmitsuk ki a trapéz alapjainak hosszdt, ha tudjuk, hogy az AB alap 4 cm-rel
hoswsibba €D alapndl.

FEI Az ABCD paralelogramma AB oldaldnak hossza 12 cm. Az AB oldal B ponton tili meghosszab-
bitdsira illeszkedd £ pontra teljesil, hogy BE =4 cm. Szimitsuk ki, hogy milyen ardnyban osztja
az ED egyenes a paralelogramma BC oldaldt.

FEID Egy derékszisgt hiromszogbe téglalapot frunk sy bogy o égalap kit ssomszédos oldal egy.egy
befogdra, egy tovbbi csticsa pedig az tfogor: z dtfogéra illeszkedd csiics az dtfogdt 1:4.
arényban oS, Szdmitk ki a éellap trtlciét, e hiromszg befogdinak hossza 16 cm és.
30 em. Hiny kilonboz6 téglalap felel meg a feladat feltételeinek?

FEI gy egyenlG szirt hiromszog alapja 10 em, szrai 13 em hosszsdgdak. Mekkora részekre osztja
az alaphoz tartoz6 magassiigot az alapon fekv egyik szog szogfelezdje?

D Begyenl szt derékszdgd hiromszog befogdinak hossza 10 cm. Mekkora részekre oszja az
cgyik hegyesszdg szgfelezsje a szemkizii befogot?

Barmabis szeretKirdndulni a hegyekben. Egyik alkalomma cey egyenes, meredek ton csak 2 S
sebesséagel wdottfekapaszkodni a hegytetGre. Ut soin ket nagy fa mellett is elhalad, amelyek
cgymistol 300 méterre voltak. Térképéral Ieolvasta, hogy az.els6 fa 45 méter magas. Milyen magas
amisik a fa, ha az els6 Fit61 fél ora kellett, hogy a hegytetdre érjen, és onnan a vkt fn cotendt pon-
tosan egy vonalban litta?

EED Aladir egy vizszintes terepen 116, ipari létesitmény magasségdt szeretné megmérni. Megfigyelte,
hogy ha az épitménytGl egyenes vonalban tévolodik, akkor 120 métert megtéve egy 7 méter ma-
gas fihoz ér, mig ha még 30 métert tovébbmegy. akkor olyan pontba érkezik, ahonnan a fa, vala-
‘mint a létesitmény tetejét egy vonalban ldtja. Milyen magas az ipari Iétesitmény, ha Aladdr szem-
magasséga pontosan 2 méter?

D Az ABCD konvex négyszog oldalainak negyedel6 pontjai kozil
néhdnyat az fbra szerint osszekoouiink, igy a PORS négyszdget
kaptuk.

@ Bizonyitsuk be, hogy a PORS négyseoe trapér.

b) Szémitsuk ki a PORS trapéz alapja
négyszog AC étidja 20 cm hoss;

¢) lgaz marad-e az a) 16 Llsl.lddlb(m megfogalmazott dllitds,
ha az ABCD négyszog konl

ak hosszit, b




[2315]

[2315]
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10. EvFoLYAM

Egy trapéz alapjainak hossza 6 cm, illetve 12 cm.

a) Bizonyitsuk be, hogy a trapéz 4tlGi 1:2 ardnyban osz1jdk egymdst.

b) Szémitsuk ki az dtl6k metszéspontjdn itmend, a trapéz alapjaival pérhuzamos egyenes trapézba
es6 szakaszinak hosszit.

B Az ABC hiromszog oldalainak hossza: AC=5 cm, BC=6cm, AB=7cm. Az AB oldal F felez6-

pontn it pirhuzamost hizunk a ¢ cstcsbdl induld szbafelezivel, mely a BC oldlt D-ben,
az AC oldal egyenesét E-ben metszi.
a) Mekkora részekre osztja a C esicsbdl indulé szogfelezs az AB oldalt?

b) Szémitsuk ki a BD, valamint az AE szakaszok hosszit.

Egy derékszig hiromszogben a befogok hossznak ardnya 15:8, az dtfogdja pedig 34 cm
hosszisigi.

a) Szimitsuk ki a hosszabb befogdhoz tartoz6 szogfelez hosszi.

b) Mekkora tévolsdgra van a hdromszogbe irhat6 kor kozéppontja a derékszogd csicstol?

Az ABCD trapéz alapjainak hos; = 9 cm, valamint mag: . A szd-
Tl czyenl ésaneosuk, e a2 05A6ponok kil rvidebb alaphos legkozelebb 1voket
Bsszekotjik.

a) Bizonyitsuk be, hogy az ABCD trapézt két trapézra bontottuk.
b) Szamitsuk ki a keletkezG két trapéz kiszos alapjdnak hosszdt.
¢) Szamitsuk ki a két trapéz teriiletét.

Az ABCD téglalap alakii kert oldalai: AB =40 m, BC = 42 m. A telek tulajdonosa hdrom gyermeke
kozott a kovetkez0k alapjan kivinja szétosztani a kertet. Az ABC hiromszog BC oldalihoz tar-
t0z6 AE szdgfelezSjével levigja az ABE hiromszbg alaki részt a legkisebb gyermekének.
Az ACD hdromszog CD oldalhoz tartozo AF szogfelezdjével levigia az AFD hiromszog alaki
részt a kozépsS gyermeke részére, mig a maradék, négyszog alaki részt legidGsebb gyermekének
szinja. A kert hiny szizalékihoz jutnak igy hozzd az egyes testvérek?

dsagi aciok, alakzatok dsa

Vegyiink fel A héromszget, valamint a belsejében egy pontot. Ki
az adott pontl
a) felére; b) harmadra;

k a hiromszoget

-szeresére.

Vegyiink fel egy haromszoget, valamint a héromszgon kiviil egy pontot. Nagyitsuk a hdromszoget
apontbél a
a) kétszeresére; b) ~2 -szeresére.

Vegyiink fel egy AB szakaszt, tovibbd egy azzal pirhuzamos, fele akkora hosszlsigd AB’
szakaszt. Szerkessziink olyan pontot, amelyré vonatkoz6 kozéppontos hasonlGsig az AB szakaszt
az AB’ szakaszba viszi dt, ha tudjuk, hogy az A, B, A, B’ pontok nem illeszkednek egy egyenesre.
Hiny ilyen pont talflhatd a sikban?

Vegytink fl gy hiromszgen, majd snerkessankmeg  Kinponalat.Suerkesatk oyan portot,
amelyre vonatkozo hasonldsg a alkot
viszi it. Mekkora a kozéppontos hasonlGsdg ardny:
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HD) Vegyiink fel egy pontot, egy szakaszt, valamint egy vele nem parhuzamos egyenest. Szerkessziik
meg a szakasz adott pontra vonatkoz6, kizéppontosan hasonld képét tigy, hogy egyik végpontja
az egyenesre illeszkedjen. Hiny megoldsa van a feladatnak?

R Adott két killonbozG sugard ki, amelyeknek nincsen kozos pontjuk. Adjunk szerkesztési eljardst
olyan pont szerkesztésére, amelyre vonatkoz6 kivzéppontos hasonl6sdg a nagyobb kort a kisebbe
viszi dt. Hany megolddsa van a feladatnak? Hogyan médosul a feladat megoidhatsiga, ha a két
Kor sugara egyenlo?

R Zsuzsi gyalogtirat tervez bartaival. Turistatérképén lemérve a tervezett dtvonal hossza 57 cm.
Mennyi ido alatt teszi meg a tirsasdg a kivalasztott tiraitvonalat, ha drinként tlagosan 3.8 km-t
haladnak, tovibbi Zsuzsi térképe 1:40000 méretarényi?

B0 Az aldbbi dllitdsokrd] dontsiik el, hogy melyik igaz, melyik hamis,
a) Barmely két szabdlyos hdromszog hasonld.
) Barmely két kor hasonl.
¢) Hak egy-egy szog megegyezik, akkor a két hiromszog hasonld.
d) Két egyenlG szrd haromszog hasonl6, ha szfraik fltal bezdrt szogik egyenlG.
) Ha két téglalapban az dtl6k ugyanakkora sziget zimak be, akkor a téglalapok hasonl6k.
/) Két rombusz hasonl6, ha dulGik ardnya megegyezik.
8) Két négyszog hasonl6, ha megfelelG szigeik megegyeznek.
1) Ha két szablyos sokszognek ugyanannyi oldala van, akkor a két sokszog hasonl6 egyméshoz.

) Hasonl6k-¢ egymishoz az ABC és AB'C’ hiromszogek, ha az

a) AB=2cm, BC=6.cm, AC = 6 em, valamint AB'= 5 cm, BC'= 15 cm, AC’= 15 em;
dm, valamint AB'=75 cm, B'C’= 10 dm, AC'= 150 cm;
= 15 cm, valamint AB’= 6 cm, B'C’= 12 cm, AC'= 8 em.

EEFD) Egy hdromszog oldalai 3 cm, 4 cm, illetve 6 cm. Mekkordk a hozzd hasonlé haromszog oldalai, ha a
a) kerillete 19,5 cm; b) legrovidebb oldala 10.5 cm;
¢) leghosszabb és legrovidebb oldaldnak kiilonbsége 6 cm;
d) leghosszabb s legrovidebb oldaldnak osszege 45 cm?

R Egy négyszog adott sorrendben vett oldalai gy ardnylanak egymdshoz, mint 4:
rozzuk meg a hozzd hasonl6 négyszog oldalait, haa

a) kerillete 72 cm; b) leghosszabb oldala 36 cm;
¢) leghoss

:5:6-hoz. Hatd-

abb és legrvidebb oldaldnak Gsszege 20 e,

B Az ABC héromszoghen az AC = BC. A hiromszoig A csiicsfbdl induld mug[eluﬁje a sc oldalt
a D pontban metszi. Mekkordk az ABC hdromszog szogei. haa BDA hiromszog has
héromszoghtsz?

7} Az ABC hegyesszogi hiromszogben az AB = 15 cm. A hiromszog CA és CB oldalait hirom

cgyenl részre osztjuk. A CA oldal C-hez kiszelebbi, valaminta CB oldal B-hez kivzelebbi os2t6-

pontjin it egyenest fektetiink; az egyenes a hiromszig AB oldalegyenesét a D-pontban metszi.
Szamitsuk ki a BD szakasz hosszdt.

EF) Milyen ardnyban osztjdk egymdst a lr.\péz 4lt6i, ha alapjainak hossza 5 cm és 35 cm?

BEFE) Egy trapéz &tlGi 1:5 ardnyban osztjik Mekkora a trapé alapja, ha 1o
12 em hosszsdgd? Oldjuk meg a Teladatot,ha a 410K Pq ardnyban osztjdk egymést (p < g).
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PEHD Egy trapéz alapjainak hossza a és c. A trapézt a szirakat 5sszekitd, kozépvonaldval pirhuzamos
cayenessel két hasonlé négyszogre bontjuk. Fejezziik ki az egyenes trapézba esG szakaszinak
hosszit a-val, illetve c-vel.

FEED) Egy trapéz két alapjdnak hossza tgy ardnylik egymdshoz, mint 3:7-hez, valamint egyik szdra
20 em. Milyen tivolsigra van a trapéz kiegészit6 hiromszogének trapézon kiviili esicsa az ismert
szir rovidebb alapra lleszkeds végpontjdtsl?

FEEA Az ABCD paralelogramma alaki parkon it két it hizodik; az egyik az AC 46 mentén halad,
amisik az AD oldalt 2:3 arfinyban 05216 pontot koti dssze a park B csiesdval. Milyen ardnyban
metszi egymist a két it?

FEED) Egy nagyviros kilteriiletén j lakonegyed épiilt, melyet egy 1: 1500 méretardny térképen dbrd-
zolva, § cm, illetve 10 cm oldali téglalapot kapunk. A lakénegyed koré dliando szélességt
j terveznek
a) Hény m? teriiletet foglal el az tj lakénegyed?
b) Hany m? jardit kell épiteni, ha a szélessége 2 méter?

BEED) Vegyiink fel egy kort. Adjunk szerkeszési eljdrdst olyan hiromszisg szerkesztésére, amelynck
az oldalai tigy ardnylanak egymishoz, mint -hez, tovibbd
a) koré fthat6 kore az adott kor; b) beirhat6 kore az adott k.

B Adjunk szerkesztési eljirfst a hiromszog szerkesztésére, ha ismertek szogei, valamint adott egy
szakasz, amelynek hossza a hiromszég keriletével egyenld.

B Adjunk ssrkesnée lila  bisomaat, seskeatésee, ba ot egy salsz, ety bosen
ahdromszisg keriiletével egyenld, tovabbd ismerjiik egyik szogét. A szoget kozrefogé két oldal tigy
nrényllk egymishoz, mint 2:3-hoz.

G Az ABC hegyessabg hiromsatghen meghizzuk az AB, valainta BC oldalakhoz tartozs ma-
‘gassigokat, amelyeknek talppontjai rendre D, illetve
a) Bizonyitsuk be, hogy a BCD hiromszog hasonlé a BAE héromszoghtsz.
b) Mekkora részekre osztja az E pont a hiromszog BC oldalit, ha az ABC hiromszog egyenld
szdrd, AB alapjdnak hossza 12 cm, CD magassdgdnak hossza pedig § em?
zisg szrait egy 10 cm sugard kor érinti. Mekkora annak a kémek a sugars
én érinti a szogszdrakat, tovibbd az adott kort? Hany megoldsa van a feladatnak

amelyik

2338
s

[25:9] Heoger alaki diszgyertyk a I:Apkiirének dmérje

egyikaeint gyt
= 1 ; ‘
appal it o ayenls szird hiromszg.
amelynek az oldalait a gyertya alaplapja érin- 2
sik szerint a négyzet alapd doboz

lenne a legmegfeleldbb (1d. dbra).

a) Bizonyitsuk be, hogy az dbrdn szerepl6 OEC, valamint AFC hiromszogek hasonlok egymdshoz.
b) Szdmitsuk ki az brin szereplé ABC hiromszog alaphoz tartozé CF magassiigdt.

¢) Hany szizalékkal nagyobb a hiromszog alapi doboz alapteriilete a négyzet alapi doboz alap-
terileténél?
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BEI) Egy toparti telepiilés sétanydn két ki 26 méretd, kirr alaki zenepavilont épitettek, amelyekbdl
kizirGlag fGszezonban & & esténként zenészek szorakonal)ék a jarokeldket. A klscbb sugara 5 méer,
2 nagyobbé 7 méter, lelepuléx
épitészei azt javasolj a pavilonokat két egyenes sétatital kossék tssze, amel y §
pontokat Ssszekits Cakasson etk egymést, és amelyek pontosan a pavilonok mellet halad-
nak el, vagyis érintik azokat.
a) Akisebb pavilon kzéppontjdté] milyen tivolsdgra metszik egymdst a kialakitandd sétautak?
b) Osszesen milyen hosszii a két tervezett sétait?

B0 Az ABC hiromszog oldalainak hossza: AB = 12 cm, BC = 18 cm, AC 20 cm. A hiromszigbe
rombuszt frunk tgy. hogy egyik csiicsa egybeesik a hiromszoig egyik csticsdval, a kivzos esdcsndl
1évG oldalai a hdromszoig egy-egy oldaldra, a szemkozti csicsa pedig a hdlomvov szemkiszt olda-
ldra illeszkedik.

a) Hinyféleképpen irhatunk fgy rombuszt a héromszogbe?
b) Szfmitsuk ki az egyes esetekben a rombusz oldaldnak hosszt

zéppontjak pedig 300 meter ivolsigra vannak ceym

BB A hegyesszogi ABC hiromszogben az AB =20 cm, a C csiics az AB oldaltdl 12 em tivolsigra
yan. A bémsatghe olyan tégllapo ik amelynek gyl oldala 2 hiromza ,w oldalira,
az ezzel prhuzamos oldal egy-egy végpontja pedig az AC és BC oldalakr: Szimit-
suk ki a téglalap oldalainak hosszdt, ha tudjuk, hogy a szomszédos oldalainak az. annya 3
megoldisa van a feladatnak?

. Hiny

23

Egy egyenl szird hiromszog alapja 24 cm, a hozzd tartoz6 magassfg hossza 15 cm. A hdrom-

sbgbe téglalapot irunk, amelynek egyik 8 cm hosszi oldala k a hiromszog alapjdra,

amisik két csicsa pedig a hiromszig egy-egy szdrdn taldlhat. Szdmitsuk ki a téglalap mésik

oldaldnak hosszt.

D Egy & egfeleld

a7 foraszoroe Osszek. € fzy a égllap st

egy hiromsziget leviigunk.

a) Mekkora a téglalapbl visszamaradd négyszog oldalainak
ahossza, ha atéglalap oldalai 18 cm, illetve 12 cm hossziak?

b) Milyen specidlis négyszog marad vissza a téglalapbol?

i mellett egy-

Adott egy egyenlG szrd haromszog. Adjunk szerkesztési eljdrdst olyan ko szerkesztésére, amely
érinti a hdromszog szdrait, valamint a hdromszg Koré frhat6 kot

Az ABC egyenl szt hiromszogben a C csiicsndl derékszog van. Hiizuk meg az A csiicsb6l
kiindul6 sdlyvonal egyenesét, amelynek a héromszg koré frt kirrel val6 (A-6] kiilonboz6)
metszéspontja legyen D. Bizonyitsuk be. hogy AD = 3- BD.

Egy gyérban egyenl szird hiromszog alaki vastag kartonbol kor C
alaki céltdbldkat készitenek. Egy-cgy kartonbol két kiilonbozo
méretd kort vig ki a gép, amelyek érintik egymdst, valamint
az dbrdn lithat6 modon a hiromszog oldalait is. A kisebb céltdbla
sugara 50 cm, a nagyobbé | méter.
a) Szimitsuk ki a karton oldalainak hosszt.
b) Hiny szizalék veszteséggel dolgozik a gép?
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Az ABCD szimmetrikus trapéz alapjai: AB =7 cm, CD = 13 cm. A trapézba kor irhat, amely
a BC szdrat E,a DA szirat F pontban érinti.

a) Szhmitsuk ki a trapéz sz
b) Bizonyitsuk be, hogy az EF szakasz pdrhuzamos a trapéz alapjaival.
¢) Szimitsuk ki
Bizonyitsuk be, hogy a hdromszog i il és koré fit korének ki o
egyenesre illeszkednek. Ezt az egyenest a hiromszodg Euler-egyenesének nevezik. Szimitsuk ki,
hogy a silypont milyen ardnyban osztja a magassdgpont s a hiromszog Koré it korének kiszép-
pontja kizti szakaszt

nak hosszit.

z EF szakasz hosszit.

Egy hdromszog koré rt kirét a hiromszig magasségpont;
nyiq k. Az fey keletkezd Kort a hiromszog Feuerbach|

61, mint kozéppontbdl, a felére kicsi-

nek nevezik. Bizonyitsuk be, hogy
ahdromszog oldalfelezd pontjait, a hirom-
sw« ma"asm"mmk mlppm\uml valamint a hiromszog csticsait a magassdgponttal dsszekotG sza-
Kaszok felezGpont;

yossagi tételek a gi
és a korben

R Szdmitsuk ki a kor sugardt, ha a 12 cm hosszisdgd hirja egy 9 em magassigd korszeletet vég le
akorbol.

FE Egy derckszogt hiromszdg befogbinak hossza 3 cm, illetve 5 em. Mekkora részekre bontja az dt-
fog6hoz tartoz6 magassig az dtfogdt? Mekkora tavolsdgra van a derékszogi csiics az dtfogdtol?

FEE) Adjunk az egységnyi hosszisdgt szakasz ismeretében szerkesztési eljdrdst olyan szakasz szerkesz-
tésére, amelynek hossz

a) V5 b) V12

) By derékszbaG héromszog itfogdho artozd magassiga a tfog6t ket olyan szakasera bont,
amelyek hossza 8 cm, lletve 24 cm. Mekkork a hiromszog befogdi?

FE) Egy derékszigd hiromszog egyik befog6ia 13 cm, amelynek dtfogdra esG merdleges vetiilete 12 cm.
Szimitsuk ki a héromszog hidnyz6 oldalait, valamint az dtfogdjdhoz tartoz6 magassigat.

2356 Egy derek\wgu hdromszdg dtfogdjdt a hozzd tartoz6 magassdg 2:5 ardnyban osztja két részre.
g befogdira kifelé négyzeteket szerkesztiink. Hatdrozzuk meg a két négyzet terileténck

:%5

mny v

FEE) Adott egy szabiilyos hiromszg. Adjunk szerkesztési eljdrast olyan négyzet szerkesziésére, amely-
nek terillete egyenld a hiromszog teriletével.

FEH) Adjunk szerkesztési eljirdst négyzet szerkesztésére, amelynek terillete megegyezik egy olyan tég-
lalap teriletével, amelynek oldalai 3 cm, illetve 5 cm hossziak.

) Az ABCD szimmetrikus trapéz alapjai: AB = 15 em, CD =5 em. A trapéz AC dlGja merdleges
atrapéz BC szirira, Szimitsuk ki a trapéz terileté

FEH) Milyen hosszii érint6 hiizhat a kisrhoz abb6l a pontbol, amelyen keresztil hizott szel6 szakaszai
gy ardnylanak egymashoz, mint 1:4-hez, tovabba tudjuk, hogy az egyik szelszakasz 12 cm-rel
hosszabb, mint a masik?
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) Adott kisthisz egy kills pontbol 10 em hosszdsfigd érintd hiizhat6. A ponton it olyan szelGt hiizunk
a korhoz, amelynek rovidebb szelGszakasza és hirja gy ardnylik egymdshoz, mint 1:3-hoz.
Szémitsuk ki a

zelGszakaszok hosszit.

R Egy 5 cm sugard korhoz egy kilsG ponton keresztiil olyan szelt hiizunk. amelynek a korrel vett
metszéspontjai kiviil a ponthoz kizelebbi megfelezi a hosszabb szeldszakaszt. A pontbol a korhoz
V10 cm hosszisdgii érintészakasz hizhato.
a) Mekkora tivolsdgra van a pont a kr kozéppontjdtol?
b) Mekkora tivolsdgra halad a szel6 a ki kozéppontjd

BB Egy derékszogd hiromszog befogdinak a 1:3. Abefogok dtfogéra esd merdleges vetiileteire
kifelé egy-egy négyzetet szerkesztiink. Hatdrozzuk meg a két négyzet teriiletének ardnydt.

B Egy derékszogi hiromszg dtfogdjit a horzd tanoat mageség 25: 144 ardnyban st ke are,
Ahdromszog rovidebb befogdjdnak hossza 6,5 cm. Mekkordk a hdromszog ismeretlen oldalai?
Egy derékszogi hiromszog befogdi 15, illetve 36 cm hosszak.
a) Mekkora részekre bontja az tfog6hoz tartoz6 mag:
b) Szamitsuk ki az dtfogohoz tartoz6 szigfelezs hosszt.
¢) Szimitsuk ki a hiromszisgb
d) Mekkora tivolsigra van a hiromszogbe irhat6 kor kozéppontja a derékszogd esicst6l?

D Két egybevigd derékszogd hiromszog alaki kartonbl deltoid alaki papisiekinyt Kesatink
ey, hogy a hiromszbgeke ifogtjuk mentén sk egymisho. Litloi
én egy-cgy nidszillal megerdsitjiik. A felhaszndlt hiromszog bemgmmk mdnyu 5:12,
énogéja 117 em hosszisdgd.
a) Milyen hossz nidszlak sziikségesek a sdrkdny megerdsitéséhez?
b) A nddszilak milyen hosszisdgd részekre bontjdk egymést?
Az eredményeket egy tizedesjegy pontossiggal adjuk meg!

& Egy - mgam, 0 Kszépponti kisrhisz hizunk két pérhuzamos érintét, majd behizzuk a kir egy
rintGjét is, amelybdl a két parhuzamos kimetszi a PQ szakaszt.

a) mzony k be, hogy a PQO hiromszog derékszogi.
b) Bizony 'y a PQ szakaszt tartalmaz6 érintG érintési pontja két olyan részre osztja

suk
0 PO srakasrt, amelyeknck mértant Kozepe 1
EE Az O kozépponti, r sugard korhoz hizzunk érintt a kozépponttdl ¢ tavolsigra lévG P pontbol
az érintési pontot jelolje E. Hizzuk meg tovibbia P és O pontokra illeszkedd szeldt; a korrel e
metszéspontjait jelolje A illetve B.
a) Készitsink dorft a7 adatok feltinttésével,
b) Fejezzitk ki a szeldszakaszok hosszit ¢ és r segitségével.
¢) Alkalmazzuk a korhoz hizott érintd- és szelGszakaszok tételét. Milyen nevezetes geometriai
étel dllitdisdt olvashatjuk ki a felirt dsszefiiggésbol

[2s:9] AZABC derékaatf iromaslighen ax AC belogd 60%on eanget 2 be 4z ABfiogval
B ponton it olyan egyenest hiizunk, amely a hdromszdg koré irt kirét D-ben, az A kezdGponti
ac félegyenest pedig £-ben metszi, tovabbd EC= ED =6 cm.
a) Bizonyitsuk be, hogy az ABE héromsziyg szablyos.
b) Szamitsuk ki az ABC hiromszg koré fit kor sugardt.
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Egy derékszogi hiromszog alaki park befogdinak hossza: 160 méter, illetve 120 méter. A park szé-
lein, valamint az dtfogdjdhoz tartoz6 magassiga mentén egyenes sétautak hizédnak. Az utébbi
sétatit a parkot ket részre vigja szét
a) Szamitsuk ki, hogy milyen hosszi sétdval lehet a park egy-egy részét az utak mentén Korbesétalni
A park mindkét felében egy-egy szokokiit épitését tervezik i e hogy a kutak az adott rész mentén
hiiz6d6 sétautak mindegyikétGl egyenl tavolsigra legyen
b) Szémitsuk ki, hogy a szokokutak milyen tévolsdgra 1esznck cgymistol. Az eredményt egész mé-

terre kerekitve adjuk meg!

Az ABC hegyesszogi hiromszog AB és AC oldalai fOlé kifelé félkoroket szerkesziink. A hdrom-
sz0g AC oldaldhoz tartoz6 magassigvonal talppontja Q. az AC oldalra rajzolt félkorrel val6 met-
széspontja N. A hiromszig AB oldaldhoz tartozd magassdgvonal talppontja P, az AB oldalra
rajzolt félkorrel val6 metszéspontia pedig M.

a) Készitsiink dbrét a feladat szovege alapjdn. ) Bizonyitsuk be, hogy AP-AB=AQ-AC.
¢) Bizonyitsuk be. hogy az A csiics ugyanolyan tévolségra van az M és N pontoktdl.

Az ABCD deésay inrapé AB &2 CD aupainak (48 > CD) ssasge 20 . A taplaba
it ko kozéppontja 0. A beirt komek az alapokra nem merdleges AD szimal vet érintési pontja
negyedeli az AD szirat.

a) Bizonyitsuk be, hogy az OAD hiromszog derékszigd.

b) Szamitsuk ki a trapézba irhat6 kor sugardnak és

¢) Szimitsuk ki a trapéz szfrainak hosszit egy tizedesjegy pontossiggal.

ardinydt,

ABC nem egyenld sz hegyesszdgi hiromszig BC oldalfnak felezipontja F, az A estcsbol
indul szogfelezd a BC oldalt G-ben metszi. Az A, G, F pontokon dtmend komek az AB,illetve
az AC oldallal vett, A-t61 kiilonboz metszéspontjai rendre By, illetve C. Bizonyitsuk be, hogy
BB, =

B Bizonyitsuk be a korhoz hizott szeld: tételének aldbbi i a egy P csiicsponti

szbg egy-egy szdrin tgy jeloljik ki az A, B, illetve az A, B pon\uknl huu PA-PB = P PB
telesiiljon, akkor az A, B, A’ B’ pontok egy korre illeszkednel

A hasonldsag néhany alkalmazésa a teriilet-
és térfogatszamitashan

PR Egy hfromszog oldalainak hossza 21 cm, 28 e, illetve 3
a) Bizonyitsuk be, hogy a leghosszabb oldalhoz tartoz6 magassfg a hiromsziget két hasonl6 ha-
romszogre bontja.
b) Szimitsuk Ki a létrejive két hdromszg teriiletének ardnydt

PRI Egy hiromszog alaki virdgdgydsba négyféle virdgot szeretnénk
iltetni, ezért azt az oldalak harmadoldpontjai mentén négy részre
osztottuk. Liliomot a kzépsd, hatszog alakii részbe iltetink.
Szimitsuk ki, hogy ez hanyadrésze a teljes virdgagydsnak. (=)

5} Harom kor sugardnak osszege 20 cm. Szdmitsuk ki a korok
sugardt, ha teriletiik ardnya

b)2:
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ED

[2350]

[2352]

ED

ED Egy

2337

ekotjii. igy egy tjabb sokszdget kapunk.
Szimiuk ki  bert sokszdg é a iinduldsul vet sokszog terletének ardnydt, ha ez oldalk scdma:
a3 b) 4 6.

AEABCHD gk tipaial ifsar A =18 e C0'= 12, Kiages
szik egym:

a) smmusuk Kiaz ABE és a CDE hiromszogek teriiletének arinyit.
b) Szémitsuk ki az ABE és a CDE hiromszogek teriiletét, ha a trapéz teriilete 150 cm?.
¢) Mekkora a BCE, valamint a DAE hiromszogek teriilete?

az E pontban met-

Andrés (églatest alaki akvériumdnak méretei 50 m, 30 cm, 20 cm. Béla akviiriuma hasonl6
Andris akvi 10z, és 3.375-szer annyi viz tiroldsira alkalmas, mint Andrésé. Hatdrozzuk meg
Béla akvariuminak méreteit

Kiilonbiszs hozziik forgalomba. Egy cég iizlet-
ol svernta Klonbi6 mére palackoknak saymishos hasonloknal kel lenidk. Hinyezor
olyan magas egy keétliteres palack, mint egy negyediiteres?

Egy aila magassdga 15 em. A glit az alaplapjéval pérhuzamos sikkal egy kisebb gildra, valamint
egy csonkagiilira vigtuk szét. A csonkagila, valamint az eredeti gila térfogatinak ardnya 'Zﬂ
) Milyen magas a kisebb gdla?

b) Szamitsuk ki a kisebb gila, va

mint az eredeti gila felszinének ardnyit.

ey sabdlyos sty cdal 12 - A eyl oldallal plsunamos epyenes s hicomaige e
olyan sikidomra bontja, amelycknek a teriilete megegyezik. Szdmitsuk ki a keletkez6 két sikidom
Keriletének ardnyd.

szijg oldala 12 cm. A hd oy rogzitett oldaldval parh

a Inromszo"cl keét olyan részre bontja, alm.lyck terileténck ardnya 1

a) Hiny ilyen pérhuzamos hizhat6?

b) Milyen hosszisig az egyenesnek a hiromszogbe esd darabja az egyes esetekben?

Egy hegyesszogd héromszog alaki mezogazdasigi teriilet AB oldala a C csiicstdl 500 méter
tivolsdg i, Averlete i,z A5 oldla pchusamosn gt it bdrom rre sz,
a két it kozotti rész a foldteriiletnek 68%- Két rész teriilete megegyezik.
Stimitsuk ki, hogy az ok a C sl milyen tivolsgera haladnak.

Akockacukrot az egyik gydrt6 olyan téglatest alaki dobozban hozza forgalomba, amelyben n
26 sorban ugyanannyi Kockacukor tlilhatd, méapedis 6-sror .64 chendosésben. 75 vtk
allaonzal megBgyek, bogy 8 doboshan mard: kockneakrokg! olyan igutestet d pte
amelyik hasonld az eredeti, I

nyadrésze maradt Zsuzsi doboziban, hamd_yuk hogy minden kockacukrot beépitett, s dovor
mir néhiny kockacukrot kordbban elfogyasztott? Hny megoldisa van a feladatnak?

Egy gila alaplapjénak terilete 30 cm?. A gdldt az alaplapjdval pihuzamos sikokkal hdrom egyen-

16 térfogat részre vigjuk.

a) Szamitsuk ki, hogy a metszGsikok a gila cstesdtd] milyen tivolsdgra taldlhatGk, ha a gdla ma-
gassiga 18 cm.

b) Mekkora teriiletd sikidomokat metszenck ki a sikok a gdldbo1?

Az eredményeket egy tizedesjegy pontossdggal adjuk meg!
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A Vardzsgomb Kft. foldgmbik forgalmazdsaval foglalkozik. A foldgomb, amit drusitanak 32 cm
sugard, és olyan kocka alaki kartonba csomagoljdk, amelybe a gomb pontosan belefér, azaz
a dobozba helyezett gomb a doboz minden lapjét érinti.
a) Szamitsuk ki, hogy hany m? karton sziikséges 10000 doboz elkészitéséhez.
A K sz 8 aodcosts Komoly khafgellel i, esit gy dinice hogy a legyfo:
foldgombok szdmét nem véltoztatjdk, de a gomb sugardt 24 cm-re cs
b) H.’myvorm.&m viltozik a dobozok elkesméséhez seiikséges karton mennylsége a foldgomb

kentése utdn?

o Igaz e, hogy a csokkentés utn feleakkora raktdrban is elfémek a becsomagolt foldgombok?

Az ABC hiromsatg AD oldlinak gy bels ponénd pithuzamosokat hizunk az AC, vlaming
a BC oldalakkal. A két ki valamint egy
négyszogre bontja. A keletkez6 két hiromszog teriilete 4 cm?, letve d m?. Svimisuk ki a2 ABC
hiromszog teriiletét.

EED Az ABCD konvex négyszog belsejében jeldljiink ki egy tetszGleges P pontot. Az ABP, BCP,
CDP, illetve DAP hiromszogek sdlypontjdt jelolje rendre E. F, G, illetve H.

a) Bizonyftsuk be, hogy az EFGH négyszdg paralelogramma,

b) Szamitsuk ki az EFGH, valamint az ABCD négyszogek teriiletének ardnyit.

Az ABC derékszogii hiromszog befogdi: AC . BC=5 em. A hdromszog C csicsdbol
hiizot szjgfelezd sz dtfogdta D pontban metszi. Az A esiicson dta CD szogfelezdvel hizott pir-
huzamos a BC befogd egyenesét az £ pontban metszi

a) Bizonyitsuk be, hogy az AEC hiromszog egyenl szird.

b) Szamitsuk ki az AECD négyszog teriletét.

Vegyes feladatok I.

P Egy hiromszog két szogének nagysfga 25° és 35 A hiromszog minden esticsdban érintdt hizunk
a hdromszog Koré it korhoz.
a) Keressiink érint6 s

b) Szamitsuk ki az érintdk ltal kozrefogott hiromszog belsd szogeinek nagysdgt.

ri keriileti szogeket a kialakult dbrdban.

EEB Az ABC hesyesatlfhiromsaig 4 et 5 cstesibl Kinduld magassigvonlinak alpponta
‘A két magassdgvonal az M pontban metszi egymist. suk be, hogy
“FME negywog himégyszdg. Bizonyitsuk be, hogy a négyszg koré 1rhdlu Kor kozéppontja
lestkedik & néeysz ey dirs

1 wdjuk, hogy négysziget fognak kozre. Milyen spec

FEID By trapéz belsG szogfelerd
keletkezik?

I8 Egy paralelogramma bels szogfelezGirdl wdijuk, hogy négyszoget fognak kozre. Igaz-e, hogy
a keletkez0 négyszog himégyszog? Szimitsuk ki a négyszog szogeit.

FEI Egy szimmetrikus trapéz alapjai 5 em és 15 cm hosszdak. A trapéz egyik atlgjdt felosztjuk 3: 1

ardnyban gy, hogy az osz16pont a hosszabb alaphoz legyen kizelebb, majd a kapot ponton it pr-
huzamost hunmk az alapokkal

) Milyen arfinyban osztjdk egymést a trapéz tl6i?

b) S

itsuk ki az alapokkal hizott egyenes 4 hosszt.
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Az ABCD paralelogramma AB alapjdnak A végpontjdt dssze
Milyen ardnyban osztja a behizott szakasz a trapéz BD Ujdt?

4 CD alap felezdpontidval,

EEI) Az ABC hiromszig AB oldaldnak egy tetszGleges P belsd pontjdn dt parhuzamost hizunk
ahdromszig C esicsd is tartalmaz6 silyvonaldval. A pérhuzamos az AC, illetve BC egyeneseket
rendre a D, illetve £ pontokban metszi. Bizonyitsuk be, hogy a PD és PE szakaszok hosszinak
Gsszege kétszer akkora, mint a haromszog C cstcsdbl indul6 silyvonaldnak hossza

BED Az ABCD téglalapban: AB m, BC = 6 cm. A téglalap D csiig
dl6ra, mely az dtlot E-ben, az AB oldalt G-ben metszi.

a) Bizonyftsuk be. hogy az ADE. valaminta GDA hiromszigek hasonl6k a CAB hiromszoghoz.
b) Szémitsuk ki az ADE, valaminta GDA hromszgek oldalait.
FZI) Egy 10 cm sugard korhoz egy kiils ponton keresztil hizott szeld a Kor kiszéppontjdtol 6 em tavol-

ségra halad. Milyen hosszisdgd érintszakaszok hiizhatdk a pontbdl a korhoz, ha tudjuk, hogy
a szl rovidebb szelszakasza 4 cm hosszi?

ib61 merlegest dllitunk az AC

@0 Egy himégyszog legnagyobb és Iegksesangtiek Lltabatg 140" Mislk c sobge ot o
zyobb misfélszerese a kisebbnek. Szdmitsuk ki a négyszog szogeit.

BB Adott hegyesszigi ABC hiromszog AB és AC oldalaira kifelé szerkessziink szabdlyos hiromszo-
geket. A kapott szabilyos hiromszogek koré ithaté korok az A ponton kiviil a P pontban metszik
még egymist
a) Mekkora szogben litszdnak az ABC héromszog oldalai a P pontbol?

b) Bizonyitsuk be, hogy a BC oldalra kifel¢ rajzolt szabdlyos héromszog Koré it kor szintén
dtmegy a P ponton.

BB Az ABCD himégyszdg BD dtléja a négyszbget két hiromszgre bontja. Bizonyitsuk be, hogy
a két hiromszig magassdgpontjai, valamint a BD 416 végpontjai szinén himégyszoget alkotnak.

B0 Adjunk szerkesztési eljirdst téglalap szerkesztésére, ha két szomszédos oldalfnak hossza gy

ardnylik egymdshoz, mint 3:2-hoz, tovabbi a téglalap egyik oldala egy adott hiromszog
Kivalasztott oldalira, az ezzel pirhuzamos oldaldnak két végpontja a hdromszog egy-egy tovibbi
oldalira illeszkedik. Hany megoldisa van a feladatnak?

B Bizonyiteuk e, hogy ey oz valamelyik magassigyonala  hisomsasge Kt hasonld
hiromszogre bontja, akkor a hiromszog vagy egyenld szird, vagy derékszogi.

BB Az ABCD paralelogramma A csticsdn dt egye-
nest hizunk, amely a BD tlét E-ben, a BC
oldalt F-ben, végilla CD oldal egyenesét G-ben
metszi.

a) Keressiink az fbrdn az AED héromszighsz
hasonl hdromszoget.

b) Keressiink az dbrin a GDE héromszoghoz hasonlé hdromszoget.

<) Bizonyftsuk be, hogy AE? = EF-EG

) Bizonyftsuk be a korhisz belsG pontbol hizott szeldszakaszok tételének aldbbi valtozatdt. Ha egy
Korlap valamely P bels5 pontjan it két hurt hizunk, amelyek végpontjai A, B, illetve A, B,
akkor PA-PB = PA'-PB'.

b) Fejezziik ki a PA-PB szorzat értékéta kor r sugara, valamint a P pont és a kir kozéppontja

ko tévolsdg segitségével.
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B Barnabds egy négyzet alaki kartonb6l papirsdrkdnyt készitett.
A papirt az drén ithatd vigdsok mentén sabdalia suét, majd
2 Kinépen Kilakud négysasger @ fel a sirkiny meg-
épitéséhy k csak a negynt csicsait és oldalfelezs
pontait éntetél
a) Hiny szizaléka a sirkdny terilete a kiinduldsul vett kartonlap

teriiletének?

b) Mekkora a sirkiny teriilete, ha a négyzet oldala 3 méter?

B Jeoic ahegyessatd ABC hiromsaby B lletve C csiosimk s hiromsabg saemkit oldlira
erleges vetiiletét B-vel, illetve Cvel. Bizonyitsuk be, ho; BC
cayenesns ot merdleges ozyenes Amegy az ABC hiromszg kiné i Kor kochponuén

Az ABCD himégyszog AC étljdn jeloljiik ki a P pontot gy, hogy ABP% = CBD4 teljesiiljon.
) izonyfsuk b, hogy a BP suakasz az ABC hitomsatgl ket olyan hromsatgre viga ot
melyek kisziil az egyik hasonlé az ABD, a mésik hasonlé a BCD hiromszoghtiz.
b Blzony“snk be Prolemaiosz kivetkezG 1ételét: a himégyszogben a szemkozti oldalak szorzat-
Gsszege egyenld az dtlok szorzatdval.

hegyesszdgek szogfiiggvényei

50 Egy 80 cm magas bot dmyéka 50 cm hosszi. Milyen magas az az épilet, amelynek az dmyéka
ugyanebben az iddben
a) 25 m:; b) 40m: ) 70m?

EIB Egy csikinyos sifelvono, amely misodpercenként 2.8 m utat tesz meg, 3 perc 30 misodper ala
érfel a hegytetGre. Milyen magasra visz a felvond, ha az emelkedési szog végig 30°7

58 Egy nyeregtetds hiz alapja olyan téglalap, amelynek két oldala 15 és 30 m hosszi. Az északi és
adéli oldalon a tetd sikja a vizszintessel egyardnt 45°os szoget zir be. Mekkora a padlistér leg-
nagyobb magassiga, ha a padldstémek a keresztmetszete egy olyan egyenlG szird hiromszog,
amelynek alapja 15 m?

I Jelolje a és b egy derékszogd hiromszog befogdit, ¢ pedig az dtfogdt. Az a oldallal szemben @,
a b oldallal szemben f szog van.
Adjuk meg a tébldzat hidnyz6 adatait (x> y & x, y pozitiv).

e T T e e T v np e P eup

9om  40em
35m 37m

33dm 65 dm

21km  54km

oy |2y
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b) koszinusza:

) kotangense: ©

I8 Adjuk meg a kovetkezs inuszdnak
értékeit négy tizedesjegy pontossiggal:
) 78054, 28°12; 13°41°; b) 54,6 36,8° 47.4°%
n n 2
== =
10185
P} Hatirozzuk meg két tizedesjegy pontos

ggal az o, f. 7 és & hegyesszogeket, ha

I Jellje a és b egy derskszogi hiromszisg befo-

26t ¢ pedig az dtfogdt. Az a oldallal szemben z,

a b oldallal szemben f§ szbg van. Adjuk meg a
dblizat hidnyz6 adatait.

10dm 12

1Bm 54712

B ey mélygarizsha vezetG, cgyenes Iehait6 8 m hosszd. Milyen melyre visz a lehajt, ha a i
zszintessel 17°0s szogel zir be?

B By emelkeds a vissintessl 1205 szoget i be, 6 a izszintesre es merdleges vetilete
200 m. Milyen magasra visz az emelked6?

) Egy hegyi Gt emelkedése 12%. Milyen hossz az it, ha 300 méter magasra visz?

7 Mekkora szighen érkeznek a napsugarak a talajra, ha egy fiiggGleges riid drmyéka 75%-a a rdd
hosszinak?

B Egy csa

B A svegedi fogadalmi templom toronyréfa a7 it 1646 érsinge feet 72 méterr van. A torony
1ibiitd] 50 méterre milyen emelkedési szogben litszik az 6ra?

ar dtmérGie 9 mm. Milyen magas egy csavarmenet, ha emelkedési szoge 5°7

79 Egy kozvetleniil a foly6 partjdn 4ll6 épiilet 20 m magasan levs ablakdbl a folys szélességét
80%-o0s sziig alatt latjuk. Milyen széles a foly6?

EZF) A Budapest Sportaréndban rendezett koncerten a szinpad felett 12 méter magasan az énekest
17° depresszioszog alatt litjuk. Milyen tivol van taliink az énekes?

Egy 3 m hosszi Iétrét a teherbird képessége miatt csak tigy szabad a falhoz timasztani, hogy annak
avizszintessel bezirt szoge legaldbb 66° legyen. Legfeljebb mekkora tévolsdgra lehet a Iétra alja

Egy derékszogd hiromszog keriilete 70 em, egyik hegyesszoge 50° Mekkordk a héromszog
oldalai?
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B Egy derékszogt hiromszig egyik hegyesszogének szinusza % Laterilete 1.2 m?
@) Mekkora ennek a hegyesszognek a koszinusza?
b) Mekkordk a héromszog oldalai?

D Mekkorik annak a derékszogd hi a isgei, amelyben a befogékhoz tartozd sily-
vonalak hossza v/52 em és /73 em?

@ Egy ezt hiromsaty a hegyessapéuel stemben 1495 befoptfak i a2 itfogfimak
hossza egy-e a sz6g melletti befogdjdnak hossza egy raci im.
melyik srbefugzvényénck énekérdl Athatuk bizosan, hogy iraciondlic szim’

@B Adjuk meg a 1g22,5° ponta

B Egy szog és pétszige szinuszdnak kiilonbsége 0.2,
a) Adjuk meg ezeknek a szogeknek a kozelitd nagysdgit két tizedesjegy pontossiggal.
b) Szerkessziik meg ezt a két szoget.

s értekét.

Az ABC derékszbgti hiromszigben C csiicsndl van a derékszig. Az dtfogohoz tartoz6 maga
és asiilyvonal hosszdnak ardnya 12:37. Szamitsuk ki a derékszogd hiromszog hegyesszogei szi-
nuszdnak pontos értékeé

B Adjuk meg a sin18° pontos értékét.

Egy derékszog( hiromszog o hegyesszigével szemben 16vG befogdjdnak hossza 13 cm,
befogo hossza ccmunucrckhcn mérve piratlan természetes szdm. Bizonyitsuk be, hogy sin et irra-
ciondlis szdm.

Vegyiink fel egy ABC derékszisgti hiromsziget, amelynek befogsi AB = BC = 1 egység. Az AC-e
emeljiink C-ben merslegest, és jeldljink ki rajta cey €, pontot gy, hogy CC hossza 1 egysée
legyen. Ezutén az AC,-re emeljiink C-ben merdlegest, és jeloljink ki rajta egy
hogy C,C; hossza is | egység legyen. Ezt tobbszor végrehajtva az ABC, ACC), .

derékxmbu haromszigeket kapjuk. A derékszigd hiromszogek A-ndl levs szogei legyenek
@, Gy, ... &, (0 = 45°). Bizonyitsuk be, hogy
1gey g + ... +1ga, 2 clga,
Osszefiiggések hegyesszogek szogfiiggvényei kozott,
nevezetes szogek szdgfiiggvényei
PZER) Hozzuk egyszeribb alakra a kiivetkez kifejezéseket (o hegyesszog):
a) cosa-iga; b) (1 - cosa)- (1 +cosa); DY o
1+ cosa
d) cosa-\T+1g2a; ina - cos.

ne+

EZED Bizonyitsuk be a kovetkezo azonossigokat:

a) l+cigla=—s—; bl+tgtasz
sino o
1

d) sinba +cos®a + 3 -sina- costar =
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I Hatdrozzuk meg a kivetkez kifejezések pontos értékét: i
a) sin40°-1g S0°sinS0° + cos50% ) (1 cost0n)-(1+5in80%) + s
) €0s220°+1g220° + ctg S0°- g 50° + sin? 70° +1e
FII5) Hatdrozzuk meg a kivetkezs Kifcjezések pontos értékét zsebszdmologép hasznilata nélkiil:
) 3-5in60° - 1g45°; b) sin30°-1g60%

d) sin?45°-1g60°

> Bt o &
230° -2+ cos 60° + tg45°% S 4 sin T tg T
e) sin cos 2 ) cosT+sinte

&) (1g15°~ 1)-(1g30° - 1)- (tg45° ~ 1)- (1g 60° - 1)-(1g 75° - 1).
@I A tdblizatban megadtuk néhiny hegyesszog ezy IR
ebigguinyins ndhé Adwk g s I T W W
t6bbi szogfiiggvényének értékeit a hegyesszi- 3
gek kiszimitasa nélkiil (0<a<1,b>1). 5
02

I8 Mely o hegyesszogekre igaz, hogy:
a) sinar> coses;

b) cga>iga,
B0 Hozzuk egyszeriibh alakra a kovetkez kifejezéseket
2-sina-cosa+1

=) b)2
sina+ coser

00+ cosar) — 3 (sin‘ a + cos* o).
Hatirozzuk meg a kovetkezd kifejezes pontos értéke:

s st
1-cos =] 145in2% |+ cos % - c
12 12 12

Milyen x hegyesszogekre teljesiil a tg.x + ctgx = 2 egyenlGség?

Adjuk meg a 72° szogfiiggvényeinek pontos értékét.

Bizonyitsuk be, hogy ha o egy hegyesszog. akkor:
I <sina+cosa <2,
BIED Hozzuk egyszeribh alakra a kovetkezs kifejezest:
2-(sin‘ar+ cos*a+ sinar-co

) - (sinfa+ cos® ).

@H) Van-c olyan o hegyesszig, amelyre teljesiil, hogy
1 1
sino + cosa +tg2a +otgo b —g—+ —5— =57
sinfoc cosar




10. EvFoLYAM

Haromszdgek kiilonbozd adatainak meghatarozasa
szogfiiggvények segitségével

I Egy egyenl sziri hiromszog alapja 20 cm, szirai 25 cm hossziak. Mekkordk a héromszig
szogei?

I Egy egyenl6 szirt hiromszog alaphoz 20 em,azalep jibol a szira
bocsiton merleges hossza 12 cm. Hany fokosak a hiromszog szogei?

I By Gra 22 cm hoss ingdja Kt 26156 helyzetcben 17°
pontjénak két szelsd helyzete kizotti tivolsig

s szidget zir be. Mekkora az inga vég-

5 Egy lombseprii egy pontbdl kiinduld egyenként 38 cm hosszi 9 darab foga egymissal egyenls szis-
geket zdr be. A két széls6 fog végeinek egymdst6l mért tivolsiga 40 cm. Mekkora szoget zir be
ket szomszédos fog?

I Egy cgyenlG szird hiromszog alapja 42 em, szdrszoge 50° Az alapot mindket irfnyban a szdr
hosszdval meghosszabbitjuk. Mekkordk az fgy keletkezett hiromszog oldalai?

) A kovetkezs tiblizatban szabilyos sokszogek néhdny adatdt adtuk meg. Toltsiik ki a tibldzatot
(R.r.a pozitivak, n>2 természetes szim).

Koré

n R

FZE) gy 24 cm sugar Korben lev 30 em hosszd hirhoz mekkora kozépponti sz tartozik?

1) Egy 6 cm sugard korben mekkora hirhoz tartozik 40°-

s keriileti szog?

ZIT) Mekkora annak a kornek a sugara, amelynek 7 cm hosszisdgi hirjdhoz 32°17” keriileti szog tar-
tozik?

& Egy 10 om sugarii korben mekkora lehet az a keriileti szog, amely egy 7 cm hosszisdgi hirhoz
tartozik

A Egy hiromszog egyik oldala 4 cm hosszd. Mekkora lehet az oldallal szemkozti szog., ha a hdrom-
sziog koré it korének sugara 5 em?

I Egy hiromszog két oldala 20 dm és 43 dm hossz, az dltaluk kozbezdrt szog:
a) 72 b) 90°; ) 130
Mekkora a hiromszoyg terilete?

) Egy egyenls s
oldal

rd hdromszog terilete 100 em? és a szdrszoge 52°30". Mekkordk a hfromszog
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18 Egy paralelogramma két oldaldnak hossza 10 cm és 42 cm. Az dltaluk bezdrt szog:
a) 38% ) 90% ) 140°.
Mekkora a paralelogramma teriilete?

@I Egy paralelogramma tléi 50 cm és 45 cm hossziiak, az tlok hajldsszige 32° Mekkora a parale-
logramma teriilete?

P2 Mekkora egy 10 cm oldalhossziisdgi szabdlyos
a) tizszog; b) hétszog; ) n-szig teriilete?

I Hany szizaléka egy 8 cm sugard korbe it szabdlyos hatszog teriletének egy 6 cm sugard korbe
it szabilyos nyoleszog teriilete?

) Egy hiromszisg két szoge 43° és 64° A hdromszog terilete 120 em? Mekkora a hiromszoig koré
irhatd korének a sugara?

B Egy derékszisgl hiromszogbe irt ko sugara 2 em, egyik hegyesszoge 35° Mekkordk a hiromszig
oldalai?

Egy egyenl§ széri haromszogben az alap és a szdr hosszdnak az 5sszege 20 cm. Az alapon fekvé
szogek nagysiga 72°35". Mekkordk a hiromszog oldalai

Egy egyenld szdrt hiromszog alapja 50 cm hosszd, a
Mekkora a hdromszog:
a) egyik szira; b) terillete;
¢ beirt kisrének a sugara; d) koré it korének a sugara?

alapon fekvi

szogek nagysiga 43°12.

B Egy hiromszog két szige 54° és 65° a kiré irhat6 korének sugara 20 cm.
) Mekkora a hfromszog teriilete?
b) Adjuk meg a hiromszog legrovidebb magassdgdnak hosszt
) Mekkora a hiromsziig keriilete?
d) Mekkora a hfromszog befrt korének sugara?

@ Egy 50 m széles futballpilya szélérdl a partjelz6 mekkora szogben ltja a 7.
kaput, ha az oldalvonalnak abban a pontjdban dll, ahonnan a kaput a legnagyobb szoobcn eher

B Egy szabilyos nyoleszog oldala 10 em. Mekkora a nyoleszig
a) befrt korének a sugara? ) koré fit korének a sugara? ) terilete?
d) Mekkora részekre osztjdk a leghosszabb d16t a ri merdleges dtlok?

Egy héromszog két silyvonaldnak hossza 12 cm és 9 cm, a hajlisszogiik 75° Mekkora a hirom-
st teriilete?

Bizonyitsuk be, hogy egy hegyesszog hiromszog két oldala sszegének négyzete mindig na-
yobb, mint a hiromszog teriileténck nyoleszorosa.

Egy hegyesszigt hiromszig egyik oldala a. a vele szemben levG szig o. Mekkora az a oldal vég-
pontjaibdl kiindulé magassigok mlppnnljnmnk tivolsdga?

24798 6 szért hiromsziy az alaphoz
lebbi harmadoldpontia. Mekkordk a hiromszog szogei?

acsiieshoz kisze-
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Egy hid két pillérének tavolsiga 60 m. A két

pillér kzot olyan korives tartoszerkezetet épi-

tettek, amely a pillérekiG] mért 6 m tévolsgban

7 m magas.

a) Mekkora sugari a korives taridszerkezet?

b) Mekkora a tartGszerkezet legnagyobb magas-
sdga?

) Akétpillér kozott 5 fiiggSleges tartGoszlopot épitetiek. Adjuk meg ezek hosszdt, ha a két pillér
Kozt tivolsdgot a tartGoszlopok hat egyenld részre oszjak.

Sikbeli és térbeli szamitasok a szogfiiggvények
segitségével

P2 Mekkora lehet annak a téglalapnak a kerilete, amelynek egyik oldala 25 dm: hossz( és az tlk dltal
bezdrt szog 42°7

I Egy hirtrapéz magassdga 10 em, pérhuzamos oldalai 12 em és 26 em hossziiak. Mekordk a trapéz
szogei?

I8 Egy szimmetrikus trapéz sziirai 12 em, az egyik alapja 21 em hosszd, a trapéz egyik szoge 43°.
Mekkora lehet a trapéz misik alapja?

I Egy trapéz egyik alapja 72 m, a rajta fekvs s
a magassiiga 28 m hosszi?

Sgek 75° és 47°. Mekkora a trapéz teriilete, ha

BI8 Egy szimmetrikus trapéz dti6ja 8 cm hosszd, ennek az dtlonak az alappal bezirt szige 40° Mek-
kora a trapéz teriilete?

I Két kir kozéppontjdnak tivolsdga 20 cm, a kérok sugarai 5 cm, illetve 8 cm. Mekkora szoget zdr-
nak be a korok kozos kiilsd, illetve belsd érintdi

210 Szamitsuk ki, hogy egy 12,6 cm sugard kbrben mekkora egy 65°-os kozépponti szightz tartoz6
Korszelet teriilete.

T Mekkora teriiletd r
PZIT) Egy korlapbol szabdlyos

zekre bontja a 20 em sugard kort egy 24 em hossziisdgd hiirja?

zenkétsziget vigunk ki. Hiny szdzalék a hulladék?

I Egy gomb alaki limpabiira a kozéppontjdtol mért 3 m tivolsdgh6l 5°-os szogben litszik. Mekkora
alimpabiira dtmérdje?

I Egy hegyre az északi déli oldalrél két 1y vezet, amelyek azonos 1, egymistol
Iégvonalban § k tévolsigra ndulnak. Milyen magas a hegy, ha a kt Swwény emelkedd szbge
8°24°,illetve 22°43"

A Egy domb tetején 20 m magas kildiStorony van. Egy volzy egy pontjdbdl a kildtdtorony alja 47.5°,
ateteje 50,2° emelkedési szogben litszik. Mekkora utat tesz meg az a varj, amelyik a volgy ezen
pontjibdl a kilitGtorony tetejére egy egyenes mentén repiil?

BB A @link keletre fekvé hegy csticsit 21°32” emelkedési szig alat litjuk. Ha a vizszintes talajon
1.2 km-t délre gyalogolunk, akkora innen a csiics 19°42" emelkedési szsg alatt ldtszik. Milyen
magas a hegy?
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am

2435

am
2497
2438

[2502]

Egy szabilyos négyoldald gila oldaléle 20 cm, és az oldalé] az alaplappal 65°-0s szoget zdr be.
@) Mekkora a gila magassdga? b) Mekkora az alapél?

) Hany fokos szoget zdr be az alaplap az oldallappal?

d) Mekkora szbget zr be a két szomszédos oldalél?

Egy 8 cm sugard korhoz a kizéppontjdtdl 10 cm tavolsdgban 166 pontb6l érintdket hiizunk.
a) Mekkora szoget zdmak be az érinok? b) Mekkora az érintGszakasz hossza?

¢) Mekkora az érintési pontok tivolsiga?

Egy hirtrapézba 12 em sugard kor ithat6, a trapéz szdrakhoz tartoz6 kozépvonala 26 cm hosszi.
Mekkordk a trapéz szogei

Egy derékszogd hiromszog dtfogdjdhoz tartoz6 magassdga az dtfogét ket olyan szeletre osztja,
amelyek arinya 1:4. Mekkordk a hiromszog hegyesszogei?

Keét ko kiszo é az érintési pontok k
4cmés3em. 0 dmak be a kiilsd érinték?

8 em hosszi. A korok sugarai

Milyen hosszi egy motorak az ékszija

a) egyenes; b) keresztezett
{jhaitds esetén, ha a meghajto tircsakerék

6 a két thrcsakerék kozéppontidnak tivols

10 cm, a meghajtott tiresakerék sugara 30 cm
za 60 cm?

Egy reggel a gazda a biizafoldjén két gabonakirt tallt. Megmérie, hogy mindkeét kor sugara 50 m
és kozéppontjaik tavolsdga 80 m. Ezen a terileten mar nem tud termést betakaritani. Mekkora
a bevételkiesés, ha hektdronként 4 tonna bizt tudott volna betakaritani s egy kg biiza dra 20 Ft?

Legaldbb milyen magas az a hegy, amelyet a ldbtd] mért 250 km tivolsdgbdl még éppen litha-
tunk? (A Fold sugara 6378 km.)

Asiksig egy pontjdbol két egymés migit 16vG hegyesics egy irdnyban litszik, a kizelebbi 26°,
a tivolabbi 32° emelkedési 576 alatt. Ha 200 méterrel Kizelebb haladunk a hegyesicsok felé,
Kt e s 42" emelkedés sughen tzik. Milyen magosan vanak a hegyestsok o
fele

Eay v vece 150 2 maguar Vi, i bl pontl s v 14° el v st
litszik, a pilya kezdo emelkedési dlya megtorik, és innen az emelkedési szog
20° Hény méter utat tesz meg a sikl6, amig rele. a vérba’

Szeged foldrajzi szélessége 46°15’. Ha a Foldet 6378 km sugard gombnek tekintjik, akkor
a) milyen tévol van Szeged a Fold tengelyétd1?

b) hiny X sehességgel forog Szeged a Fold tengelye koril, ha 23,95 6ra alatt tesz meg egy teljes

h
fordulatot?
Egy téglalap oldalainak hossza 11 em és 13 cm. Mindegyik escsdnil levigunk beldle egy-egy
cgymissal egybeviigd hiromszoget tigy. hogy a kapott nyoleszog cgyenl6 oldald legyen, ésszim
metrikus legyen a téglalap szimmetriatengelyeire. MekKordk a nyolcszog szogei?

Az Egyetértés Pirt logdja egy 12 cm oldald szabilyos hiromszog. A hiromszog silypontja egy
olynn Kornek a kozéppontja, amely a hiromszog oldalait a cs unok ‘melletti negyedeld pontokban
metszi. A Ko teriletének hény szdzaléka esik a hiromszd iny em” a héromszognek
akoron kiviil es6 terilete?
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Egy 300 m sugari, kor alakd park kizéppontjdt6l 70 méterre van egy emlékmii. Az emlékmiitGl
a park széléig, egymdssal egyenld szogeket bezdrva, nyolc egyenes tsvény vezet, amelyek kisziil
a leghosszabb dthalad a park kiszéppontjdn. Adjuk meg az tsvények hosszdt.

GEED ey czyen s hisomszte ofyan éyzettrunk amelynek két s hiromsad i,
5 i hiromszog eey-egy szirra illeszkedik. Szimitsuk ki a hiromszog szgeit,
ok, hoga négyzet trlete & hiromzbe texlcténck a el

Az egyenls

hossa, szt pedig 110 A hirom:

legyik cstiesa koril 6 m sugard kort rajzo-

lunk. Mekkora az brén lithat6 vonalkizott
sikrész terilete? ()

dirii ABC hiromszog szfra 6 cm
oy

Egy repilgép repiilési magassiga 8000 meer,
sebessége 700 L Mu'myx ideig tart6z-

kodik egy szemlélG szd dtohatdr felett,
ha északrdl érkezik, és délre tant? (A Foldet
tekintsitk 6378 km sugart gombnek.)

repil

Vegyes feladatok I1.

HH) Hozzuk egyszertibb alakra a kivetkez6 kifejezéseket:
1 o L¥sina ince
cosa cosar

a) sino - cosa-tg

d) +cosa
1+ cosar

B Hatdrozzuk meg a kovetkezd kifejezések pontos értékét zsebszdmol6gép haszndlata nélkiil:
) 3-5in30°+ 3-cos 60°- 1g 45" b) sin30°— (cos 60° - ctg 459

€os70° - sin20°
1243°

FH0 Egy hegyesszig:
a) szinusza %; b) koszinusza 20, ) tangense —; d) kotangense 3
Adjuk meg a szog tobbi szogfiigevényénck ériékeit a hegyesszog kiszimitdsa nélkil

)

I Egy 10 cm befogdjd egyenl szini derékszogd hiromszog egyik é@ s
osslottuk. Mekkora ésrekne ostj ezek as osovomalak a sremkots berogdtd

[2515] Aibeteten méroakdl edelkest sl syt  Rudolf akndjdnak fels

280 méter hosszi akna alapjdnak tdloldalit 32° depresszidszog alatt lithatjuk. Milyen
mely a2 akna?

50 gy trapéz egyik alapja 20 em, a rajta lev szigek 72° s 47°0sak. A 72°
3 cm hosszid. Mekkora a trapéz mésik két oldala?

i) Egy hiromszg két oldaldnak ardnya 3:4, az dltaluk bezdrt sz6g 37°54°, a hiromszoyg teriilete
95 em?. Szimitsuk ki a sz6ban forgd oldalakat

g mellett v
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EH0 Ha egy rombusz oldalfelezs pontit ek 110 em? teriiletd négyszoget kapunk. Mekkora
arombusz oldala, ha egyik szoge S

Kor egy Keresztiil. Mekkora teriiletd
2ja ¢z 8 két phrhuzamos cgyenes a kort, ba annak sugera 12 om?

) Egy foly6 partjdt6l 100 méterre 4l egy épillet. Az épiilet egy 20 méter magasan levG ablakabol
afolyéra merdlegesen kitekintve, annak tdls6 partjdt 6°10" depressszidszog alatt litjuk. Milyen
széles a folyG?

[2521] Egy hegyttén 1 torony  vlgybal I stghen, ahegy ecie ugyanchbel a pontb) 21°eml-
szogbe . Milyen magas a torony, ha a hegy 400 m magas

78 Adjuk meg a kivetkezs kifejezések pontos értékét:
1-2-sine - cosa

(sinaz—cosa)?
o) (tgar+3-ctga)’ - (1ga -3+ ctga)’s
cg’a-3
Taga

a)

2o

) Egy egyenld szr hiromszog alapja 18 cm hossz(, az alapon levs szigeinek nagysdga 73°
a) Mekkordk a szirai? ) Mekkora a szdrhoz tartoz6 magassdg hossza?
) Mekkora a hdromszog teriilete?

) gy derékszigi hiromszisg egyik szoge 40° és a beithat krének ki a2 deréksziigi cst
16112 em tévol van. Mekkora a hdromszog dtfogdja?

7 Egy rombusz egyik szoge 37° oldala 15 cm hosszi
a) Mekkordk a rombusz 162 b) Mekkora a rombuszba frhat6 kor sugara?
) Mekkora a rombusz teriilete?

B Egy rombusz két szomszédos szoge o, illetve f, az il6inak hossza e, illetve f, és kerilete k.
Igazoljuk, hogy

sin% +sin
i)
2
Egy 10 em sugard kor koré irt érintGtrapéz egyik alapjén fekvs szogeinek nagysdga 70° és 80°.
@) Mekkora a trapéz teriilete? b) Mekkorik a trapéz oldalai?

B Két emelet kzotti Iépcsﬁmr merdleges vetiilete 10 méter. Az emeletre 22 lépesd vezet, és egy
IépesS magassiga 17 ¢
a) Alépes mellett |ews a mozgéskorl részére kiépitett korld Kkora szigben
hajlik a vizszinteshez?
b) Mennyi id6 alatt ér fel az emeletre a korldtfelvon, ha mésodpercenként 20 cm utat tesz meg?

B Egy hirtrapéz magassiga 10 em, pérhuzamos oldalai 9 cm és 15 cm hossziak. Mekkora a trapéz
Ko irhatd kor sugara?

D Egy egyenlG szirt hiromszog alapja 40 cm hossz, szirszoge 100° Az alaphoz tartoz6 magassig
mint 4mérG folé kort rajzolunk. Mekkora a ki és a hfromszog kizos részének terilete?
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BEERD By keletirnyban 600 5™ scbesscegel, dlland magassigban halad repil6gprdl cgy deli -
ban fekvG vir 35° deprestvioszg alatt Hiszik. Egy per milva ugyanere  vima 25°depressric-
sziog alatt tekinthetiink. Milyen magasan repiil a gép’

EFD Egy négyzetes oszlop magassiga 20 cm, alapéle 5 cm. Mekkora szget zdir be egy testdtl6
a) azoldalélekkel:  b) az alapélekkel; ¢) az oldallapokkal;  d) az alaplapokkal?

B Egy 12°0s lejton 416 Gegyence fia gy sita nap, hogy a fa dmy¢ka a It
Milyen magas a fa, vizszintes talajon 4l
sassiginak 32 sriralékas

inydban lefelé 5 m.
p drnyéka a colop ma-

BED Bizonyitsuk be, hogy birmely héromszoghen tg % ahol a, bés ¢ ahdromszog

oldalai, @ az a oldallal szemkozti szdg, s pedig a hiromszog félkeriilete.

B Egy derckszigt hiromsziie beirt Kire a dtfoxdt olyan pontban rind, amely 12 ardnyban oszta
az dtfogdt. Mekkork a héromszog hegyesszogei?

Egy 20 cm sugar korbe olyan hiromszget runk, amelynck két szdge 60° és 50° A hi
laira kifelé let része esik a 20 c
Egy hegy magassiginak meghatdrozésihoz egy tivolabb foly6 patak egyenes partjdn az A, a B,

ésa C pontokat gy vessziik fel, hogy az AB = BC = 700 méter legyen. A hdrom pontbol a hegy
magassiga rendre 40% 50° és 60°-0s szdg alatt Iitszik. Milyen magas a hegy?
B Egy turista a hegyoldal egy pontjdbdl a szemkozti csicsot 28° emelkedési szogben litja.
Ugyanennek a hegyestesnak a tikorképét az alatta elterild t6ban 52° depresszidszogben lita.
) Milyen magasan dll a turista a tengerszint felett, ha a t6 tikre 500 méterre, a szemkozti hegy-
csiics 2000 méterre van a tenger szintje felett?
b) Milyen messze van a turista légvonalban a szemkozii hegycstcstol?

Az dbrin lithat6 ABCDEABC'D'E’ szabilyos iszog alapi =
cgyenes hasdb oldallapjainak AB' és BC’ i mekkora szbget
zdrnak be, ha az alapé] és az oldalél hosszdnak ardnya 3 : o i
0 B
3 4

Vektorok (emlékeztetd), vektorok felbontasa
kiilonboz6 iranyu dsszetevékre
PET) Vegyiik fel a nullvektortdl & egyméstdl kiilonboz6 nempdrhuzamos @, b 6s & vektorokat. Szer-
kessziik meg a kivetkez6 vektorokat:
2

@) 2-a &) a-b+3

€)2:d-
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I Egy téglalap csiicsai ebben a sorrendben: A, B, C és D. Szerkessziik meg a kovetkezs vektorokat:

) AB+BD; 1) 2-AB-CD; o Di+3-AC
) irjuk egyszertbb alakban a kivetkezd vektorok:
@ a+2-(a-b); b) ﬁl (@+2-B+8)-(V2+1)-(2-a+

R N S
2

EB Az dorinegy rombusz négy st sl meghatiozot ht vldor
lithat
a) Adjnk megaz & és [ vektorta & és d vektorok segitségével.
b) Keressiink a vektorok kozott olyanokat, amelyek dsszege 0.
¢) Legyen [2] =10 cm, valamint @ és b vekiorok bezdirt szige

70°. Adjuk meg az @, b és J vektorok hosszit.

B0 Az ABCD paralelogramma dlinak O metszéspontjdbol az A és B esiicsokba mutasson az & és
B vektor. Fejezziik ki a paralelogramma oldalainak vektorait az d és b vektorokkal.

T Bontsuk fel a 32°-0s lejtdre helyezett 200 N silyd testre hatd sulyerot a lejtovel pirhuzamos és arma
merdleges osszetevkre. Szimitsuk ki ezen erok nagysigt.

B0 Az ABCD paralelogramma A csicsdbol
pontjiba mutat ez a vekior

\dulva vegyiik fel a BC - = - CD vektort. A sik mely

P Hirom egyenlG hosszi vektor osszege nullvekior, Mekkora sziget zimak be egym:
I Egy sik hirom vektorrdl llldjllk hugy mmdsgylknek ahossza § em. E hdrom vektor 6sszegének
mekkora lehet a minim; ni
E0 Melyi
PED Az ABCD rombusz oldala 6 cm.
a) Fejezziik ki az AC és a BD vektorokat az AB és az AD vektorokkal.
b) Mekkora az AC és a BD hossza, ha az AB és AD 60°os szoget zir be?

vektor egyenld az ellentettjével?

) Az d@ hossza hiromszorosaa b hosszdnak. Mekkora a két vektor dltal bezirt szog, ha tudjuk, hogy
az d- b vektor merleges a b vektorra?

| pirhuzamosak. || = 3. Mekkora a b vektor hossza, ha:
3 ) 2-b=(1+2)-a

P Adottak az @, b és ¥ vektorok. Bontsuk fel rajzban ¥-et @ és b irnyd Gsszetevokre.

) Az @ és b vektorok nem pérhuzamosak és egyik sem nullvektor. Hatdrozzuk meg az o és a
értékét, ha:
a)2-d+B-b=a-a-3-b b) (@-2p)-a+P-b=2a-d+4-b
o) (@-2p)-a+(5a-p+27)-b

PR Az d és b vektorok egymd
a) b=3-G; b)5-

o7
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) Egy ABCD paralelogramma BC és CD oldaldnak felezGpontjai legyenek E és F. Adjuk meg
az AF+ AE vektort az AB és AD vektorok linediris kombindcicjaként.

EED Az ABC hiromszigben AB = b, és AC
rjuk fel b és  vektorok segitségével az A

) Az ABC hiromszogben AB=b, és AC
hosszabbitottuk BC hosszdval. frjuk fel b &
pontokba mutat6 vektorokat.

€. Osszuk fel a hiromszog BC oldaldt 3 egyenld részre.
esbol a harmadolGpontokba mutaté vektorokat,

& Ahdromszog BC oldaldt B-n, illetve C-n til meg-
& vektorok segitségével az A csiesbdl az gy kapott

B Adjuk meg egy téglatest egy esticsdbol kiinduld hérom oldalél, hérom lapdtlé és a testdtl6 vekto-
rainak osszegét.

B Az dbrén lithato ABCDEFGH kocka O kzéppontjdbol az A,

lap kiszéppontja):
a) OF: b) OG; <) OH; d) FC;
¢) OK; 1) OD; 2 DC.

FE Egy kocka A esdesdbol kiinduld és az A-t tartalmazo lapok kozéppontjaiba mutat6 vektorok
legyenek &, f és g Allitsuk el ezek segitségével az A csiiesbol kiinduld élvektorokat

R Az ABC e AL PO OMBUAR (2056 15 B . A B Tl s Kt
harmadoldponts
a) Fejezziik ki az FE ésa CK vektorokata CA és CB vektorok segitségével
b) Mekkora az FE és a CK vektorok hossza, ha a hdromszogben az AB oldal 18 cm hossz és

ABC% = BACS =107

BB Egy tetszleges, de rogzitett O vonatkoztatdsi pontbél az ABC hiromszog A, B és C csdcsaiba

mutatd vektorok legyenek rendre . b és . Tekintsitk azt a kozéppontos hasonlésdgot a stkon,

Az, b és

amelynek kozéppontja a hiromszog A csticsa,

és a hasonl6sdg ardnya pedig A=

& vektorok segitségével adjuk meg az O vonatkozta iba mutatd.

vektorokat.

pontbol a képhiromszog esiic

B8 Bizonyftsuk be, hogy a szabdlyos ABCDEF hatszigben:
AB+AC +AE + AF=2-AD.
Az d és b vektorok az dbran lithat6 ABCD négyszg szemkizti

oldalainak vekiorai. Fejezzik ki a négyszog EF kozépvonaldnak
vektordt az i és b vektorokkal.
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2 G és b vekiorok az dbrin ithaté ABCD négyszbg szemkiszti
oldalvcklorm Legyen az E pontaz AD oldal D-hez kozelebbi,
illetve az F* ponta BC oldal C-hez kizelebbi harmadolopontja.
Adjuk meg az EF vektortaz @ és b vektorokkal

4

Legyen P é Q az ABC hiromszog AB, illetve AC oldaldn két belsG pont tigy, hogy BP = CQ.
Jelolie a BC oldal felezSpontjdt E, a PQ szakasz felezGpontjdt F. Igazoljuk, hogy EF egyenes
pérhuzamos az ABC hiromszog A csiiesdbol indul6 bels szogfelezjével.

Bizonyftsuk be, hogy egy tetraéder két szemkozt élpirjdnak i alkotnak.

Vektorok alkalmazasa a sikban és a térben

D) Az ABCD paralelogramma sikjdban adott egy O pont. Fejezziik ki az O pontbdl a D csiicsba
mutat6 vektort az OA, OB és OC vektorok segitségével.

D Az ABCD paralelogrammiban AB = d, AD = b. Toljuk el a sikon a paralelogrammit 2- BC vek-
torral. Adjuk meg az @ és b vektorok segitségével azt a vektort, amely a paralelogramma A csi-
esdbol az eltolt paralelogramma dtlGinak metszéspontjdba mutat.

D Bizonyitsuk be, hogy egy tetszdleges pontbdl egy négyszig esiicsaiba vezetd vektorok ésszege
cayenls ugyanabbo & pontbo az oGl Telezopontaiba mutatd vektorok Ssszegével

FEI) Asik egy O pontjdbl az ABC hiromszog A csiiesdbaaz @ vektor, a B csiicsdbaa b vekior, a BC
oldal felezGpontjdba az f vektor mutat. Alitsuk elG ezen vektorok segitségével a kovetkezd vek-
torokat:

) BC: b) OC: ) AC.

PP Egy O pontbdl az AB szakasz végpontjdba mutat6 vektorok @ és b. frjuk fel ezek segitségével
az AB szakasz azon P pontjdba mutat vektort, amelyre
o=l bnik2 o2 o; = g

[2573] A; ABC sabdlyos iy AB oldldnkfeleabponta F, a iromsa ki i kinek inkp-

u) chczzuk ki az AF és AO vektorokat az AC és AB vektorokkal.
b) Mekkora a ‘C:” ardny?
lcal
B0 Az ABC hdromszigben az A csticsbdl indul6 bels6 szogfelezs a szemkozti oldalt egy olyan
D pontban metszi, hogy BD:DC =3:4. Adjuk meg az AD vektort AB és AC segitségével.

Mekkora az 2. ardny?
ac

R Az ABC hiromszigben AB:AC=2:3. Az A csiicsbol indulG belsG szogfelezd a szemkozti oldalt
D pontban metszi. Adjuk meg az AD vektort AB és AC segitségével.




i) Bizonyitsuk be, hogy ha cgy tetszGleges hats ak felezGpontjai valamilyen kiriljdrsi
dnyban A, B, C, D, E és F, akkor az ACE és BDF hiromszogek silypontja azonos.

Egy O pontbol az ABCD négyszig csiicsaiba mutasson rendre az , b, € & d vekior. Adjuk meg
ezek segitségével az ABC hiromszog b6l a BDC hiromszisg s mutatd vektort.

FEE) Legyen az ABC hiromszog silypontja . az EFG hiromszog stlypontia P. Bizonyitsuk be, hogy:
AE+BF+CG=3-5P.

FE Egy O pontbdl az ABCD tetraéder esiicsaiba mutasson rendre az @, d vektor. Adjuk meg
czck segitségével az AB oldalél felezdpontjdbo a tetraéder sdlypontjdba mutats vektort.

B Egy ABCD tetraéderben DA= G, DE=b és DC= . Tekintsik az ABC alaplap éleinek felezs-
pontjai dltal meghatérozott hiromszdyg S silypontjdt. Fejezziik ki a DS vektortaz a, b és € vekto-
rokkal.

PER Az ABCDE giila alaplapja az ABCD négyzet. Legyen AB
azd, b és ¢ vektorokkal:

a) a DE vektor
b) az A esiesbél a CE €l felezGpontjdiba mutat6 vektort;
¢) az A estiesbol a BCE oldallap silypontjdba mutatd vektort.

=, Fejezzik ki

B0 Egy tetszleges, de rogzitett O vonatkoztatdsi pontbl az ABC hiromszog A, B és C esdcsaiba
mutaté vektorok legyenck rendre @, b és €. Fejezziik ki az @, b és € segitségével a hiromszog
sillypontjdbol az oldalak felezGpontjaiba mutaté vektorokat. Adjuk meg ezeknek a vektoroknak
az Bsszegét.

P Egy 2008 oldald sokszog oldalainak felezGpontja rendre F1, F
kezé Gsszeget:

oos- Adjuk meg a

s Faoor.

FF + B + ...t FaggyFaoos + Faos

inak szakas

BB Igazoljuk, hogy egy tetszdleges hiromszog silyvon: el lehet gy tolni, hogy azok
ssik.

egy hiromszog oldalait alk

BB Hatdrozzuk meg egy tetraéder silypontjdbdl a csiicsokba mutaté vektorok dsszegét.

Egy téglatest egyik csticsdra illeszkedd hdrom lapjénak e csticshoz tartoz6 tlGit ho\wuk felével
megnydjtjuk. Az izy kapott hdrom pont a térben meghatdroz egy hdromszoget. suk be,

hogy ennek a hiromszognek a silypontja a téglatest kivalasztott esicséval szemben levs enesn

B Bizonyitsuk be, hogy ha egy koziss pontbol kiindul . 5 és € vektorok végpontjai egy egyenesbe
esnek, valamint @ és b nem parhuzamosak, akkor & vektor eldill a kovetkezs alakban:
a-i+(1-0)-b.

dul6 @, b és ¢ vektorok olyanok, hogy @ és b nem

B Bizonyitsuk be, hogy ha egy kozos pontbol ki
o-d+(1-0)-b alakban, akkor az @, b és @

pirhuzamosak, valamint a ¢ vektor elill
vektorok végpontjai egy egyenesbe esnck.
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Az ABC hiromszog BC, CA és AB oldalain jeloljiink ki egy-egy A" B és C" pontot tigy, hogy
czek a pontok a megfelel oldalakat valamely koriljdrdsi irdnyban azonos ardnyban osszk.
Bizonyitsuk be, hogy az AA, BB’ és CC’ szakaszokat egy hiromsziggé lehet dsszetolni.

Rajzoljunk egy hiromszig oldalaia kifelé néeyzeteket. Bizonyitsuk be, hogy anéeyzetcknek a hirom-
sziog esiiesaitol killonbozo csicsai olyan hatszoget hatdroznak meg, amelynek minden, a négyzet

ool b6 oldala  hiromesde cgy-cay silyvonalinak kétszeresc

Az ABC hiromsz0g oldalainak hossza a szokisos jeloléssel a, b és c. Egy tetszGleges, de rogzitett
0 vonatkoztatdsi pontbol az ABC hiromszog A, B és C esicsaiba mutat6 vektorok legyenck rendre
a@, b és ¢. Adjuk meg az O pontbol a hdromszisg beirt korének kozéppontjba mutat vektort
az @, b és ¢ vektorok segitségével.

Az ABC hiromszig A esicsinak B-re, B esiesinak C-re sdnak A-ra vonatkoz6 tikir-
k:pe rendre Ay, B, és Cy. Adjunk az ABC mmmwug cerkesnibséne eljdrdst, haadott A,, B, és C.

Egy ABC hiromszog olda
Kozéppontjai dlta

rjzolunk. Bizonysuk be, hogy eren
héromszog sl ABC hétomszoyg silypontja.

vektor

Vektorok a
i adott

D Szerkessziik meg a koordindta-rendszerben az alfbbi helyvektorokat:
a) (4:3); B) 13 o 4-32; d) (V2 3)

- ﬁ).

P Egy szakasz végpontjainak helyvektorai [—2:3] és (1:-+/5). Abrizoljuk a szakaszt a koordindta-
rendszerben. ;

D Hotirozzk meg a (23). (- &5 (p: g) helyvektorok tiikorképeinek koordindtdit,

a azol
a)az x lengelylc: b) az y tengelyre; ¢) az origéra;
d) az orig6n ithalad6 és az x tengely pozitiv felével 45°-0s szdget bezdrd egyenesre tikrozziik.
B0 Adjuk meg a kovetkezo inak halmazt a koord; dszerben (x, y € R):

a) (x5 0); b) (0% =3 d) 2y

PET) Hatirozzuk meg a négyzet csicsainak helyvektorait, ha az oldala 10 egység hosszd, kozéppontja
az origéban van és
@) eayik estesa s x tengelyre llesrhediks
b) oldalai pé akoord: Iszer tengelyeivel.

D) Legyen a(2;
a) 4. b)

3). Adjuk meg a kivetkez6 vektorok koord;

©) @+2:G+2%G+ 2 a4 24 a+ 2% d

4). Szdmitsuk ki a kovetkezs vektorok koordindtdit:

D Legyen a(l; -3), E[ 0,

d+b+e
=

|
=

@) i+ b; b d)

=3
)5BS
0 5:b+3

7
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IR Adjuk meg az AB vektort, ha:
@) A7) & B(-9:3); b) A9;=5) és B-8;5);
) A(V3; 13) és B(VT2: 7): d) Ala-1:2b) és B2a—9:5+b).
2603} Adnuak(m \ita-rendszerben harom pont: A(4 |) B(-2; 5) és C(5: 7). Adjuk meg az AB BC
és CA vektorok koordiniit. Adjuk meg az AB + BC + CA dsszegvektor koording
I Az A(-2:4) pontot a koordindta-rendszerben eloltuk a:
@) ¥(5; 4); b) F(-2;7); o) (V3 4): d) ¥(2;-4)
vektorral. Adjuk meg az A pont képének koordi
8 Igazoljuk, hogy az A(4: 8), B(T: 3), C(9; 12) és D(12; 7) pontok paralelogrammdt hatdroz-
ak me

0 Igazoljuk, hogy az A(4; 7). B(5;9) és C(2008; 4015) pontok egy egyenesre esnck.
Hatirozz meg 3 cabdlyos hatsag csfsunak helyvekioat, b az oldaln § egysdg bossai,

zéppontja az origdban van, és egyik csicsa illeszkedil
a) az x tengelyre; b) az y tengelyre.

EID Adjuk meg a kivetkezé ¢ ‘halmazit a koordindt dszerben (x € R):
a) (6 ) b) (~x:x); o (xlxl): d) (Ixl;x);
@) (1xkilx]).

B0 Adjuk meg az dsszes olyan p egész szdmot, amelyre a »( iptep— 12] helyvektor mindkét
koordindtdja nemnegativ. 5-r

B (sn+2
Mely n egész szimokralesza 7| >

221 vektor mindkét koordindtdja egész szim?
n-

Szdmitsuk ki a kovetkezG 2008 darab vektor dsszegének koordin

i) A -

L2008
20082009

Vegyes feladatok IIl.
Két 10 egység hosszd vektor szoge:

a) 0°; b) 30°; ) 90% d) 140°; ) 180°
Adjuk meg a két vektor osszegének a hosszit.

[2513] Ak meg egy szadlyos

o
b) nyoleszig koré frhaté korének kozéppontjabol a esticsokba mutat vektorok osszegét.

EHD Az ABCD négyszigben AB C=bés
pontjabol BC felezGpontjdba mutaté vektort

D

Allitsuk el6 ezek segitségével a DA felezd-

EE Az ABCD négyzetben az AB és AD vektorokat adjuk meg az AC és DB vekiorok linedis kombi-
nciGjaként. Mekkora az AC + DB hossza, ha a négyzet oldala 2 egység?
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I Kozos pontbol kiindul6 @ és 5 vektorokbdl képezziik az -+ - vektort. Mutassuk meg, hogy

lal " T6
ez a vektor prhuzamos az @ és 5 vektor dltal bezirt szig szogfelezdjével.
30 Legyen S az ABC hiromszog silypontja, AB =& és BC= d. Fejezziik ki d s @ vekiorok segit-
égével a kovetkez6 vekiorokat:
) SA+5B+5C; b) SA-SB; ) SA+SB-SC.

I Egy tetszoleges O pontbdl az ABCD négyszig estcsaiba mutasson rendre az d, b, ¢ és d vektor.
Legcn H a BC oldal C-hez kiszelebbi harmadolGpontja és P a DC oldalnak az a pontja, amelyre
DP

Adjuk meg a HP vektort.

PcT3

0 A sik egy O pontjdbol egy X pontba mutats vektor az @ és b vektorok segitségével 2-a-5-5
alakban, egy ¥ pontba mutat6 vektor pedig 3-5 4+ alakban adhat6 meg. Adjuk meg @ és b
segitségével az XY szakasz X-hez kozelebbi harmadol6pontjiba mutaté vektort.

) Legyen ABCD egy tetszdleges paralelogramma. Bizonyitsuk be, hogy

AD+AC=AB+2-

) Asik egy O pontjdbol az ABC hiromszog A, B és C csiiesaiba mutatd vektorok legyenek rendre
@, b és & Adjuk meg az AB oldal F felezéspontjdbl, a BC oldal C-hez kozelebbi H harmadol6-
pontjdba mutatd vekiort.

B3 Az ABC hiromszog estcsai A(1;=3), B4: 7) és C(5: 1).
a) Adjuk meg az ABC héromszog oldalvektorainak koordindtit

b) Az origé kiszéppontii = ,% ardnyi kozéppontos hasonl6sig az ABC hiromszget az AB'C’
hiromszogbe viszi. Adjuk meg A, B' é C* koordintdit.

¢) Toljuk el a hiromszog C estcsdt az AB vektorral, gy a C” pontba jutunk. Adjuk meg €
koordindtiit.

d) Milyen négyszoget hatdroznak meg A, B, C”és C pontok?

EI) Egy kutyaszin elé hirom kutyi kiioitek, amelyek egyenként 200 N erGvel hizzik a seint.
Ha koteleik 22°-0s szijget zimak be egymdssal, akkor szdmitsuk ki a kutydk dltal kifejtett ereds
er6 nagysdgit.

B Az AB és CD szakaszok felez6pontiai
felezopontjai egy egyenesen vannak.

78 Az ABCD négyszog oldalvektorainak koordindtdi AB(3;2), BC(-2; 7), CD(x; -8) és DA

(9;y). Adjuk meg x és y értckét

P és Q. Bizonyitsuk be, hogy AC, BD és PQ szakaszok

P Egy hatszog oldalainak felezGpontjai legyenck valamilyen koriljardsi irdny szerint F, F;
F5, Fy. Bizonyitsuk be, hogy az FyF3Fs, és FyFyf hiromszogek silypontja azonos

Adjuk meg x énékét, ha tudjuk, hogy az A(4: ~6), B(x;9) és C(-7;8) pontok egy egyenesre
esnek.

Fy

[2521] Egy sikogy wtsafleges P poni itz gy ABCD parelogrmia A st mjd iz eed-
a ra, és igy korbe a paralelogramma minden egyes csiicsdra. Bizonyitsuk be, hogy
anegyedik krbzés visopavise a7 reded pontb
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) Bizonyitsuk be, hogy egy tetraéder silypontja felezi a szemkiszti élek felezGpontjait sszekots

szakaszokat.

FIED) Az ABC héiromszog AB és AC oldalai folé kifelé ADEB és CFGA négyzeteket irtuk. Bizonyitsuk be,
hogy az EF szakasz felezGpontja rajta van a BC ftmérdji koron.

[25:1] Az 0 Keakppont kix AB és CD hirji merflegesck egymdsr é metsaésponk M. Igaoljuk,

oy OA+0B+0C+0D=2-0M.

D Az ABC hiromszog AB, BC és CA oldalainak a kezdGpontokhoz kizelebbi harmadoldpontja
legyen Ay, By é C. Az A\B,C, hiromszog A B, B,C, és CA, oldnlnlnaka kczdoponmkhm
kiszelebbi harmadoldpontjai legyenek Ay, B, és C,. Bizonyitsuk be, hogy az
hiromszgek hasonlk. Adjuk meg az A,B,C és az ABC hiromszigek lerulclenek ardnyit,

az AyByCy
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10.5. SZOGFUGGVENYEK

A szinusz- és koszinuszfiiggvény definicidja,
egyszerii tulajdonsagai

) Hatdrozzuk meg a kivetkezG szorzatok eldjelét:
a) sin100°sin 13
) cos210°-sin 115°%
Csak a defi
wbldzatot.

P Csak a definicio alapjdn, fiiggvénytdblizat és zsebszimologép haszndlata nélkil szdmitsuk kiz
) 2-¢0s0°+ 3-5in90° + 4-cos 180°; b) 5-5in270° = 2-c0s 0° + 3-5in90°;
©) 5in45°-cos45° - 5in 60° cos 60° d) sin135°- o5 225°+5in 300°- cos 120%
¢) cos180°-5in270° + sin90°- cos 360°

b) c0s285°-cos(-316°);
d) sin3-cosd.
és ép haszndlata nélkiil ltsiik ki az aldbbi

6 alapjdn, fiiggvénytdblizat és zsebszimologép haszndlata nélkiil szamitsuk ki:

b) uu%”; o sin%; d) cml”
7 sin2y 9 cos2X; B sinl 2%,
3 4
Csak a definici6 alapjan, fiiggvénytdblizat és zsebszimologép haszndlata nélkiil szdmitsuk ki:
a) sin7m; b) cos8r; ) sin20097; d) c0s2002m;
e) sin(~20107); ) cus[’”‘#} 2 cm["‘iﬂ”] h) \m( '“”"]
EED Szdmitsuk ki a kivetkezs miveletek eredményét:
] L3 L3 2r . Sm . T L3 3
a) si s s si si sinz; b) COS =+ COS -+ COS L.
[ R T T 300y
A szinuszfiiggvény grafikonja
FIED) Abrézoljuk a kovetkezd fiiggvényeket:
a) x> sinx+ 1 b) xs sinx- 1 ] .n—)sm(,\i»%]:

d) x> sin(x- 7y e n—nm(;ﬂ-%

/;xwz-.\i"[n%],
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g)x»—)%-si"(x+m§ ) x> —sinx; i) x> 1=sinx;
J) x> 3-2sinx; k) x> 2-(1 = sinx); I)x»—)sm%;
m) x> 1 =sinZs ) x> —sin2x; 0) x> 1 +sin2x.

B A szinuszfiiggvény grafikonja segitségével dontsik el, melyik nagyobb a megadott két érték kozil:

a) sin % sinl; b) sin(-02), sm[—%): ¢) sin2, sin3;
d) sin(z-2). sin2.

I Oldjuk meg a valds szimok halmazin:
a) sinx= b) sinx=n-x;

FIA Abrizoljuk az adott intervallumon a kvetkezd fiiggvények grafikonjdt:

a) [~ 7] 5 R, x> sm[x—%} b) [0:27] R, x> 2 sln[x+§]:
o [0:22] 5 R, x> 1 +sm[x 73): &) [ 7] >R, x> 1 Asin[x —g}
e) [-m: 1] > R, x> sin2x; £ [0 7] >R, x> n[hfg),

h) [0: 7] 5 R, x> sin|

) Abrizoljuk és jellemezziik (novekedes, fogyds, szélsdérick szempontjdbol) a kovetkezs fliggve-
nycket:
a) [-m; 7] 5 R, x5 2-sinx - 1; b) [~z 7] 5 R, x5 2-sin x+§]—l,

¢) [-m 7] > R, x> sinx+|sinx; d) [-m: 7] > R, x> | sinx| —sinx.

D) Adjunk meg hirom kilonbiszs o szoget, amelyre igaz, hogy:

G

a) sina= b) sina= ¢) sinec=sin53%

2
ET8 Oldjuk meg a kivetkezs
3

a) sinx=

) sin2x
2 )

P Fiiggvénygrafikonok felhaszn
L
|

b) sin [,\- -

val oldjuk meg a kovetkez6 egyenleteket:

b sm[s.r P sm{A JT"]_

£) 2-sin (4;

a) sin (20 +309 =

d 72-“..(2;(,1’2_ =2

2
3

g) 4-sin? [3; -
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Valasszuk ki a kovetkezs fiiggvények periédusit. Karikdzassal jeloljiik.

a) /m=sm(x-§); A B) 2 o
b) g(xi::in(1‘+%]. A)2m; B) 4r: [OF
&) hy=2-sin(.x— A) am B ol
=2-sin| -5 3 ; 2
&) it =sin[3x+ |42 A) 3 B2 o
e - 3 2
) Hatdrozzuk meg a kivetkezs R — R fiiggvények periddusit:
@) w\%; b) sindx; ) sinTx;
d) sin [x—%]; o sin[% il sin(ﬁx
I Oldjuk meg fiiggvé segitségével a ko 5 6
a) sinx20; b sin> d) sinx<-2;
e) 2-sinx>-1; ) 2-sinx<—V3;
D Fiiggvénygrafikonok segitségével oldjuk meg az aldbbi cgyenldtlenségeket:
P :in[r+§]>7|: b) -2 :ln[l\'f%l]ﬁﬁ;
Pl z-mn(k%]oﬁ; ) Mn( B
) Oldjuk meg a kovetkezs
a) 2-|sinx|<1; b) &inzle; ) sinlx| <0.

2

Abrizoljuk és jellemezziik (nbvekedés, fogyds, szélsoériék szempontjdbol) a kovetkezs figg-
vényeket:

a) R— R, x> x-sgn(sin

: b) [-7: 7] > R, x> x-sgn(sinlx]);
) [-ma] 5 R, x> [sinlxl|.

A koszinuszfiiggvény grafikonja, egyenletek,
egyenldtlenségek

) Abrézoljuk a kivetkezs fiiggvényeket:

@) x> cosx - 1; b) x+> cosx +2; L')x»—n:os[x—

)

d) x> cos(x + 7% ) n—»co;[x ) tzvcos(‘ef%).
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g;x»a%-ms(km; ) x> —cosx: i) x> 1 -cosx:
J) x> 3-2-cosx; ) x> 2-(1 +cosx); I)x»—)cm%:
m xi- ms%: ) x> ~cos 2 0) x> 1+ cos2x.

) Oldjuk meg a valds szémok halmazin:

a) cosx 3 b) cosx=

N

2
FE Melyik nagyobb a felsorolt ket érték koziil

3
o cosx=x+3

a) cosl, cos1.5: b) cosl, cos(-1); ¢) cos1, cos3.
D Abrizoljuk a kivetkezs fiigevények erafikonjit:
a) [0;27] 5 R, x> cm(x —%]; b) [-m 7] >R, x> 1 405[”%];
0 [0:27] > R, x> w:(x +§]7 N &) [em x] > R, x> =1 = 2-cos (=
e)[-f SR, 1 [cos[x+Z); /;[—5 —R, x> cos2x- 1;
2 3 2
o [—%ﬂ SR, x5 cos[2x ’3’] W [-m 2] >R, x> cos[%— x).

Abrizoljuk 6s jellemezzik (novekedss, fogyds, szélsGének szempontjdbol) a kivetkezo fiigg-

a) [-m 7] > R, xlcosxl + 2; b [-m n]ﬂR‘xb—)Z-cns[x7%]+|:

¢) [-m: 2] 5 R, x> cosx] + cosax.

FE) Adjunk meg hérom kilonbiozo o szoget, amelyre igaz, hogy:

a) cosar =1 b) cosa : ) cosar=cos40°

2
FE) Oldjuk meg fiiggvénygrafikonok felhaszndldsdval:

2

d) cosa=cos130°

a) cnsx:%. b) cosx=0; ¢ cosx=1; @ cosx=3
e) cos ? f) cosx=-5; ) cosx:%. h) 2-cosx=—v2;
1 2
i) =2-cosx=1/3; J) cosx=2; B cosx=2.
FE Hol pozitivak az aldbbi figgvények? Oldjuk meg i
a) f(x) = cos (x = %] b) g(x)=—cosx:
o /l(x):cos%; d) i(x)=2-(1 + cosx).
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@70 Oldjuk meg a kivetkez egyenleteket.

a) cos2e= b) cos(2x +60°) o cos(}x—
d) cos| [lx ) =2-cos| [5; - %]: £) 2-cos [ZX -
g) 4-costx h) m.é[Zn%] i) 4-cos?

o, 3%
P L
J) 2-cos’ (x ]

IR Oldjuk meg fiiggvénygrafikon segitségével a kivetkezs egyenldtlenségeket.
1

a) cosx>0; b) cosx<1; ¢) cosx
5 2
@ cosx>5; € cosx <=5 ) eos2es=2;
o) 2-cos(20-2E)> 3 1) 2-cos[3x+E|2 -3 i cos[E-x|>4;
2 [ 372
J) cosdx>0.

@ Hatdrozzuk meg a kovetkezd fiiggvény legnagyobb értékeét.
£:10: 7] > R, £(x) = sindx + cos®x.
D Igazoljuk, hogy az aldbbi fiiggvény pératlan.
[RSR,f(¥

X+ +5-cosx-sin2x.

B8 Igazoljuk, hogy a kvetkezd fiiggvény piros.
SRR, f()=
I Oldjuk meg a kovetkezs egyenldtlenségeket.

1 py S=dosintx

0sdx + sin3x-sinx +

@ sinx~leosxl<
osx

Allapitsuk meg az dbrizolt figgvények hozzd-
rendelési szabilyt.

Hatdrozzuk meg azokat az x; y val6s szmpirokat, amelyekre fenndll a kovetkezs egyenldség:

1
2-cosy=x+

Oldjuk meg a kovetkezs egyenletet, s brizoljuk a gyokoket:
242y +cos?a=0.
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Igazoljuk, hogy ha x € R, akkor

2-cos?x +3-cos 2 <5,
Van-e val6s megoldisa a kbvetkezs egyenletnek?
4-sin2x +cosx=5.
A tangens- és kotangensfiiggvény

Abrdzoljuk a kovetkezs fiiggvényeket:

a,m.g[‘,g},gm%; emaeen Lok

r}x»—mp.—u«m«x—%,%: d) x> 1 +etgr, 0<x<m

o) x> ctg[x+ X, <25 ) aotg[x+ ) cr<x<m x#0.

4 4 2

D Abrizoljuk egy koordi dszerby -g <x< g akisvetkezs hrom fiiggvényt:

a) x> sinx; b) x> x o) x> tgx.
0 Oldjuk meg fiiggvénygrafikonok segitségével:

a) tgx > b)lgxl<1; o) ctgx < d) ctgx >3,
Abrizoljuk a kisvetkezd fiiggvények grafikonjat:

) |-EE SR xogre s b) [-m 2] >R, x> g

2’2 2

L;[,g ﬂ]—)ﬂ(,n—»lgb; ) }" ’;[ak,amg\xl.

Oldjuk meg a val6s szimok korében fiiggvénygrafikonok felhaszndldsdval:
™
b) et % - x|=1;
eafs)

c)ug(p%]zﬁ; d) 3-1g2x—-4-tgx+1<0.
Oldjuk meg a valds szimok halmazin:

a) 1g2x>0; b) |g§<n, Pl lg()w%)zl, 4 clg[xfﬂzl;

e ltgxlz1; ) letgxl <43
Abrizoljuk és jellemezziik dis és szelsderiek jibol a kovetkez fi

or]-

.%[ﬁl‘{.f(x?— elsl|:

I
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P Hatdrozzuk meg a kovetkez6 fiiggvény legkisebb érickét:
f ]u g[ SR, (9= tgx+ctgr.
Van-e a fiigevénynek legnagyobb ériéke?
M Oldjuk meg a valGs szmok halmazn (sziikség esetén figgvénygrafikon segitségével):
@) \in12x+cu,~.22leg(r+%} b) tg[leg)>|:

o ctg2rsl; ) g3

tgx.

Hatdrozzuk meg a kovetkezs fiiggvény maximumét:

I [;g[—m,/m:z tgx—tg2x

Igazoljuk, hogy az aldbbi fiiggvény minden x-re, amire értelmezve van, pozitiv.
a) \en\{n —’nez‘l

SRE =,
cosx+ olgx

i (uggvények tlajdonsdgainak felhaszndldsdval oldjuk meg 0 <x < 5 e a kovetkezs egyenldt-

1-cosx<tgx—sinx.

B Hatrozzuk meg a kivetkez6 egyenlet legkisebb pozitiv valds gydkét 102 pontossiggal.

és

I Abrézoljuk és jellemezziik (nivekedés, fogyds, szélsoériék szempontjbol) a kovetkezs fiigg-
nycket

=

+4-cos’x.

@) g [-m ] >R, g(.r)=;m(§- ) bk ]v% {am W)=
I Hatdrozzuk meg a kovetkezd fiiggvények legnagyobb és legkisebb éricke
a) fiR >R, f(x)=sinx+1; b) g:R>R, g(x)
P Oldjuk meg a valds szimok halmazin a kovetkez egyenletet
3-cos’x—3-J3-cosx+2=0.
0 Oldjuk meg a valds szimok halma:
a) cos(3x - 4n) = sin(x - x); b)
d) cos2x = cos6x.

.|n2x=cns§: ) sindy =sin2x;

I Oldjuk meg a valds szimok halmazin a kovetkez egyenletet
sindx+ costx= 1.
0 Oldjuk meg a valds szémok kérében az egyenletet:

6-cos?x+ 11 -sinx - 10=0.

81




10. EvFoLYAM

BB Abrézoljuk a kivetkezs fiiggvény grafikonjat:
f: [~ ] 5 R, f(x) = cos

H
I
2
0 Oldjuk meg a valds szimok halmazin:
a) sinx+V3-cosx> 1 b) sin| x+§)><im sin%.

Hatdrozzuk meg az aldbbi fiiggvény zérushelyeit:
f: [-m5 7] 5 R, f(x) = sin?x — sinx - 2 cos
B A megfelels fii ok fo lésdval oldjuk meg a kovetkezs 5

1
sinZx —
4

———4 5o
BGnrrconn

EED Vizoljuk a kovetkezd fiiggvény grafikonjdt:

£:[0:7) 5 R, f() = sin

4
e Z -1

6

Akivetkezd egyenletnek hany olyan valés gydke van, amely a [-7: ] intervallumba tartozik?

B+l

sinx

2 4

B Hatdrozzuk meg, hogy a kivetkezd fiiggvény mely x értékekre pozitiv:
f:[-m ] S R, f(6) = cos2x — 7

EED Oldjuk meg a kovetkezd cgyenleteket a valds szimok halmazn:

a) sinx-ctgy=0; b) sinx-tgx-cigx=0; o) 3atg

~cosx:
o B _sinx, f) cosx +3-sinx
2 gx

Mennyi a legkisebb pozitiy periodusa a kévetkezo fiiggvénynek:
FRSR, f(x)=cos2x >sm%.

Adjuk meg az aldbbi egyenlet sszes valos megold:
x4+ 4x? +2=-2 - cos?y.

Oldjuk mega 0 <x < %.y €R halmazon az aldbbi cgyenletet:
tgxHelgr=6y-y2 7.

Geometriai alkalmazasok

Egy paralelogramma két oldala 14 és 16 egység hosszak, az dltaluk bezdrt szog 110° Szamitsuk ki
aparalelogramma teriileté

Egy rombusz oldalai 10 egység hos

Pl Egy egyenld szird hfromszog szdrai 8 cm-esek, az alapon fekvs szogei 71,36™osak. Mekkora
a hfromszg ko it kor sugara és a hdromszog terilete?

Gak, és egyik szoge 100° Szimitsuk ki a rombusz teriiletét,

82



SZOGFUGGVENYEK

Bl ) Egy szabilyos nyoleszog oldala 10 cm. Mekkora a teriilete és a kiré frhat6 ko sugara?
) Mekkora sugard korbe frhatunk 10 cm oldali szabdlyos dtszoget?

FIT Egy hiromszog egyik oldala 6.8 cm, a vele szemkiszti szog 38° Mekkora a hdromszog koré irt kir
\gara?

BT Egy szabilyos kileneszog terilete 1080 dm?. Mekkora a kiré ithat6 kor sugara?

T Mekkora keriileti szog tartozik egy 8,7 cm sugard korben I6vG 13,4 cm hosszisdgu hirhoz?

Egy hiromszog két stlyvonala 6 és 9 egység hosszd, az dlaluk bezdrt szog 108°. Szamitsuk ki
a hdromszog teriiletét.
Harom darab egyforma hossz(, a sz€lességt deszkibol egy egyenld szdri trapéz kereszumetszet

vilyit dllitanak ossze.

ke fellt oz & ke et Gl et legnagyobb?
Adott egy r sugard félgomb. Azok kozil a forgaskipok kozil, amelyeknek a paldstia érinti a fél-
26mbot, és az alaplapjuk a félgomb hatdrolé korével koncentrikus kor, melyiknek lesz a legkisebb
a térfog:

Egy r sugart félkorbe trapézt frunk tgy, hogy a trapéz két pérhuzamos oldala kiziil az egyik
a félkor dtmérdie, a misik pedig egy ezzel pérhuzamos hir. Az fgy kapot trapézok kiszil melyiknek
a terilete maximlis?

Vegyes feladatok
Abrizoljuk a kivetkez fiiggvényt:

f:RSR, f(x)

z
sin[x+ T
(3
Szémitsuk ki:
a) cosSm; b) sinz; ) 1g800% d) etg500°

P Az aldbbi dbrék trigonometrikus fiiggvények grafikonjai
szabilydt. Adjunk meg 15bb megoldst i.

rjuk fel a fiiggvények hozzdrendel

o) ) <
2 . :
£ w ' )
i % R
44 3 R
4y o 7 n 7
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Abrizoljuk a kovetkezs fiiggvényeket:

) x> sin(z+ ), xeR; b) x> —sinx, xeR;
o) x> tg(n-x), xe !R\{-’zfi‘kn}. keZ: d) x> —1gx, xe R\{-:— +m} keZ.
Melyik a valds azalegbGvebb za, amelyen a ko

szabillyal fiiggvény adhat6 meg?

W) x>

a) <

o) xey S0l ppp— - —
coslal 2 cosx-(1-1gx)

o) x> 1-cosx " fxe cos2x .
tgx—sinx sinx-(I—ctgxy

2) x> V2 sinax— 1L
Mely pontokban metszik egymst az f(x) és g(x) fiiggvény grafikonjai?

@ f(X)":m(x—£]+l & K(X)=cos[,

AN
2

2
i

b) f)= cos(x + 4) & gl =sin (x - §)+ 2.

P Hatdrozzuk meg a val6s szamok halmazdn értelmezett fiiggvények értékkészletét:

@ f9=1-ine-1y ) g(X):sin[A—§)+2:
) h(x) =sinx-2; ) :m:z-cos[naﬂ.
Szamitsuk ki a kvetkezs dsszegeket:
0860° — sin 60" cosds" -sinds"
@) = [ e
Sin60" + cos60” 2-1g45°-3

©) €03 20° + cos40° + c0s 60° + cos 80° + cos 100° + cos 120° + cos 140° + cos 160° + cos 180%
) 1220° +1240° + 1 60° + t80° + 12 100° + 12 120° + (g 140° + 1g 160° + tg 180°.

B Abrizoljuk a kovetkezs egyenleteket. Eldbb gondolkodjunk, azutdn kezdjiink nekit

a) a(x) =cos

Z)4sinx: b) b = cosx + sin[x - 2|
2 2

) e(x) = cos’x + sin’x; d) d(x) = cos*x + sin*x +2- ¢
¢) e(x) = sinx— c(ys(x - %]
Oldjuk meg a valés szimok kirében a kovetkezs egyenleteket:

a) sinlx| =|sinxl; b) coslxl =lcosxl;
) tglxl d) ctglx|=|ctg.
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Oldjuk meg a valds szémok halmazdn a kovetkezd egyenleteket:

a) cas(x—%]+cos(x+n)=0: b) (g[.r-%)- te(x + 7
(n (3 o o
<) sln[;—x]'rcos[zf)r): 4 d) sin(x - 60°) = cos (x + 30°).

Oldjuk meg a valds szimok halmazin a kovetkezs egyenldtlenségeket (haszndljunk fiiggvény-
grafikont, ha sziikséges):

a) ctgx> gy, U<x<§: b) cosx<sinx, 0<x<2m;
¢) sin(x-90°) <sin(x - 180°), 90° < x<360% d) sin(.w+§]+cos(x —%]>L 0<x<2m
Abrizoljuk a kbvetkez fiiggvényeket:

a) x> cos.

sinx+%“xslk: b

o) x> l=sin’y, xeR

Oldjuk meg a kovetkezs egyenleteket a val6s szamok halmazdn:
x

@) 1+cosx =2 b) St = cos?
1-cosx 3
¢) 6-cos’x—3-sin>x - 3-sinx-cosx = 0; d) 3 -sinx —cosx=0;
e ccsx.#:lﬂxgx; f) cos?x +4-cosx =3 -sin’
cosx 2

Oldjuk meg a kvetkezG egyenleteket a vals szdmok halmaz
a) sinx +ctgix=1;

b) 5-(sinx + cosx)? — 13- (sinx + cos.x)
) sinx+cosx+ 20

Abrizoljuk egy koordindta-rendszerben 0 < x s% esetén az f(x) = sinx és g(x) = cos.x fiigevényt

Szemléltes

akapott dbrdn a kivetkez azonossdgokat:

. (z T T
sin| 2 x|=cos[Z+xf cos[Z
firgreelin =4

Oldjuk meg a kivetkezs egyenlGtlenségeket a valds szamok halmazin:
a) gt +etgin> 2y b) sin*x +6-cos2x 1 >0;
¢) sinzx > cosmx; d) 1+sinx<igx+cosx.
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10.6. VALOSZINUSEG-SZAMITAS

Események

a) Valdszintségi kisérletnek tekinthetok-¢ az aldbbiak?
— Atizenegyes riigdsok gyakorlfsa a focipdlydn.
~ A hdrompontos dobiskisérlet a kosdrlabddban.
— A nagymama eredeti gorog vizdjnak laza konyokmozdulatial valé leverése a polerdl.
~ A pohirkészitd izemben egy adott tipusi sorozatban gydrtott pohdr alsé polerdl vald le-
verése.

b) Mit tekinthetiink a fenti kisérletek kimeneteleinek?

¢) Akisérletek eredményéhez adjunk meg elemi eseményeket.

Feldobunk egy 20 oldald dobokockit, amelynek lapjai 161 20-ig szimozottak s egy érmé,

amelynek egyik lapja fej, a misik irds. Adjuk meg az osszes elemi eseményt, ha a kisérlet

kimenetelének:

a) akockival dobott szdmot tekintjiik;

b) akockival dobott szdm hirommal vett oszdsi maradékit tekintjik;

¢) ha az érmén fejet dobtunk, akkor a kockén lithato szémot, ha irdst, akkor a —I-szeresét te-
kintjiik.

A tirérudikat készitG iizemben a kész rudik megengedett hossza 10 cm + 5%. (Ami az elGirdsnak
nem felel meg, azt az iizem dolgozGinak kell elfogyasztaniuk.) A gyirtosor technikai felé
miatt az elkészilt rudi hossza legaldbb 8 cm és legfeljebb 13 cm Ichet.
i kisérlet-e egy tirdrudi legydrtdsa?

elemi k? Abrizoljuk
¢) Adjunk meg hdrom olyan eseményt az eseménytérbdl, melyek nem elemi események.

Egy csomag jol megkevert magyar ks

t I
Kirdly nem lesz. (A magyar kiirtya 32 lapos, és négy KilinbozG kirdly van benne.) A kisérlet kimene-

rtydbol addig hiizunk visszatevés nélkiil, mig a hizott

telének azt a sorszdmot tekintjiik, ahdnyads
a) frjuk fel az elemi eseményeket.
b) Soroljuk fel a ksvetk é alkot6 elemi esemé
A= (legfeljebb otodikre kirdly van a keziinkben.,
{legaldbb huszadikra hizunk kirdlyt),
C= (prim sorszémra hizunk kirdlyt).
¢) Adjuk meg a fenti események komplementereit elemi eseményekkel és szovegesen is.
d) Adjunk meg egy-egy biztos és lehetetlen eseményt a kisérletben.

ra a kirdlyt hiztuk.

Tekintsiik val6szindségi kisérletnek, hogy a hagyomdnyos dobdkockit héromszor feldobjuk,
kimenetelénck pedi a dobott szimok o

a) Adjuk meg az Gsszes elemi eseményt.

b) Adjunk meg egy-egy biztos és lehetetlen eseményt az eseménytérben.
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P Egy zdrt kartondobozban a képen lithat6 szdmi piros, z6ld, fehér goly6 van. A valdszindségi
kisérlet néhdny goly6 kihtizdsa, eredménye a kivett golyG szine. Adjuk meg az elemi eseményeket

T 90000

a) egy golyot hizunk ki koziiliik;

b) két golydt hizunk ki koziliik, a sorrendet figyelembe véve és visszatevés nélkiil;
¢) két golyt hiizunk ki, a sorrendre nem figyelve visszatevés nélkil;

d) hirom golydt hizunk ki visszatevés nélkil, a sorrendre nem iigyelve;

) két golydt hizunk ki visszatevéssel, de a sorrendjiiket figyelembe véve.

2737

Zsolt és Jend ko-papir-oll6 jatékot jtszik. (A ket jdtékos véletlenszertien mutat egy jelet a hirombol,
melyek a kovetkezs sorrendben nyernek: a ké kicsorbitja az ollot, az oll6 elvigia a papirt, a papir
becsomagolja a kivet.)
o Fogalok 331
D: dontetlen
4l e e’ ke S 74 M i 4y sV it
aji

blizatba a lehets

ges kimeneteleket, Jelentse Zs: Zsolt nyer, J: Jen nyer,

8 e kg egy okl

Egy kalapban hat darab 1-461 6-ig szimozott Lédulm taldlhaté.
= a céd

a) Abrizoljuk tiblizatban a lehetséges klmu\eleleke( Gelentse P Pista nyer, 7: Tamds nyer)!
b) Hany elemi esemény van?
) Melyik kimenetelt valGsitja meg (6bb elemi esemény?

Miiveletek eseményekkel

FIED) Egy érmét héromszor feldobunk.
a) Adjuk meg a kovetkez események komplementereit.
A= (legaldbb egy fej),
B= {mind irds),
{pontosan ket fej).
D = {legaldbb kett6 egyforma).
Vannak-e az a) pontban szereplG esemény kzott:
b) egyenlok; ¢) egymist kizrdk, de nem komplementerek?

2740}

Egy aut6 most hajt it az 500 méter hossz hidon. Tekintsik a kovetkezo eseményeket:
A= (ahid jobb végétd] legfeljebb 300 m-re van},
= {a hid jobb végéi6l legaldbb 200 m-re van},
€= {a hid kiszepét6l legfeljebb 100 m-re van).
a) Abrizoljuk az eseményeket.
b) Abrizoljuk a kovetkezs eseményeket:
A+B, A+B, A-B, A-B, B-C, A-B-C
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¢) Ab) részben szereplG események kozott vannak-e biztos, illetve lehetetlen események?
d) Az események kozit vannak kizdrGk, de nem illetve kompl
terek? Adjunk meg cey-cey ilyen eseményprt.

) Auila, Benjamin, Csongor, Déniel é Egon mindig egymés mellet ilve tanulnak a Konyvtdrban.

egyen az a val6szit érlet, hogy véletlenszerden leiilnek egymds mellé, a kimenetel pedig
a didkok sorrendie. Jelentse A, illetve B a kivetkezs eseményeket
A= (Attila és Egon il a két szélén},
= (Benjamin, Csongor, Déiniel egymis mellett tl}.
a) Hany elemi esemény alkotja az A, illetve a B eseményt?
b) Igaz-e, hogy A-B=A?
c) Hiny elemi esemény alkotja az A - B eseményt?

Egy csomag magyar kirtydt jol megkeveriink, majd hizunk egy lapot. Legyenek az aldbl
mények:
A= (okot hizunk},
= (tizest vagy dszt hizunk ),
C= {figurds lapot hizunk).

a) Adjuk meg szovegesen az aldbbi eseményeket
A+B, A-B, B-C, A+C, T-A, A-B-C
b) Hiny elemi esemény alkotja a feladatban emlitett eseményeket?
Egy csomag magyar kirtyit 6l megkevertink, majd hizunk egy lapot. A Kisérlet kimenetele a kih-
zott lap. Legyenck a kovetkezd es:
pirosat vagy makkot hizunk),

D= (hetest, nyolcast, kilencest vagy tizest hizunk) .
a) Adjuk meg az A, B, C, D események 6s miveletek segitségével a kivetkezs eseményeket:
E = {10kot vagy zoldet hizunk),
also, felsGt vagy dszt hizunk),
{z01d kirdlyt hizunk),
H = {1k figurt hizunk).
b) Vannak-e egymist kizr6 események a feladat szovegében? Keressiik meg mindet!

A fidk jéték kizben taldltdk az dbrdn lithatd, leselejtezett, szines
ablaktdblit. Apr6 kavicsokkal célba dobnak a szines iivegekre.
Vegyiik sorra a kovetkezs eseményeket:
2 fels6 két sort taldljdk el).,
az als6 keét sort aldljdk el
€= {azels6 oszlopot taldljdk el
D = {a kizéps6 két oszlopot taldljdk el),
az utols6 két oszlopot taldldk el
a) Jeloljiik meg a tbldn a kovetkezs eseményeket:

A+B, A-B, CTE.
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b) Adjuk megaz A, B, C. D, E események és miveletek segitségével az aldbbi eseményeket
{a kizépsG sort taldlidk el

G = (az utols6 oszlopot tal
H = {a mis

lidk e},
vagy az utols6 oszlopot taldljdk el).

2 aldbbi helyeken taldl-

FIZ8 Egy aut6t hiromféleképpen lehet lejtds iton megtartani: a kéziféket behizva, sebességben hagyva
vagy a kercke ald éket téve. Kilon-kilon mindegyik elég ahhoz, hogy az aut6 ne guruljon el.
jamin napkozben a hiz el6tti lejiGs részen hagyja az autGjét. Vegyiik a kovetkez hirom

)

= (behiizta a kéziféket),
{éket tett a kerék ald},
C= (sebességben hagyta).
Adjuk meg az A, B, C és a miveletek segitségével a kivetkezs eseményeket:
a) A kéziféket behizta és az 6k is a kerék alatt van, de nem hagyta sebességben.
b) Kinéz az ablakon és ott van az auto.
¢) Kinéz az ablakon és nincs ott az autd,
d) Benjamin legaldbb két dolgot megtett, hogy ne guruljon el az auto.
) Az ékkel a kutya jitszik az udvaron, de az auté nem gurul el.
f) Ac)esetet irjuk fel igy is, haaz A, B, C kivzil legaldbb két dolgot meg kel tenni ahhoz hogy
az aut6 ne guruljon el

B Az dbrén egy dartstdblit litunk. Valoszindségi kisérletnek
tekintsiink gy dobiist a tibldra, a kimenetelénck pedig
a dobott pontot 1-t51 20-ig (a szorzokkal és a bullal most
nem foglalkozunk).
a) Jelljiik meg kirivekkel a kivetkezG események
A=(1,520},
2,6,10,13, 15},
{6659 mez6 kovzé es6, 20-tis tartalmaz értékek .,
D = {az A esemény 126°kal valo elforgatd
pont ki, p
b) Adjuk meg elemi eseményekkel és jeloljiik ko
akovetkez eseményeket:
A+B+C, C-A+B, B-D, A+B+C+D.
) Keressiink az eredetileg megadott A, B, C, D események kozott egymast kizdrokat.
d) Van-c olyan esemény az A, B, Cés D kizoit, aminek bekdvetkezése maga utdn von egy mé-
sikat is?
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Kisérletek, gyakorisag, relativ gy

Jitsauk e 0-sz0r K papioll ko, eben fegyezatk fl, ogy hinysaor yertk, vesz-
tiink, illetve lett dontetlen az dllds. Szdmitsuk ki az egyes kimenetelek relativ gyakorisdgait is.

Az edzésen Géza 23 szabadriigdsbol 12-szer, Tamds 19 kisérletbdl 7-s:

Volt eredményes.

a) Szamitsuk ki a hdrom fid sikeres lovéseinek relativ gyakorisdgdt két tizedesjegyre kerekitve.

b) Arelativ gyakorisigok alapjin melyikiikre kell bizni a szabadrigdsok elvégzését?

Egy zdrt dobozban piros, kék és sdrga golyok vannak. A dobozbdl néhdnyszor kivesziink egy-egy

‘golyt, megnézziik, majd visszatessziik. Osszesen 12 alkalommal piros, 8-szor kék és 20-szor sdrga

‘golyd akadt a keziinkbe.

a) Szamitsuk ki a kihzott golyok kozott az eg ycs szinek relativ nynkoriségail.

b) Iddkozben megtudjuk, hogy a dobozban ésszesen 100 golyé van. Bec
ayakorivgok alpjan, oy hiny dardb piros, Kk é sirga solyd ehet  doborban.

er, Ferenc 22-b61 13-szor

meg a relativ

s 1, 100-sz0r egy érmét, és jegyezziik fel, hnyszor lett
yelhetiink meg? l§||1e|cljuk meg a kisérleteket masik érmével is.

Az A oszdlyban 13 tanulénak van piros tolla, 23-nak nincs. A B osztdlyba 5-tel kevesebben jama
It legfeljebb hany fonek Iehet piros tolla, ha tudjuk, hogy a B-ben kisebb a piros tollak relativ
gyakorisdga?

fej vagy irds. Mit f

Az utcin megkérdeztiink 45 embert a6, hogy szereti-c a tirGs tésaadt. 32 f6 vilaszolt igennel.
Misik napon a Az eddig 24 16b61 16-an vélaszol-
tak igennel. Ha czek utdn csak igen vilaszt fogunk kapni, akkor még hiny f6t kell megkérdezni
ahhoz, hogy a harcsapaprikist szeretdk relativ gyakorisdga 6bb legyen, mint a tirGs tészidt
szeretoké?

Jitsszuk a kivetkez jétékot! Hirom didk (A, B, C) szorosan egymis mellett szemben dll az osz-

tillyal hatratett kézzel. A miisorvezetd egyikiik kezébe elrejti a nyereményt, pl. egy szem szalon-
Gkt A jitékos vélaszt egyet A, B, C kozill. Erre a mﬁmrvcm{é felszolitja kozuluk azt, akit nem
vilasztotta jatékos és nincs a kezében semmi zeit. Ezutdn megké jité
kost, hogy szeretne-e viltoztatni iménti véleményén. ummk le 30-szor a Jalekol' Mit érdemes
a jdtékosnak inkabb tenni, ha nyemi szeretne: véltoztasson vagy maradjon az eredeti elképzelé-
sénél? (A feladatot a matematika Monthy Hall probléma néven ismeri.)

hogy muta

IS A0 kovc!kczo jitékot! Egy kalapban gydijtsik ssze az osztdly tanuldinak neveit
céduldkat, m: nki hizzon egyet (ajdndékozdskor is ezzel a modszerrel szokidk
mmegnjandekomndul Kisorslni). Mit mutot atapasztalat: vajon hiny alkalommal fordul el5, hogy
Valak St nevét hizza Ki?

A valdsziniiség klasszikus modellje

ViktGridnak egy 5-6s, egy 10-es, két 20-as, egy 50-¢s és egy 100-as érme lapul a zsebében. Vletlen-
szertien kivéve koziilik egyet, mekkora valGszindséggel lesz a kivett érme 50-es?

Jules dt, mert a ramentett 16 ambol kettGt nagyon szeret.
Vikora vnlésLln(’nggel hallja meg elsre valamelyik kedvencét, ha a mobil véletlen lejitszsra
van dllitva?
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@) Zsuzsi konyhaszekrényében 30 konyharuha van, kisziiliik 6 piros, a tobbi sdrga. Mekkora valészind-
séggel valaszt ki véletlenszertien cgy sdrga konyharuhdt?

Mekkora valdszintséggel vlaszt Hofehérke az aldbbi torpék kozil bekotott szemmel egy
) narancssdrga; b) kék
sapkit viselt? Kerekitsiik az eredményeket két tizedesjegyre.

FIFRIGRT

) Mekkora valGszintséggel lesz a hagyomdnyos 90-bGl 5-6t lott6 sorsoldsdn az elsdre kihuzott
szdm 30-ndl Kisebb prim?

FE) Tomi megfigyelte, hogy 0,6 val6sziniséggel taldlja el kedvenc csapata mérkGzésének eredményé.
Mekkora valdsziniséggel téved a ovetkers fordulcban?

EITE) A céllivoldében a zsiviny Rumedjsz 30 nyereménybol 7-et taldl el. Mekkora valoszindséggel nem
taldlja el a kovetkezs nyeremény pilcikjit?

Egy zi dobozban 40 goly6 van, Kzl 7 piros s 9 zid. Egy golyst hizva a dobozbel,
mekkora valdsziniiséggel nem lesz sem piros, sem z

Egy zsikban 367
séggel vilaszt ko

lés és 14 Mekkora valGszini-

z8llk Dani egy kékuszos szaloncukrot?

cstedt, egy nagy edényben gy a filtereket, Ha tedt szeretne inni, felforralja

BT Zsoka szereti a gyiml
s eper teafiltere

avizet és az edénybol kivesz egy filtert. Most éppen 9 barack, 6 szeder, 5-5 ribizli
van. Mekkora valszintséggel vesz az edénybol véletlenil épp szedertedt?

FIIE Eszternk: 15 mesekonyve van, Kozaluk néhinyban tandére.is vannak. Annak a valgszndisége,
hogy éppen ilyet vesz I a polerdl 0.8. Hiny tiindéres mesekonyve van Eszternek?

AT Egy sok oldald dobdkocka lapjait 1-161 kezdve, egyesével nivekedve sorszimozzuk. A kockdt
feldobva a legfeljebb 4-es dobds valdszintsége 0.2. Hiny oldala van ennek a dobokockdnak?

indi-

P Egy osatilyba 12 fid . Tudjuk, hogy véletlenszertien Kivilaszva cey tanulot, annak val
sége, hogy az illetd liny, 0.6. Hany liny jir ebbe az osztdlyba?

0 Géza egy zirt dobozban tartja Slomkatondit. Tizenhdrom amerikai, hét angol és néhiny német
katondja van. Annak a valGsziniisége, hogy egyet véletleniil kivéve az német lesz, 0.2. Hiny német
Glomkatondija van Gézdnak?

BT Akord angol elss oszdlyd abdarigo-bajnoksie gdllovs-
listét vezetd jatékosairol késziilt. Mennyi a valdszingisége, hogy | oo e osck oo
cey fot véletlenil kivilasztva a legaldbb 5 g6lt 16v6 jatékosok R o
Kl az pontosan 7 golt rigon? (Forrés: Offcial Premier League sy &
Statistics, 2008. december 1.)
T
r
o
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Egy é a 10 résztvevs ikét Mekkora a indisége, hogy
averseny egyik indulja, Csengé Csenge:
a) elsGle b) misodik les ¢) dobogés helyen végez?
(A bofili zsitri g) ilag vé dien dont a ésekrdl.)
Egy elvetemll metematikus a rleten cgysaere megfogadia az Gsszes primszimot. Mekkora
hogy eltaldlta 2 (A 0-161 36-ig szerepelnek szimok.)

Angéla és Bobita egy dobokockival jatszanak. Dobds eldit fogadnak a dobott szimokra. Mire
fogadjon Bobita, ha azt akarja, hogy Angéla csak egyharmad valoszindiséggel nyerjen? Adjunk meg
legalbb ket ilyen eseményt

FIEE) A jGkedvi tandr Gra elején egyszer felcsapja a naplt: ha olyan részen nyilik ki, ahova nincsenck
tanulGk befrva, akkor a felelés elmarad. Egycbként véletlenszerden viluszt a két oldal kozil és
sablt i a odn bef dfkot fllni.(Hidnys5 nincs s napl sincs megsyirve, ugyanakbora

iiséggel nyilik ki birhol.)

a) Mckkom valészmdség,cl marad el a felelés, ha a napl6 150 oldalas és 30 didk van beirva?

b) Haata minden napjén van az osztdlynak a jokedvi tandrral egy Gréja, akkor vrhatdan

hny nap lesz el

B A bis nevi kockajétékban két dobdkockival dobunk cgyszerre. Ha kiilonbizdt dohlunk akkor
ésa dobtunk,

a

akkor azt basnak mondjuk: van 1-es bis, 2-es bis.

csiokkend sorrendben a bisok, azok alatt pedig szintén cst

dobhat6 szim.

Ajéték lényege, hogy a kockadobs utén csak a dob6 nézheti meg a két kockit, majd 4

 dobot ke, Ak hasudhat s, de i denképpen nagyobb értéket kell mondania, mi

jétékosnak. Ha a jitékostarsak koziil valaki nem hisz neki, megkéri, hogy mutassa a kockikat.

‘Akinek nincs igaza, az kap egy hibapontot, esetleg kiesik a jatékbol, majd jon a kovetkezs.

Gyoztest tbbféleképpen hirdethetiink. Nyerhet, aki egyediil marad a jdtékban, vagy aki clérte

a2l-et és nem kaptik hazugsigon, illetve akinek a legkevesebb hibapontja van.

a) Dobhat-e egy jitékos 45 pontot?

b) frjuk fel a dobhatd pontériékeket iitési sorrendben.

¢) Az egyik jitékos 3-as bist dobott. Mekkora valoszintséggel fogia feliliitni az utdna jovs
dobisa?

d) Ha valaki 62 pontot mond., mekkora valdszintséggel kell az uténa jovGnek hazudnia?

P Helyeraiik el a sakkidblin a bisyikat ey hogy mindensorba g [ [l
gy jusson (azon belil viszont véletlenszerten). (=)
Mekkora valészintiséggel keriil minden bistya: H_E:E N

a) egy oszlopba; b) valamelyik dtlGba?
Elza, Melinda, Ol

inda. Olvia, Bt Vilma moiba ek, Ay ] l.l
ket véletleniil osztjik szét egymds kozott. Mekkora valgszind-
séggel iilnek le egymis mellé: g ||
a) a feladatban jelolt sorban;
b) tigy, hogy pontosan azok legyenck édosak, akik a B |

szovegében is azok?
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Egy dobokockival héromszor dobunk egymés utdn, a kapott szimokat felje gyezziik. Mekkora val6-
szindiséggel lesz az fgy keletkezG hiromjegyd szdm:
a) piros; b) nagyobb, mint 450; ) esupa kiilonbiszo jegy(?
FEET) Egy dobozban 100 darab cédula van, rajtuk 1461 100-ig a szimok. Véletlenszerten kihizunk egy
cédulit. Mekkora val6szindséggel hizunk olyan céduldt, amelyen:
a) 9-cel oszthat szdm van;
b) 9-cel oszthat6
Gdulikat;
) van 9-es szimjegy? (Ujra mind a 100 cédula a dobozban van.)

dm van, ha el6zoleg kivettiik koziiliik a 6-tal oszthaté szdmokat tartalmazé

D) Antal és Bogldrka két dobokockval jétszanak. Dobds elétt fogadnak a dobott szdmokra. Mekkora
valoszintséggel nyer Antal, ha azt fogadja meg, hogy a ket szdm:
a) egyenld lesz; b) Kozt lesz prim;
¢) szorzata prim lesz; d) szorzata hirommal oszthatd lesz?
J6 tands: az ilyen tipusi feladatokndl érdemes a kockdkat valahogy megiilinbizieini.

FITI A 20 f6s csoport a 40 pontos dolgozatot a téblizatban lithaté pontokat elérve irta meg.

—
Elert pont 3B B 2% 2 18 15 7
Dolgozat (4o 3 1 4 3 5 2 v

Tandruk a kovetkezk szerint adja a jegyeket (a felsG hatdr mir jobb jegyet én):
0-30%: elégtelen, 30-45%: elégséges, 45-60%: kozepes,
60-80%: j6., 80% vagy a felett: jeles,
Egy dolgozatot véletlenszertien kivilasztva az asztalon heverdk koziil, mekkora valdszindiséggel
lett legaldbb négyes?
Hérom érmét egyszerre feldobva mennyi a valoszindsége, hogy lesz legaldbb egy fej?
Segitség: dobjunk hdrom kiilénbiiz érmével!

Egy osatilynapl6 30 didk jegyeit tartalmazza. A morcor csapja
valahol a tanulkat tartalmaz6 részen, majd a két oldal ia fel Iclol
Tegyik fel, hogy nines a naplé meggytirve és minden tanul jelen van. Mekkora eséllyel felel:
a) Kis Misi, aki az osz1dly tanuldja;

b) valaki, aki a Kinyitott napl6 jobb oldaldra van befrva;
¢ olyan didk, aki a napl6ban az elsd 10 tanulé kozoit szerepel?

BT Egy 360 oldalas kinyv 9 nagy fejezetbal l, ezek mindegyike 5-5 alfejezetre bomlik. Ha felcsapjuk
ezt a konyvet valahol véletlenszertien, mekkora valdszindséggel nyflik ki épp:

a) a6 fejezetcimnél; b) valamilyen szakaszhatdml?
Afeeset. & lfejeactfmelc il oldulskon allhtgc. A kinyv bihol egyenl va
nyilik

Egy tandr a 24 f6s osztdlybdl minden Grén véletlenszerten sz6lit ki pontosan egy didkot felelni.
Mekkora valdszintiséggel felel

@) akdvetkez§ ordn Balldb Baldzs;
b) Ballib Baldzs a kovetkezs két 6ra mindegyikén;
) akdvetkezs hdrom Grin Balldb Balizs, Jobbldb Joldn és Komisz Borisz valamilyen sorrendben?
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A 32 lapos magyar kirtydbol hiizunk sorban egymés utéin négy lapot.
a) Mekkorn vnlsafséggel hizunk piro, ok, 25d sk s ebben  sorendben, s Kivet
lapot nem t
b) NG vagy esokken eza (iség, ha minden hizs utdn vi alapokat? Adjuk meg
szhmszertien a viltozds mértékét.
32 lpos magya ity hizunk  apo, s eljegyezaik et soban egymis in. Mekkora
séggel kapunk végil 3 pirosat és 2 tokit, ha a lapy

a) nem tesszik vissza; b) mmdcn hms utin visszatessziik?
hogy az Gjabb lapot b tlen hiizzuk (pl. Gjs jik a cso-

magot).
Az dbrén lithaté sakktdblan csak bastydk vannak.

@) Helyezziik el ket tigy. hogy minden oszlopba csak cgy
Keriljin (de egyébként véletlenszeriion). Mekkora valszind.
séggel nem fogjdk iitni egymast? (A bistya csak sajdt oszlo-
pban és sordban ii.)

b) Helyezziik el Gket gy, hogy ne iissék egymést, mégis véletlen-
szertien helyezkedjenck el. Mekkora valdszindiséggel keriil-
nek a figurik a két itl6 mezdibe? (Hasonléan, mint az brin.)

A kockapdkerben 5 dobSkockdval dobunk egyszerre. Ha az 6t dobott szdm megegyezik, akkor nagy
pakerrdl, ha csak négy szdm egyezik meg, akkor kis pdkerrl beszélink.
a) Mennyi
b) Mennyi a valoszintisge a kis pokernek?
Jé tandcs: Kilénbiziessiik meg a kockdkat.

A kmkdpéker jitékban 5 dobokockaval dobunk egyszerre. Ugynevezett m sort dobtunk, ha a koc-

, 4, 5 értékek ldthatok, illetve nagy sort, ha a 2, 3, 4, 5, 6 szdmok.

a) Mennyl ‘a valészintsze, hogy Kis sort dobunk a kockgkkal?
b) Hinyszor nagyobb a valdsziniisége a kis sornak, mint a nagynak?
16 tandes: Kiilénbiziessiik meg a kockdkat.

val6szinisége a nagy pokernek ebben a jdtékban?

A nulettasztalon, ahol a jdiékosok a téteket elhelyezik, a szdmok hirom oszlopba és 12 sorba vannak
rendezve 161 36-ig. A tibla tetején Litjuk kiilon a 0-t. Ki van alakitva még 4 soronként egy
in. ,tucat” van elsG tucat, mdsodik tucat és harmadik tucat.

a) Rajzoljuk fel a szimudblizatot.

b) Mekkora valGszindséggel nyeriink, ha egy sorra fogadunk?

¢) Minek nagyobb a valGszinisége, ha a mésodik oszlopra, vagy ha az elsG tucatra fogadunk?
d) Néha lehet fogadni két szomszédos oszlopra is. 30 jatékbol kb. hanyszor nyer az erre fogad6?

Az eurépai ruletkeréken 0-t61 36-ig szamozott mezokben landolhat a goly6. A 0 zold szind, a t6bbi
szém piros vagy fekete, mindkét szinbGl 18-18 darab van. Mekkora eséllyel nyeriink, ha:
a) egy szimra; b) két eliérd szimra; ) n eltérd szimra fogadunk (n <36, n € Z*)?
d) Mikor nagyobb a nyerés valGszindisége, ha pirosra tesziink tétet vagy ha pératlanra?

94



VALOSZINUSEG-SZAMITAS

2752

2735

279

2797

Legyen a valészintségi kisérlet, hogy egyszer eldobjuk a hagyomdnyos hatoldald dobkockt,
kimenetele a dobott szdm. Adjunk meg elemi eseményeikkel olyan A, B eseményeket, melyckre
teljesiilnek a kovetkezok:

5: P(B)= 0.5 és P(AB) = 0.3;

5. P(B)=0.3 és P(A+B)=06.

Egy bolti pole el6tt véletlenil kiborult a leért szavatossigd és a még j6, ugyanolyan fajta csokikat
tartalmaz doboz. A viisiriok segitetiek osszeszedn, de nem figyeltek a szavatossigra,igy a két doboz
tartalma Gsszekeveredett. A lejdrt csokikbol 75%-kal kevesebb volt, mint a le nem jértakbol.
Mekkora valdszintséggel vesziink ki a kupachdl j6 esokit, ha véletlenszerden vilasztunk?

A szimegyenesen nézelddik egy katicabogdr. Minden percben egy egységet halad vagy a pozitiv,
vagy a negativ irdnyba. Osszesen kilene percig mozog, utdna elrepil.

) Melyik pontokba juthat el ennyi id alatt?

b) Mekkora valszintiséggel szl fel végiil az 5 pontb61?

Egy 38 £65 osztdlyban arr6l beszélgetnek, ki milyen gyiimol
20-20 £6 pedig a kortét,illetve az erdei szedret. $-an vannak,
ugyanennyien szeretik a kortét
de’3 f6 szereti mmdlumm ‘gyiimdlesot. Mekkora a valdszindsége, hogy kivélasztva egy f6t az
osztilybol, az illet

a) esak és ki Aréla;,azemex szederért van oda; b) pontosan egy gylimlesit szeret;

¢) legfeljebb ket gyiimolesst szeret?

A 32 lapos magyar kiirtydbol hét lapot hiizunk, a kihizott lapokat feljegyezziik. Mekkora valdszind-
séggel lesz valamilyen sorrendben koztik 3 piros, 2 tk és 2 zold, ha

a) akihizott lapokat nem tessziik vissza;

b) minden kivett lapot visszatesziink a csomagba?

Egy zsdkban § rézsaszin, 4 lila és 2 piros goly van. A golyok azonos méretiick,

akkor lehet Iitni, ha mi kivettik Gket a z5dkbol. A kihdzott golySkat nem tessziik

a) Hinyféle sorrendben hizhatjuk ki az dsszes goly6t a zsdkbol?

) el it atak Gt iaas gl etk kel Sl Mk aldtildgel st
akovetkezs kihizott golys is ro;

) Mennyi a valGszindisége, hogy 13 huzas utdn lila goly6 marad utoljdra a zsfkban?

d) Mekkora valszintiséggel hizhatjuk ki tigy az sszes golydt, hogy az azonos sziniiek
egymds utdn jojjenck?

Egy koordindta-rendszer origdjdbol elindul egy katicabogdr. Mi
Véletlenszerden felfelé vagy jobbra, igy érkezik az (5; 5) pontba.
a) Hiny perc alatt éri el a céljit?

b) Mekkora valszindiséggel halad esak az y = x egyenes alatt?
) Mekkora valészintiséggel halad csak az y = x egyenes felett?
d) Mekkora valészindiséggel talilkozik tja az
AkezdG- s a végpontot az it sordn nem vess:

den perchen egy egységet halad
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B Kockapkerben egyszerre dobunk 5 dobokockéval. A kapott ot
— pi,ha kéteayforma,valamint hrom (3ik s egyméstdl i kil éreket dobiunk.
~ drill, ha hdrom egyforma, valamint kettd t3liik és egyméstdl is kiilonboz értéket dobtunk.
~ full, ha egyszerre van egy prunk és egy drilliink.
~ Két pir, ha 2-2 azonos, de egyméstol kiilonbozG és még egy ezektdl eltérd szimot dobtunk.
Allitsuk valGszintiségeik alapjdn csokkend sorba a fenti kombindcickat.
J6 tandes: tekinisiik a kockdkat Kiilonbozonek.

Egy iskoldban napl6t haszndlnak. A be van épitve egy feleldrutin,

amely véletlenszertien ad cgy nevet, mégpedi minden didkét ugyanakkora valGszintségeel.

A saoftverben v egy et funki . Ha a ani gy gondoln, ez ey sirigulita tamlé neve

mellé: ekkor a szoftver tigy veszi, mintha az illetd kétszer szerepelne a naplob:

) Egy 30 s osiyban Bl Balas ma kapta sz s suiglit. Raja kil mssmk pinc lyen
bejegyzés t igy annak valészindisége, hogy Baldzs nevét dol eép
a kovetkem feleléskor

Egy didknak tbb strigulja is lehet. Hirom striguldt a szoftver tigy szdmol, mintha az illet6 négy-

szer lenne a napldba irva.

b) Hany striguldt kell kapni még az els6 mellé Balizsnak, hogy a feleldrutin 0.5-nél nagyobb valo-
sziniséggel hivja ki ot felelni? (Tegyiik fel, hogy misnak tovibbra sincs striguldja.)

Az osztdlyban nemesak Balldb Baldzs, hanem Komisz Borisz is gy(jtogeti a sriguldkat. Rajtuk

Kivil az osztdlybol més még nem kapott strigulit.

¢) Hany striguldt kell kapni kettejiiknek kiilon-Kiilon, hogy Baldzs 0;
valGszindséggel feleljen?

Ahogy Balizs és Borisz esetében minden striguldval nvekszik a felelés valészintsége, osztdly-

trsaié tgy csokken.

d) Hiny strigulit kell 6sszesen a t6bbieknek kiosztani, hogy a még strigula nélkiili Jobbldb Joldn
felelésének valdszindsége 0,01 ald csokkenjen?

1 Borisz 0,3-nél nagyobb

Vegyes feladatok

a) Abrizoljuk szdmegyenesen az eseményteret és.
b) Abrizoljuk a kvetkez eseményeket:
= (3 m-nél rovidebb ugrs),
B= {14 m-nél nagyobb ugrés),
C= (7 m-nél nagyobb ugri
D= (legfeljebb 13 m-es ugrds)
¢) Vélasszuk ki az A, B, C, D események kil a biztos és a lehetetlen eseményt.

Egy dob6kockat tszor dobunk fel. Adjuk meg a kovetkezG kimeneteleket alkotd elemi esemé-
nyeket:
a) hatos dobiisok szima;

b) dobott szémok osszege.
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[2503]

[2504]

{2505

{2506

[250:]

¢) Dontsiik el, mel

sérletben tekinthet biztos vagy lehetetlen eseménynek:
A= (legaldbb 7},
B= (legfelebb 30},
=(4),
= {6-ndl kisebb).
Egy szerepjitékokhoz haszndlt 20 oldald dobékockit dobunk fel, a kisérlet kimenetele a dobott
szdm. Tekintsiik a kovetkezd eseményeket:
legfeljebb 15-6t dobunk}.,

sszetett szdmot dobunk),

primet dobunk).

a) Vannak-e kiszotiik egymist kizdrok?

b) Adjuk meg a komplementereiket.

¢) Adjuk meg elemi eseményekkel a kivetkezs eseményeke
A+D, A-B-C, B+C

d) Fejezzitk kiaz A, B, C, D események és miveletek segitségével az 1-es dobst.

gy Kt egyuégcldali sablyos ABC hicomsatgee Wik .

kisérlet kimenetele az a pont, ahol a nyilvessz5 beledll a
hmmmmubc (Feltételezziik, hogy minden lovésink eltaldlja
ahiromszoget) Legyen A, B, C esemény, haaz A, B, C csiesidl
1 egységnél kisebb tivolsigra taldljuk el a hiromszget.
a) Vannak-e az A, B, C események kiszitt egymést kizdrok?
b) Mivel egyenldk az aldbbi események:

BC. AB+C. A(B+O)?

¢) Adjuk meg az A, B, C és a miveletek segitségével az dbrin a kzéps., pirossal jelolt eseményt.

@

i i

Viégezziink kutat6munkit: deritsiik ki, hiny héten jétszottak eddig Magyarorszdgon hagyoményos
6ts lottat és ebbl hiny hten volt litaldatos. Sk ki  elio st el gyakorisdgd

Egy foiskolai tandr t6bb éve vezet statisztikit e e
amdl, hogy melyik évben hny dolgozatot iratott, e L SEHELL LESYEL IV KL

ez kot eyt elglens A'iver- w1 e
atot kapta (idén még nem végzeu G080l

a Javmi~ 1, azonban eddig csak elégtelen dol- 21 2 i 13

gozatok erlek a kezébe). aibyieien,

) Szémitsuk ki az elégtelen dolgozatok korfbbi években mutatort relativ gyakorisdgait két tizedes-

yrc kcrcku v

b) Téte ogy idén mér nem lesz (bb elégtelen dolgozat. Még hiny dolgozatot kell kija
(i ahho hcgy az elégtelenck relativ gyakorisdga idén kevesebb legyen, mint eddig bdrmikor?

i) Mekkora valdsziniséggel vilasztunk reggeli féldlomban a s6tét szoba szekrényébol egy pir csikos
zoknit, ha a 20 pir zoknink koziil esak 8 pir csikos, és ugyanakkora valGszintséggel vesziink ki
minden pir zoknit? (A zoknik mir pdrositva vannak a szekrényben.)

Ahatos lotién 45 szdmbol hiznak. Mekkora valdszindiséggel lesz az els6 kisorsolt szdm piratlan,
sszetett és 25-nél nagyobb?
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it és Gabit is beleszdmitva 6t nagyon j6 bardtnGje van. Koziiliik minden hétkoznap
Véletlenszertien besz€l telefonon pontosan eggyel, de mindig massal. Mekkora valdsziniiséagel
hivja fel Csillt kedden és Gabit pénteken?

Jocé . szényc"re lmnlou harom doboz épitGkockat, sszesen 134 darabot. Ezck Kosziil 29 darab
6 bekd

imel vesz a kupachol. Mekkora valdszintiséggel les
u) a kwmaszwu dmb zold, ha csak egy clemet vilaszt;

b) mindkeét darab z61d, ha visszatevés nélkiil vélaszt ketdt

) mindkét darab 761d, ha kettGt valaszt, de az elsdt visszadobja a kupacba?

D A Vo HajSremiivegesek alilkondin e jomnck e, 30-m s hajl, 15en szemivegac

rendelkez0k johetnek.) Koziilik
etaaties vilisos vl etk Valszintséggel lesz az illetd:

a) voros hajd vagy szemiiveges; b) Vi had és szemitveges?

Egy dobSkockdval addig doburk,mig eldca htos nem ess. Mekkora valGszifiégel dobjuk
azels6 hat

a) elstre; b) mésodikra; ) n-edikre?
Az alibbi tdblizatot egy demogréfiai kutatds sordn készitetick az egy csalddban €16 gyermekek
szdmdrdl.

csaadbin 0 i 2 3 i 5 6
[Colddokszima 5 3 8 ) 3 1 1

Véletlenszerten kivilasztva egy, a kutatdsban részt vevd
a) csalidot: mekkora valoszintséggel lesz négynél b gyermekiik;

b) gyermeket: mekkora valGszindiséggel les legaldbb egy testvére?

Aoz kot materartsoe ko i S kotongon orogrle st s at meghtzfa .

els korongon a 0, 1, 16 sziimok és igy tovibb, mindig cggyel
{86 énék van a Kovetker korongon fetinictve. e credmény a kiforgatott szim (az clején levs
0-kat nem szdmoljuk). Mekkora valszintiséggel kapunk:

a) egy legaldbb egy egyes jegyet tartalmaz6 szimot eredményiil;

b) szigortian esokkend szdmsort (az egymds utdni szdmok hatdrozottan kisebbek az el6zonél)?
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~ MEGOLDASOK - 10. EVFOLYAM

10.1. GONDOLKODASI MODSZEREK

és elégséges feltétel

— megoldasok

232, 2,27 nem keriilhet.
Természetes mogott egész, raciondlis, valds llhat.
Egész utén raciondlis, valds dllhat.

Raciondlis vagy iraciondlis mogott csak valos dllhat
2 utn irraciondlis vagy val6s llhat.

2 utdn az irraciondlist, v, 2%t kivéve birmi dllhat.
22 mosgott természetes, egész, raciondlis, valds dllhat.

b) Négyzet utin lehet bi
Téglalap utdn paralelogramma vagy trapéz dllhat.
Paralelogramma utén trapéz llhat.

Rombusz utdn trapéz, deltoid, paralelogramma dllhat.

“Trapéz és deltoid utdn nem irhatunk semmit a listdbol.
¢) Barmit is frunk elGre, utdna keriilhet az 1.

1 utdn nem irhatunk mést.

Prim mogé esak az 1-ct irhatjuk,

10 utdn 5, 2 dllhat,

9 utdn 3 fllhat.

8 utdn 4,2 dllhat.

6 utdn 3, 2 dllhat.

4 mogott 2 dllhat.
d) A9 és a primek nem dllhatnak elol.

Elol: 21, utdna 7 dllhat.

Elol: 15, utdna 5 dlihat.

i

nl

FII7 ) Ha valami bogir, akkor rovar.
EIH ) Minden négyzet egyenlG oldald
D a) Moziba viszi.
B8 a) Igen.

BB a) 0:0, 1:0, 2:0.
©) 0:0 és valamelyik csapatnak 1:0.

A a) Nem igaz.

b) Igen.

b) Azillités ftdsa igaz: Ha a négy:

) Ha valami holl, akkor (az) fekete.
b) Minden 6-tal oszthat szdm oszthat 3-mal s,
b) Brmit tehet.
) Nem.

b) 0:0 és valamelyik csapatnak 1:0, ill. 2:1.

d) Igen.

akkor van

¢) Trapézra.
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@D Ha egy haromszog derékszogd, akkor két oldaldnak négyzetisszege egyenl a harmadik oldal
1

négyzetével
Ha egy hiromszogben két oldal négyzetsszege egyenl a harmadik oldal négyzetével, akkor
a hfromszog derckszogt.

A tétel feltételeit teljesit hiromszog oldalai kozill a két rovidebbet befogoknak, a ossabhat
tfogonak nevezziik. Mivel gy hiromszigben a 180°-os szogosszeg miat csak egy 90°-0s szbg
lehet, réadiisul ez a legnagyobb, ezért a derek\wgnek a legnagyobb oldallal szemben kel emnie

@D a) A: Ha egy négyszog kize; akkor

B: Ha egy hiromszdg szabilyos, akkor tengelyesen szimmetrikus.
C: Ha egy hfromszog ki irt kor kizéppontja az egyik oldal felez6pontja, akkor a héromszog
derékszogi.
b) B hamis, az dsszes (0bbi igaz.
) By bfromsatg pontosan akkor decksatt, ba a Kt it ks Kiadppont a2 egyk okl
felezdpontja. Atfogo, Thalész-tétel.

D Keét dolgot kell megfigyelniink. Egyrészt az ot kosdrban dsszesen 95 darab virdg van. Mésrészt
Rézsa kijelentése (kétszer annyi piros, mint fehér) azt jelenti, hogy a virdgok szdma hérom tsbb-
szirivse. Azaz olyan kosirra gondolt, amit 95-bal levonva hirommal oszthat6 szimot ad. Tlyen csak
gy van, a 29 virigot tartalmazo. Bazsa Rozsa az elsG kosirra gondolt

I Két megolddst mutatunk, tessék tovdbbiakat keresni!
Mindent elismétel, amit esak hall. Msképp: Ha hall valamit, akkor azt elismétli. Tudjuk hogy
amint a kovetkeztetés elsG fele, vagyis a feliétel nem teljesiil az dllitds nem lehet hazugsdg.
Ez bekovetkezhet példdul akkor, ha a papagj siiket.
Mindent elismétel, amit csak hall... Majd egy év milva. Az idGiényezGr61 nem dllitott semmit
a keresked

B Probiljuk ki a jdtckot, szerezzink tapasztalatokat. A tapasztalat az lesz, hogy ezzel a médszerrel
nem lehet egyenlGvé tenni a ket kupacot, Miért?
Legyen a két kupac kiilonbsége n. Ha a kisebb kupacbol vesziink el x darabot, akkor a nagyobb
kupacha tesziink 2x-et. A kupacok kiilinbsége 1 + 3x-re valtozik. Ha a nagyobbol vesziink i x-ct
s a Kisebbikbe rakunk 2xcet, kkor a kilonbség n — 3rre villozik. Mi 4 kizs a ket esctben?
A 3x: birmennyit i vesziink el bérmelyik kupacbl, a k
tozik. Mivel eredetileg 2 volt, hirom tobbszrdseinek hozzdadasaval vagy elvételével nem lehet 0.
Megjegyzés: A feladat megoldisa sordn taldltunk egy véltozatlan (invaridns) mennyiséget, ennek
segitségével igazoluk a sejtést. Az eljérfist szokis invaridns madszernek is nevezni.

B Szedjiik clemeire a kérdést. Két szereplGie van: a mindent megtanuld didk és a megtanulhatatlan
matematika. Bontsuk két kovetkeztetésre: elGszor képzeljik el, milyen az, amikor van mindent
megtanuld didk. Nyilvanvalé, hogy & mindent megtanul, tehdt nincs megtanulhatatlan. Ha van
mindent megtanul didk, akkor nincs megtanulhatatlan matematika (sem).

Most forditsuk meg a dolgot. Induljunk ki abbol, hogy a matematika megtanulhatatian. Akkor
viszont nincs egy didk sem, aki meg tudni tanulni. Ha a matematika megtanulhatatlan, akkor nincs
mindent megtanul didk.

Osszegezve: azt nem jelenthetjiik ki, hogy van mindent megtanul didk, vagy hogy a matematika
megtanulhatatlan. Ezt nem tudjuk r:lr.lnmem C\mk annyit jelenthetiink ki biztosan, hogy a kettd
egyszerre nem létezhet, mert kizdrjdk egym:

Megjegyzés: A feladat alapja ez a ma mir klasszxkusnak szimit6 kérdés Raymond Smullyantgl:
Mi térténik, ha egy dgyiigolyd egy oszlopnak iitkiiik?
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Erdemes jdtszani a jatékot, és tigy tapasztalatokat szerezni a lefol

magunai s nem adjok  nyer stmégids akkor gondolkodjunk! A kot kirtire oszhatjok,

minden kirben a kezdd az elsd. Bin 2 e 7 lsegy-egy kacben, a misod
tud tigy elvenni, hogy a gyufdk szima 94.:1 j it 11 kor utdn | szdl gyufa

marad amit az elsG a szabilyok szerint nem tud elvenni, tehit a nisodk - Péter nyert.

Ebben a feladatban is az inv: g azegy

P oo eyufik s

ins modszert alkalmaztuk, invaridns menny

Ajitékot osszuk kirokre. Egy kor alatt mind a két jdtkos egyszer vesz el a kupachol. Figyeljik meg,
hogy mivel 3, 4 vagy 5 szdlat vehetnek el, az cgyik a misik dltal elvett gyufik szimdt mindig
ki tudja egésziteni 8-a. [gy 12 teljes kort tudnak lejdtszani, azonban 4 szdl marad, ami a kezdo
ayGzelmét jelenti. Valgban, ebben a jdtékban a kezddnek van nyerd stratégidja. Mégpedig a kovet-
kezd: els Iépésben vegyen el 3 szilat, majd a mdsodik dltal elvett gyufikat egészitse ki 8-ra.
A médszerrel 11 ki utdn (amiben mindig 6 a mésodik) 100 - (12-8+3) = 1 szl gyufa marad
az asztalon, azaz az wtoljdra 16p nyert. Gabi tehdt biztosan nyemi fog, ha kezd, és a fent lefrt méd-
szerrel jitszik.

-gyzés: Ebben a feladatban is az invaridns médszert alkalmaztuk, invaridns mennyiség az egy
Korben elvett gyufik szima.

Mivel valakinek mindig vissza kell vinni a lmpit, célszerd a gyorsabb holgyekkel megoldatni ezt
a feladatot. Misrészt viszont a két fidt érdemes egyiit dtkiilden, igy akkor csak egy hosszabb,
10 perces séta lesz (nincs kiilon 5 perces is). A kettdt csak tgy kumhimilhaquk‘ ha elGszor
aholgyek mennek dt (2 perc), majd Irma visszaviszi a fidknak a limpt (1 perc). Utdna dthaladnak
az urak (10 perc) és Vilma viszi a lampit (2 perc). Végiil Irma és Vilma egyiit dtkelnek
(2 perc). fgy dsszesen 17 perc alatt dtémek a tiloldalra.

Nem. Figyeljiink a szdmok paritdsdra! Harom esetiink lehet:

A: Ha két piros seimot 5 e a illetd, akkor pirost i i vissza.

B: Ha két pératlant, akkor is péros za.

C: Ha gy pérost és egy pératlant, akkor pratlant i vissza.

Tel it az eseteket, hogyan viltozik a piros és piratlan szimok szdma!
B: <3 piralan, 41 péros: . <1 piros. Iey a piratlan szimok srim caak pirostval vilozhat

(epée poniosan kettvelcuken vagy nem altozi). 1161 30-iga sk elepios s piratln,

ab pératlan szdm szerepel a téblin. Ahhoz, hogy az utols szdm a 0 legyen, el kell tinnic
+phe vt imoknak.azar syimuknak 0-1a kel csokkenn. Avonban ha sak pirosival csokkenhed

a szimuk, akkor soha nem érheti el 15-161 a nullit.

Megjegyzések: Az invaridns médszert alkalmaztuk, invaridns mennyiség a paratlan szémok

darabszdmdnak paritdsa.

A tanir természetesen a jiték utdn tigy modositja a feladatot, hogy aki kital

a jiték, annak mégiscsak beir egy otost. fay végil j6szivi i lesz...

dlja, miért nem ér véget

Skatulyaelv — megoldasok

a) Skatulydk: hét napjai. b) Skatulydk: hénap napjai.
a) Skatulydk: év napjai. b) Skatulyfk: hetek.

¢) Az aktudlis é heteinek szimdtol fiigaden: 5211 + 1

a) 6 b) 31
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@z 6-7=42.

EIFA Skatulydk: 1,3, 7, 9 végzodések.

7 Ebben a feladatban a skatulydk szimat nem ismerjiik. Kezdijiik el képzeletben kettesével feltolteni
askawlydkat. Az 5.6l mir elfogyott 52 = 10 virgdcs. tehdt a feladat szerint nem folytathatjuk
afelilést. A 11. virgdcsot pedig a mdr meglévé skatulydk egyikében kell elhelyezni, vagyis a ska-
tlydk - fgy a virgdcsfajtdk — szdma 5. EbbGl persze azt is tudjuk. hogy mindegyik fajta virgdesbl
6 darab van a krampusz zsdkjd

B a) Egy jitékos hirom nyilat dob el egy forduldban. Osszuk fel

tdblt hdrom egybevigs 120°os koreikkre gy, hogy vala-
melyik nyil éppen egy feloszt6 sugdrma essen. Egy-egy ilyen
Krcikkben a két legtévolabbi pont a koriv két végpontja.
Szdmoljuk ki a tavolsigukat. A hirom vékony szakasz éppen

szabilyos hromszoge hadroz meg. A feladal msképp meg-
fogalmazva: adjuk meg a szabdlyos hiromszig oldaldt, ha “
ismerjiik a koré irt kor :ugalél

“Tudjuk, hogy R = 16,75 cm, és hogy a sdlypont 1:2 ardnyban

osatja a silyvonalat (a silypont itt egybeesik a magassig-

ponttal).
Elgszor s

dmoljuk ki a maga

ot az oldalbol a Pitagorasz-tétel segitségével:

-
¢

%- sz‘f a=R=16,75.

Ebbo1 megkapjuk a-t: a =29 cm.

Ha a fennmaradd ket nyfl egy koreikkbe esik, akkor tivolsiguk 29 cm-nél kisebb.

Ha a fennmaradé két nyil kiilon-kiilon korcikkbe esik, akkor legaldbb az egyik olyan korcikkben
van, amelyik hatdrol sugardn van az elsdnek kijelolt dobis,

A tébldban ekkor 6-3 = 18 nyil van. Tekintsiik a koré
irhat6 négyzetet (amelynek minden oldala érinti a kort). Ezt =
anégyzetet osszuk fel 16 egybevigd négyzetre. Egy négy-
zeten beliil a legtdvolabbi pontok a szemkozti csiicsok, \

tavolsdguk a Pitagorasz-tétellel meghatdrozhat6:
VZ-8.375=11,844.

A 16 négyzetben csak tgy lehet 18 nyil, ha vagy 3, vagy 22

egy négyzetbe esik. Birmelyik eset is kovetkezik be, lesz

2.2 nyfl, amelyek tivolsiga biztosan kiscbb, mint 11.9 cm.

s biztosan teljesiil: a skatulydk a hét napjai, a megkérdezetick szima pedig ennél (6bb.

b) Ez az dllités hamis. Képreljik el példul, hogy a sorban egyms utdn megkérdezettek mindig
akovetkezG napot mondjdk: hétfs, kedd, szerda, esitortok., péntek, szombat, vasdrnap, hétfo,
kedd, szerda. Nincs olyan nap, amit héromszor hallottunk volna.
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¢) Ez akijelentés is han Ha ugyanis mindenki ugyanazt a ndpm mondja, akkor nem teljesiil.
) Erdekcs médon ez a kijelentés azt kivénja tolink, hogy

k meg a skatulyaclvet. Nem azt kell i gdzolnunk o0 e

hogy legaldbb mennyi elem keriil egy skatulydba, hanem | @||@]|@]|@]|®]|®]|®!
hogy legfeljebb mennyi kerilhet legaldbb mennyi skatulydba. slie]e] o] o]ie]le|
Osszuk szét el6szor a lehetd legegyenletesebben az embereket a skatulydkban. Ekkor van
hdrom, amelybe 2-2-2 6 kerilt. A leosztdst csak gy tudjuk véltoztatni, ha valahonnan
elvesziink 6s azt midshova tessziik. Az dllitds cifolatd zimit akarjuk
novelni, ezért vegyiink el valamelyik cgyesbdl és tegyik is egyesbe. A mésodik utin elfogytak
az egyes skatlydk, marudt ket tres. Tovdb nem ok ckenen  legfeljbb egy 1t
unalmm skatulydk szimét. Utolso llitdsunk tchit ig:

¢ Mis titon hamarabb célhoz ériink a d) kuclenumel Tételezziik fel az dllitds
cllcnkczéjél iszerint maximum gy olyan 1 van, amitegflebbegy € mond. e zon-
ban legaldbb 6- 6t kellett volna meginterjivolnunk, igy ez nem teljesiilhet. Ha dlltdsunk
ellenkezdje nem igaz, akkor dllitdsunknak kell igaznak lennie.

Az elbb bemutatott gondolatmenetet indirek b::nnyilriwmk nevezzik.

Afeladat 1dszor azt kell utols szimjegyei
nem lehetnek akdrmilyen szimjegyek. Az utols \zdmjegy N esak 0, 14,56, llete 9 lehet:
12=1, 22=4, ¥

=49, §
A feladat szerint két eset van.
Ha van koztiik ottel oszthatd, akkor annak végz
Ha nines kisztiik ttel oszihat, akkor lehetséges végzdésnek marad 1, 4, 6, 9. Ezek kozott kell
lennie ketG azonosnak, hiszen &t szdmot adtunk meg. A kettd azonos kiilonbsége pedig 10-zel
oszthatd.

Egy szim 7-tel osztva csak 0, 1,2,3, 4,5, 6 maradékot adhat. Mésképp fogalmazva 7k + 0,
T+ 1, Th+2, Tk+3, Th+4, Tk+5, Tk+6 alaki lehet (ahol & egész szdm). A T-tel val
osahatGsig szempontjibol ezck négyzete csak 0, 1,2, 4 maradékol adhatnak. Kozilik a rérus
7-tel oszthat szdmot jeldl, a tobbi hirom nem. fgy a vl 4 né
Kbzt vagy van 716 ovzhat (0 maradéky vagy h i (1, 3, 4 maradéiy. akkor a gy svim
Kozott van kettS, ami azonos maradékot ad. Ezek kilonbsége pedig 0 maradékot ad, ami 7-tel
oszthat szdmot jelent.

i
‘é

Sorba rendezés I. (kiilonbdzd elemek) — megoldasok

6.
6:5:4:3-2:1=6!=720.
4:32:1=4!=

4:32:1=4!=
5:4:3:2:1=5!=120
6:5:4:3:2:1=6!=720.

11410+ .32+ 1= 111 = 39916800,
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Sorba rendezés I1. (tobb tipusba tartozo azonos elemek)
— megoldasok

39916800.

3 1

@A ) Robinak 4 +6+2 = 12 filmje van DVD-n. Ezeket sorba 12! = 479001 600-féleképpen ren-

b) El6revéve a vigidtékokat, azokat 41-féleképp helyezhet el. Utdna a sci-fiket 6!, majd a kri-
miket 21-féleképpen rendezheti sorba. Mivel a kiilinbozd tipusd filmek mn’endjei nem fiiggnek
egymistol, ezért ssze kell Gket szoroznunk, Az eredmény: 41-6!-2! =

) A b) részfeladatban kapott eredményt meg kell szoroznunk még annyi | ahdnyféleképpen
ahidrom tipust sorba lud]umkmupolum Mivel ez 3! lehetGség, igy ennél a kérdésnél az ered-

231-41-6120 =

hogy az azonos tipusii filmek egymds mellé keriilnek. Ha minden filmet
i nbumnunk akkor 12!-t kapunk. Mivel koziitiik 4, 6, illetve 2 azonos van, igy ezek

1
maguk kizott sorrendjeit (41, 2

21) le kell szdmolnunk:

T = 13860
@B a) Sorban az ajtéhoz 4, az ablakhoz 3, a fal mellé 2, a kandallé elé 1 fG iilhet: 4-3-2-1=4!=
b) Ultessiik le valahogy a négy ft képzeletben, majd kérjiik meg Gket. hogy iljenek at cxeyel
jobbra. fgy a feladatban kérdezett asztal koriili sorrendjiik nem véltozott. Mivel minden dssze-
alitisban négy cgyforma itetés van, az elG76 megoldist ol kel osztanunk 4-gyel 2
¢) Legyenanégy f6 A, B, C, D. Szemeljiik ki magunknak A-t, viszonyitsuk hozzd a tébbieket.
A-nak két szomszédja lehet: B és C; vagy B é D; vagy C és D személyében (ekkora negye-
dik 16 mdr meghatdrozo). Ez Ssszesen 3 lehetdség.

D ) Az elss oszlopba egyféleképpen keriilhet egyetlen 1-¢s. A misodik oszlopot me 2., aharm-
dikat 31-féleképp (Glthetjiik ki. Ezek egymistol fiiggetlenek, tehit 31 -21-

b) A négyfoki Iépesdnél nem vliozik semmi a gondolatmenetben: 4!
¢) Az eddigiek alapjdn n foki Iépesonél az eredmény: nl-(n— 1)!-
Megjegy:

3121 1--233
2
Ac) résfeladat eredményét késobb teljes indukeioval igazolhatjuk.
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B Tegyik fel, hogy Emonek eddig n érméje van, mind kiilinbiszs. Ezeket n!-féleképpen teheti sorba.
Ha még szerez hozzd kettGt, akkor n+2 érméje lesz, amit (1 + 2)!-féleképpen tud majd sorba
rakni (a két j érmével egyiitt sem viltozik az a feliétel, hogy minden érme kiilonboz6).
Felithatunk egy egyszerd egyenletet:

20-n!=(n+2)!

fey amindkét oldalon meglévé tényezokkel tudunk egyszerdsiter
n+ 1) (n+2).

Mivel a 20 csak 4-5 formdban bonthat6 fel két egymést kovetS pozitiv egész szdm szorzatdra,
3 amegoldds. Emdnek tehdt eddig Ssszesen harom érmét sikeriilt gyGjienie. Tényleg nemrég
kezdhette.

BB A fels sarokbdl 2016 arokontat lépdsben juhat e Ktcabogds A s ks sorin ey fog
ferdén eldre (a), kétszer ferdén jobbra () 6 hdromszor ferdén balra () Iépni. Minden lejutdst
ab.b.cec upusu sorozat fog jellemezni, ahol a betdk valamilyen sorrendie szerepel. Ha hat
Kiilonbozo elem lenne, 6! lenne a megoldés viszont a két b-t 21, a hdrom c-t 31-féleképp lehet

Mivel a faktori

szorzatot elen

sorba rakni. A7 eredmény ehit |

Megjegyzés: A feladat térbeli megfelelGie a gyakorlopéldak kizot taldlhato Bamabis-féle 2037.
feladatnak.
BT a) Mivel az egyes korcikkeket megkillonboztetjiik, gy az eredmény !
b) Ha csak a sorrendre koncentrdlunk, akkor az elforgatdssal egymdsba vihetd szinezések nem
Kilonbisznek. (Tipikus korberakisi feladat.) Azonban a vésznat n-féleképpen forgathatjuk,
gy az eredmény: (n - 1)\.
¢) Aztkell észrevenniink, hogy a szomszédsig nem viltozik, ha a koriiljdirdsi sorrendet megfor-
ditjuk. Vagyis a b) részfeladatban kapot eredményt el kell osztanunk ketvel: “=1!
Megjegyzések: A feladat ilt
(2043 feladat).

ositésa a kor alaki asztalka melletti négy sz¢krél sz616 feladatnak

‘meggondolhatjuk, hogy az egyik szin helyét rogzitjik, majd ahhoz képes
s o (=1L

Elsnek azt kell meggondolnunk, hanyféleképpen dllithatjuk el a kilencet egyesek és kettesek dssze:
‘geként, majd meg kell szamolnunk, hogy az egyes eseteket hanyféle kiilonbizs sorrendben frhat-
7

5121

juk fel. Vegiil az dsszes esetet dssze kell adnunk. Példdul 5 egyes 6s 2 kettes dsszegél ——

1-féle
sorrendben dllithatjuk el. Vigyiink rendszert a felirdsba tdblizat segtségevel.

Tesekszama 9 " 5 3 1
Zesekszama 0 1 2 3 4

El
il

Sortenjik szamszeren 1 ) 2 2 5
Hogy a feladatban feltett kérdést megvalaszoljuk, Gssze kell adnunk az utols6 sor szdmait. A kilenc-
fokii Iépesoit tehit 55-féleképp miszhatjuk meg, ha egyesével vagy kettesével lépkediink.
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Legyen a megviésdrolni kivint érmék szdma n. Ekkor az n+3 darab érmét, amibGl n, illetve

hrom egyforma,
(+3)!_(143)-(142)-(1+1)

-3
mellé tenni a polcra. (A 84-t az iizleti partnertél tudjuk.) Alal

=84
n

sorrendben lehet egym
az utols6 egyenlséget:

(1+3)-(n+2)-(n+ 1) = 504,
Ha elvégezziik a szorzdst, harmadfoki egyenletet Kapunk, amelyet nem tudunk megoldani. Azon-
ban most is esak pozitiy egészek kozott keressik az n-t: bontsuk hit primiényezok szorzatira
a2 504-et, ha a bal oldal mdr tgyis szorzat formban van:
504=23.32.7

Ahdrom zdrjel olvashat6 tgy is. hogy hirom egyms utdni szém szorzata. Ki tudjuk gy osztani
504 primtényezdit, hogy 1chn szamokat kapjunk? Igen, ranézéste adodik:
=n+3, P=8=n+2, T=n+l
=6. Emo tehit Gsszesen 6 érmére alkudozott

Mivel egymés utdni szémok szorzatdrol van sz6, irhattuk volna (N + 1)-N- (N~ 1)
e is Sket, ckkor N =1+ 2. Azonban dsszeszoronva igy is csak cgy N3 — N alakhor.jutunk,
ami tovbbra is harmadfokd egyenletre vezet.
Afeladatot természetesen probilkozssal is megoldhatjuk. Mivel a hdrom tényez6 kiszel van egy-
mishoz, az eredménynek 504 kobgyoke: Y504 = 7,958 koril kell lennie. Valdban: a kozépsG szim-
nak 8-at kaptunk.

a) A feladatban bir pel a legal: nem érdemes dttémi az ellentett eseményre.
gyanis 8-nak a fele 4, igy nem lenne kevesebb a megvizsgdlandg esetek szima.

Kévzcn vagyunk,

Elsoként vizsgiljuk meg, h.myfelekévpen 4l el a 8 hrom pozitiv egész szdm dsszegeként, ahol
az egyik szdm legaldbb 4. ik egy tibldzato. A feltételek mellett a lehetGségek:

8
TE}

Az utolss sorban dsszegydjiottik, hogy az egyes esetekben szerepl teldarabkakat hinyféle
sormendben tizhetjiik a nyarsra. A feladat megoldisit az als sorban levé szdmok dsszege adja:
280+ 420 + 280 + 168 + 168 + 56 = 1372.
Kriszta tehiit az dltala elkésziteni kivént nydrsat 1372-féleképpen dlithatja dssze.
b) Csirkefalatokbl:
4-(280 +420 + 280) + 5+ (168 + 168) + 656 = 5936
darabot kell szeletelnie, ami 10-5936 = 59360 g = 59,36 kg.
Szalonndbl a sziikséges mennyiség:
128042420 +3-280 + 1168 +2- 168+ 1-56 = 2520
darab, ami 10-2520 = 25200 g = 252 ke.
Gyiimolesbdl pontosan annyi darabka kell, mint szalonnbol, igy tomege is ugyanaz.
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a) Tudjuk, hogy n kiilonbozs elemet n!-féleképpen lehet sorba
rendezni. Kczdjuk el kiszdmolgatni ket sorban:
1 . 41=24, 51=120,
5040, 8!=40320,
Figyeljiik meg. hogy n = 5161 mindegyik érték 0-ra végzodik.
Ez természetes: mivel minden szorzatban vannak piros sz
mok, s legaldbb ey 5-6s, valamint megjelenik a 10. fey
A=(0;1;2;4;6), azaz |A|=
b) Az el626 részfeladat alapjén i Konnyen dbrzoljuk a csak
pontokbl 4ll6 fiiggvényt. A fiiggvény x=5 utdn minden
egész helyen 0 értéket vesz fel.

B ) Az 14243 +...+n dsszeget kell meghatdroznunk. Ezt (6bbiéle triikkel is megtehetjiik.
frjuk példdul az Ssszeg ald még egyszer ugyanezen érkeket visszafelé, majd adjuk Gket
Gssze oszloponként

2+ 3+ + n
n + n-1 + n-2 A
n+l + n+l + n+l n+l n+l n+l
Z n-(n+1)
Avonal alatt n-szer szerepel n+ 1. A ereset Gsszeg ennck fele: “52

Misik lehetGség. ha rajzolunk (ha mdr igyis
1épesdid van sz6). Mindegyik 16pest kiegé-
szithetjiik téglalappd. ha elforgatjuk és sajdt

maga mellé illesztjiik. A téglalap egyik oldala
n, a mdsik n+ 1, nekiink viszont csak a fele
kell.

v sorozatként is. afenti Gsszegre: az n. dsszeget
megkapjuk, ha n-t adunk az (n - 1). Ssszeghez.
Ha tanuljuk majd, haszndlhatjuk a reljes indukcict is a megsejtett formula igazoldsdra.
) gy ok lipesdt ol (n D1 (-2} a1 féleképpen withetiink ki szimokkal.
fr juk 4t a szorzatot mds alakba, soronként kifejtve a faktoridlisokat:

(n=2)-(n=1)-n-
(n-2)-(-1)
(n-2)-

Egy ilyen szorzat egyetlen n, ket (n ~ 1), hérom (2 ~2), ..., n~2 darab 3-as, n - 1 darab
2-es és n darab l-es 1ényezOt tartalmaz. Azaz fgy is irhat6:
ne(u= 12 (n=2)% .. 32201

Azt hogy egy szdm végén mennyi 0 van, a benne megtaldlhat6 2 és 5 primiényezG-pérok szima
donti el. Ebben a szorzatban pontosan it darab 2.5 pérmak kell lennie. Mivel 2-bG1 mindig tbb
lesz, mint 5-b61,hiszen minden misodik szdim piiros, czért koncentrljunk az 5-re. Még inkibb
25 KitevGires pontosan Sk kelllenie. Mivel a Kitevak cayesével csokkemnek gy az o105
elétt még négy szamnak kel dlinia, tehdt n = 9. Ellendrizziik: 9'-82.7%.6%-5%.40.37.28. 19,
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Ebben a szorzatban pontosan 5 darab 5-s primiényezs szerepel. Ezekhez pérositva ketteseket,
éppen 6t nulldra fog végzGdni a szim. (9-nél kevesebb nem lehet n, mert akkor az 5 kitevdje is

) At lgondolis lapfn e ehetséges iszen ha cggye ovibb eptnk = 10.1, dkor
10'-92.83.74.6 0 szorzatban van 6 darab 5-0s primtényezé az 55-ban, de van
egy a 10-ben is. Azaz nem ik pontosan 6 darab 5-0st tartalmaz6 szorzatot késziteni.

Kivalasztas és sorba rendezés I. (kiilonbdzd elemek)
- megoldasok

2
1=5,1-101% 20-19= =7980.

B ) 21!=5,1-10 Bl =T

EI) 36-35-34-33-32-31-3 =42072307200.

@ 20-19-...-14-13=

)
25079110400,
@0-8)

[2059] 30-29»25127"26125-(

=427518000.

ﬂm7554,(7

Kivalasztas és sorba rendezés II. (lehetnek azonos elemek is)
— megoldasok
@) 3-3:3:3:3=35=
BB 9-9-9=93=729.
B 3-3-3-3-3:3.3=3T=
B 2-2-2:2=24=16.
@I 37-37-37-37-37=375=69343957.
BB 3-3-3-3=34=381.
B 2-2-2-2=2*=16.

243

2187 (ha iiresen is hagyhat: 47 = 16384).
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éget szeretne iosztani az osztdlyban (ez nem konnyi feladat). Valamilyen sor-
rendet feldllit a tisztségek kozott, majd hiiznak: az elsG tisztségre 28-b6l, a masodikra 27-bdl,
a harmadikra 26-bol, végiil 25-bGl valasztanak. Vagyis:

28-27-26-25= =491400
@8-4)
lehetGscgik van, ha visszatevés nélkil hiznak.
b) Ha visszatesti nevét, a a indul a kévetkezd vilasztdson is. Ekkor

az épy
az egyes hizdsok egymmol fiiggetlenek. A keldeuc
28-28-28-28 = 28% = 614656
Tehetdiség adddik (bir igy az is lehet, hogy egyetlen személy lesz a titkir, a gazdasigis, a kul-
tiros é a sportos)
I ) Minden tiresit 7 dllapotba forgathatunk egymistdl fiiggetlenill, igy a vélasz:
7-7.7=74=2401
b) Négyjegy(i szimot akarunk elGdllitani, vagyis az els jegy nem lehet zérus. Arra marad
6 Ichetdscg, a 16bbi szimjegy viszont akdrmi lehet. Az eredmény:
6:7-7:7=2058.

@) ) Ha mindenki

féle fagyit kért, akkor az els 20-félébal valasztott, a kivetkez 19, aztin 18,
vilasztottak (képzeljiik gy, hogy minden fagyibdl csak egy gombde volt).

20!

20419:18:17-16= 1860 480.

(20-5)!

b) Ha lega bh Ketten azonost kértek, akkor keérhetick ketten, hirman, négyen vagy akir oten is
Még felsorolni is sok eset (bdr vannak kizottiik egyszerdek). Probaljuk meg ellen-
kezoleg! Szémoljuk ki, mennyi eset ez osszesen (bérki kérhet barmit), majd vonjuk ki azt,
amikor mindenki misfajta fagyit kér (az 1626 eset). Szamszertien:

20

20— 1339520

(20-5)!

: Sokszor érdemes az esetek Osszeszimoldsandl duémiink az ellenkez6, komple-
menter események sszeszimoldsira. A feladat szvegében a Jegaldbl”, legfeljebb” szavak
drulkodnak dltaldban arrol, hogy fgy konnyebb lesz a feladatot megoldani

) Ha van kettd, akkor lehet hirom, négy, ot vagy akir hat egyforma is (rfaddsul lehet tGbbféle
szimjegybdl is 1obb). Térjiink dt a komplementer eseményre, azaz amikor minden szimjeg
KiilonbozG. Mivel 0-t nem irhatunk az elsG szdmjegy helyére, az osszes esetek szima:

9-10-10-10-10-10 =9+ 105 = 900 000,
Ebbol vonjuk le a csak kiilinbivzs jegyeket tartalmazd hatjegy( szimokat:
= 136080

Al skl iszon e Sk az e, o g A vl

a ket kiilonbsége: 763 921

) Ahatosszimrendsesben hat sémiogy van: 0, 1,2, 3,4, 5. Ezck kozilnem tdunk Gy 12 gy

imot késziteni, hogy ne legyen legaldbb egy jegy bbszdr (mir hétjegytt sem tudnink).

Mivel minden szm ilyen, szamoljuk ssze ket. Elsd helyen O nem dlhat, utdna viszont barmiz
5-6'1 = 1813 985 280.
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¢) A 12-cs szimrendszerben 12 szimjegy van. EISG helyre 0-t nem irhatunk, misodiknak pedig
nem frhatjuk az elst, de -t mdr igen. Aztdn a felhaszndlt jegyekkel csokken a tovbbi lehe-
ségek szima:

11-11-10-9-8-7 = 609.840.
: Ab) részfeladatban milyen elver haszndlunk?

Megjegyz

BB a) 26 betd kétszer, illetve 10 szdmjegy négyszer alkalmazva, egymdstol fiiggetlenil:
262104 = 6760
b) Amai rendszimhoz a régiben egy szdmot betire cseréltek, azaz eredményiinket 10-zel oszta-
nunk és 26-al szoroznunk kell. Vagyis 2.6-szer 16bb rendszdmot lehet (elvileg) az tj rend-
seerben kiadni.

nem minden dciot él ahat6sigok, illetve vannak
extr rendszfmok is (egy betg-0t szdm példdol),

207:

Keét megoldist s adunk. Elstnek kedvezziink a formulk szerelmeseinck.
1. megoldds. Tételezziik fel, hogy Emé n darabot dllithat ki érméi koziil (0 <n < 15). Ezeket

1
“5‘5 S1-féekeppen tehet sorba a vitinben. Ha cggyel novekszik a kidlthats émek szima,
—m! "
akkor sorba rakdsukra ﬁ lehetdiség lesz. AdGdik egy egyszert egyenlet, ahol 15!-sal
“+D)!

isithetiink, majd mindkét oldalt megszorozhatjuk (15 — (n + 1))!-s
15!

I0. megoldas. Ennél jéval egyszeriibb, ha elkezdjik a szorzist elvégezni: az elsG helyre 15-féle,
amésodikra 14-féle’stb. érmét tehet Emd. A kérdés: meddig menjiink el, hogy 12-szeresére
novekedjen a szorzat? A vilasz: 13-ig, 12-15-14- ~13-12. Vagyis Emd 3 érmét
llithat ki.

Tegyik fel elszor, hogy p darab betit (az abe elejérdl) és g darab szdmot (0-val kezdve) akarunk
fclhasznslm egymastdl figgetlentil. A hdrom betd-harom szim kombindcid igy Gsszesen
¢ = 8000 lehetdséget ad. Ezt a kétismeretlenes egyenletet kell megoldanunk a pozitfv egészek
Taimazin,
Bontsuk fel 8000-t primiényezokre:
hatviny szorzataként. A lehetGségek a Kovetkezok:
s 13 2 @2 ) 257 @258
@ @:2:57 @5 s @2 2 “

A kapott szorzatot dllitsuk el két harmadik

Misel g o sodmjegycket jel, nem Iehel IO R
a (23 10), (4 5), (5;4), (10 a (p: g) pirok
bolyg6 tavoli kis omagmmk a lend<zammhlak Cidolgosisira.

Megjegyzések: A p énéke sem lehet 26-nil ©bb, de ez most nem volt érdekes. Az cyenletet
(Imﬂmmmrg)cnlemek nevezziik, ha megolddsokat keresiink. Ha nem jut esziinkbe
8000 bontisa, a

€ls6 lehetdség kiesik. Marad
ot megoldis is adédik a tivoli

n‘*

L0
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A feladat szdvege tartalmazza a legaldbb” Kifejezést. Ebbol azt sejtjiik, hogy érdemes dttémi
a komplcmcnlcr eseményre. Az ellentett esemény az, ha a kapus nem végez el egyetlen szabad-
m. Az sszes eset pedig, ha barmelyik szabadrigast barmelyik jdtékos righatja a 11-bGl.
v.agym k:rd:\l: avdlasz: 115 10% = 61 051-féleképpen végezhették el az it szabadriigdst a csapat
jélc‘kosal

Ha nem tériink it 2 eseményre, akkor i
Veyik sorba, hiny s7abadot ighatot 3 kapus! Menjnk viessafelé ha mind a7 611 6 ita,
at egyféleképpen tehette meg. Ha négyet, akkorcnycl mis itékos rigott: 510 = 50 lehetdség.

Ha hdrmat rigott a kapus, dkkm az Bsszesen 10221000 lehetség. Ha ketdt, akkor

-z
majdnem az el6zt kapjuk, ﬁ. 103=10000. Végil ha csak egyet, akkor 5-10% = 50000.
Ezek dsszege ismét 61051,

Halegfeliebh 60t ot legendis Bekkem, kkor nghatot 0. 1,2, 3,4 vagy $ sagleet, Ennél oval

seményt at i a hat, va

hét szgletet adott be. Mind a hetet egyféleképpen righatta David. Hatot pedig 7-9 = 63-féleképpen
(ne feledjiik, a hétbdl egyet rigott valaki mds és Bekkemen kiviil még 9 mezGnyjitékos van nagy-
pilyin). Azaz eseteink szima:

107 (1 +63) =9999.936.
Megjegyzés: Ha mégis nekidllunk az eredeti esetek osszeszimoldsdhoz, akkor a

974+7-954

osszeget kell meghatdroznunk.

Most s érdemes dttémi az ellentett események dsszeszimoldsira. (Eredetileg 0, 1,2, 3 vagy 4

caikealat et - énemesets hlytik 3, vagy 7+ teknent) a2 nyirson minden st ik,

azt egyféleképpen dllithatja dssze Kriszta. Ha hat, akkor 7-2= 14 lehetGsége van. Ha ot, akkor
7

alehetdségek szama =84. Ezek dsszegét kell levonnunk az sszes lehetGségbl, ami

most 37 (mivel a nydrs Gsszes helyére hdromféle ételbol keriilhet egy). Ezek alapjdn az eredmény:
2187 — (1 + 14 + 84) = 2088.
Megjegyzés: Nem térve dt a komplementerre:
7

e Py =2088.

Vegyes feladatok — megoldasok

a) Ha tavasz van, akkor a madarak csicseregnek.

b) Haa madarak csicseregnek, akkor tavasz van.

) Akkor és csak akkor van tavasz, ha a madarak csicseregnek.

) Négy oldala egyenlG; mind a négy szige 90° és mind a négy oldala 3 cm: mind a négy oldala
cgyenl§ hosszisigd és mind a négy szoge 90°-os

b) Piros; oszthat6 24-gyel; oszthat6 3-mal és 4-gyel.
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I Skatulydk: percek.
B 6! =720.
EIA 10! =3 628 800.

@) 321=2,631- 10

|
) 220,956 1016;

@®)*
a) 3= 6561; b) 3-27=384,
2101024,
1
a@m (330’6":427518000_
D — = 5040.
a0-4!
o 2180 3db 213205 24 213
(12-4) (12-3) (12-2)t

Mindgsszesen:

11880+ 1320 + 132+ 12= 13344,
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10.2. A GYOKVONAS
Racionalis szamok, irracionalis szamok — megoldasok
EIB a) 2,62 b) 2,3125; c) 4.83;
d) 0,583; e) 04! f) 1,428571;
8) 1,538461; h) 0,2941176470588235.
191
[ 2093 ) 250"
d) ‘:TI;
757,
® Y00°

(i hiromszog dtfogbja 2, befogdi 1 és /3.
b) A derékszog( haromszog befogdi 1 és 2, dtfogdja V5.
) Aderékszog haromszog dtfogdja 4, az egyik befogdja 1, a mésik VI5.
d) A derékszog haromszog dtfogdia 5. az egyik befogdia 1, a mésik V2.
€) A derékszogi hiromszg befogdi 3 és v/2, dtfogoja 1T, ebbsl 2-t elvesziink.
f) 3-b6l elvessziik az ) részben szerkesztett V3-t.
8) Aderékszogd haromszog befogdi 2 és V3, dtfogdja /7, ezt megfelezziik és elvessziik a 2-bGl.
1) A derékszogd hiromszog dtfogdja 8, az egyik befogdja 2, a misik VG0,
i) A derékszigl haromszog befogdi 44 és V73 (egy mdsik derékszogd haromszoghol szerkeszt-
hetd, melynek befogdi 8 és 3), az dtfogd v/2009.
EID a) Példaul: 123112311123111123...; 1,23223222322223...; 121213213321
b) Példdul: 11,123112311123...; 12.212112111211112
¢) Példdul: 31,21221222122221...; 3221321132113

a) ?—6' =2,5625; 2009-dik jegy 0. ni

5 =36 2 2009-dik jegy 6
o

5=0:55 22009-dik jegy 5.

o %:mé; 22009-dik jegy 6. )

571428; 6 jegy ismétlGdik, mivel 2009 =334 -6 +5, a keresett jegy 2.
n % =0,7058823529411764; 16 jegy ismétlédik, mivel 2009 = 125- 16 + 9, a keresett jegy 2.

Raciondlis példdul: 5,991; 5,992; 5,993,

Irraciondlis példdul: 5,991211211211112...; 599232232223,

5,99565565556...
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@D a) lgaz.
b) Hamis, példdul (1 ++2) +(3-2)=4.
¢ lgaz.
310
d) Igaz, példdul ==
d) 1gaz, példiul '3
€) Hamis, példdul (V2-1)-(VZ+1)=1.
1) Igaz, ldsd az el6z6 példit.
) lgaz.
1) Hamis, minden raciondlis szdm reciproka raciondlis.
i) Hamis.
A négyzetgy a agai, asaik - a
am o <2k b xz0; o xs0;
035 o xeR; s
g)x({&v:lgyxzéi h)xzé; i)x22;
J)x$-3 vagy 25x; k) x<-1 vagy x2 1
G a) 6; b) 3;
a9 05
83 W 15;
)25 )16
m) 2401; ) 121
I2x: a1
IR a) V50 >45; b) 77 <78, ) V20 =20;
d) 20 <2T; o) VI3 <14 /)F-f;
© VI <V2%, ) 2T <3, )55
b) 5 oS5
o5
na i) 56;
k) 2-JAT - 12
am b) 52415 o1
o) 14 4
h) 484243 i) 45-20-5;

J)19+4-421
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BB o) V75>V72; b) V108 > 08
d) 99 >92; o) VT2 =\T2;
L 5. 22
&) 2=V2; l,)\/:<‘/:.
Lina N
B8 a) 0; b) 6-3; ) 0; d) V2
92 h) 47; 0T VE
a2, 022
5 2
d) 3-47;
o 23T,
& 3
i) S e
A @) 8-(5-2); 5)6-(B+1);
4 2-(6-1); € 2:Q:V3+1);
8 2:(4-v2-3-43); ) 5T +6-3%
I)M,XEU; PEICE SO
x-1 a-1
B @ 2-3-3 ) 643
€)5+21;
3 s 0aut;
a-1
L y20,y#1
o w0
&) 2%, h) Jab; i) AB.
Anevezéit gyokielenitve:
1 Py 3
e e ST L RN
7 ; 7
b)mﬂlgfz-\/ﬂﬁ,mnz ﬁ<m,J§'

- 118

) /500 > 486;
) N8 < V350,

wE
10°V3

o) V3 )
k) 0; 1) 14-J2x.
o) 443
2:43
N==

) =5-(24T);

HU-(3:V2+TT7);

)19+6-10;

) (E+ )
x-=y

ny>0 Y

PR
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a) Gydktelenités utdn:
(V7 +3)-(20-2-B3) _ (10+2-21)-2-(10 - \B4)
4 1

_(10+84)-(10-v84) _100-84 _16
2 2 i

b) Anevezd dtalakitdsdval:

(fn T 2)] (10+7-5)=(7-5-10)-(7-5 + 10) =495 - 100 = 145.

A behelyettesités eldtt végezziink dtalakitdsokat:
f+2 V-2 (x+2)-(x-3)+(x-2)-(x+3)_20-12 _29

3+J— Jx-3 -9 x-9 22
py 3Vl 3ol B Vial)-@Vr 49+ (B Vr 1)@V -5
2 Ji-5 5+2:0x 4x-25

_12c+10_ 62

TR

Abal oldali t6rt nevezdjét gyokielenitsik:

125+51-V6 _(125+51-46) (5 +6)

20-6.
5-V6 25-6

A jobb oldalon levd nevezdt gyoktelenités utdn emeljiik négyzetre:

[S 5 J.] (5+2-6)'=49+20- 1.
Mivel VA7 =12¢+9 = (2x =37 = [2¢ - 3], ezért:

@)l2x-3]=2x-3, haxz%;
3
IJ)\2‘73|:372xhaxSE

a) Ahdromszog oldalai: a=3; b=v72=6-V2 c=9 egység.
b) Akétbefogé VIS5 és V210 egység. az dtfogé 15 egység.
¢) APitagorasz-tétel alapjén:

A=(Vm 1) + (A D),
ahonnan:
4t edrtl,

Mivel x & N*, az ditfogé hossza pozitiv egész szdm.
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a) Gydktelenitsiik a tortek nevezdit:

B2 _(5+42)-(3+42) :
A== p T:M+M+J€+2.

V20 -8 _(V20-8)-(V3-V2) _

W,#Jvﬁ»z-ﬁfzvﬁu.

Nézziik a ket kifejezés kiilnbsé;
A=B=-VT5+3-J10+3-V6 -2=(3-V10 - VI5)+(3- V6 - 2)>0.
Mert mindkét zdrdjelben pozitiy szim dll.

Tehit A > B.
b) Egyszerdsitsiink:
A=5.42-2.43
20-4-V6 _10-2-V6 _(10-2-6)-V2
B 5:-V2-2:43
2.2 VZ 2 N2
Tehit A =B,

¢) Hozzunk létre a gyokok alatt teljes négyzeteket:

PON 9 NP BN, 2 %-(ﬁq)zzﬁﬁﬁ"
B= %‘(nz V3)= %'(ﬁ+1)2=%,
=

Vegyilk észre a gyokik alatt a teljes négyzeteket:

354234~ 35234 = (V34 + 1) —\(3E - 1) =
=3 +11-IV3a - 1l=2.

Tehat

a) Gyoktelenitsik a nevezdket
V3 & b=2+3

Behelyettesités:

1 1 1 1 _3+V3 3-V3_
a+1 b+l 3-Y373+J3 9-3  9-3
b) EIGbb a nevezdk gyoktelenftésével hozzuk egyszerdbb alakra az eredet kifejezést:
(+a@)-(1-VIva) (-0-(+VT-a)

1-(1+a) 1-(1-a)

l+a-VT+a-a-Vi+a-1+a-Vi-—a+a-\T-a

i

a+a-(VT+a

(0]
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Mieléit helyettesitenénk, szamitsuk ki a két kritikus kifejezést:

@) Atortek és gyokok miatt a#0, a#b, b>0.

@-b-b-\a® b b —lal-b2- b _
a-(b-ap b a-(b-a)?b-\b
a@-b) __1
S Conl SO IR o,
_a-ldb_| at-af @b "7
a-b-a@

aard) arb oo

a-(b-a)? (b-a)

b) Agyok miatt a >0, a Grt miatt a - 5-Va +6# 0. Helyettesitsiink:
R-Sr+6=x2-0x-3r+

¥ (@=2)-3 (-2 =(x-2)(x-3),

teht a %4, a#9.
A szamldlot is alakitsuk szorzattd:

& 2=x74x-2x42=
D=2+ D=(x+1)-(x=2).

Visszahelyettesitve az eredet

Wa+1)-(Ja-2) _Ja+1
Wa-2)-(a-3) Ja-3

) A gyokok és a tortek is értelmezhetdk, ha x > a® és a #0. A zdrdjelen beliil hozzunk kozos
nevezore:

x—(x-ad) x-@x-ad)

G [(Em@) (F ) ]:

Jx

x4x-a?-2.Jx-x-a -x-x+
2
M

@

2-Jx-Jx-
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d) A gyokok és a toriek értelmezéséhez az kell, hogy a 20, b>0 és a# b teljesiiljon.
EIGbb a szdmlléban hozzunk koziss nevezére, majd probiljunk egyszerdsiten.

a-a+b-Jb

2:Vb _a-Ja+b-\b-a-b-b-Ja 2 _

a-b Ja+b (a=b)-(Ja+b) Ja+b -
_Na-@-b)-Jb-(a-b) 2-b _(a-b)-(Ja-b)  2-b
- 7/;)-(JZ+J3) Va+b~(a-b)-Wa+b) " Ja+b
_Na-b  2Vb_ _Ja+b
Va+b Na+ib Ja+b

Az utols6 szorzatot irjuk it az (a + b) - (a - b) = a? - b* azonossdg alapjén:

2009-2011 =20102 1.

Ezzel a kifejezés:
142006/l +2007 -1 +2008 201
Alkalmazzuk ijra az el6z6 mdszert:
1420061+ 2007 V1 + 2008-2010 =1 + 2006 V1 + 2007 - 2009 =
=1+ 2006 2008 =2007.

B ) El6bb a gyokok alatti kifejezéseket hozzuk egyszerdbb alakra:
NP6 482 +16 (@ +4)
4 : 2 4a®

B

@t 42022416 8a2+16 _(a® -4
da? da* .

=

Ezek utdn helyettesitsiink:
Lla2-4l

_ [@+? | [@?-47
0T e 2|u| 20l

Afeltételek miatt |al=a és |a>-4|=4-a?

A b? _at+2a bt -da? b (2=
(@40’ (2459 (@45

@b b




32_a?

at+
W= ., N
W B a4 b
el =1, ha b>
P Ry %
) EIobb csak az (x? - 1)-et frjuk fel a-val:
_a+l
2-Ja
2 _a+)? +2a+1-4a_(a-1?

2

da 4a da

Gyokielenitsiik /i(x) nevezgjét:
W}; 20T Gr VD) ) 7 (o y0T),

h(x)=
95 = Poeio1)

ebbe az alakba helyettesitsiink be:

Ebbol:

Vizsgdljuk meg a k-adik tagot:
1 N f
= = k¥ 1~
VE+ T+ T (kv D)- N
Az Bsszeg tagijait dtirva:
2=+ (3-V2)+(VE-VB)+..+ (Vi ~J=T)=9,
ugyanazok a tagok pozitiv és negativ eljellel is megjelennek,
-1

n
Alakitsuk dt f(x)-et a szdmldl6 gyoktelenitésével:

(2 +100) - (x% + 1) 9
VaZ 100 - 3
O 00 s Vo 1 VP 100+ e T

Az f(x) fiiggvény pdros, mert f(x) = f(~x).
Ha x 0 a fiiggvény szigordan monoton esdkken, maximuma van, ha x = 0, ekkor £(0) =
Mivel f(x) >0, a lehetséges egész énékek: 1,2,3,4,5,6,7, 8 (ezeket két helyen veszi fel) ésa 9.
Tehit Gsszesen 8-2+ 1 = 17 helyen vesz fel egész riéket.

9.
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Szamok n-edik gydke, a gyokvonas azonossagai — megoldasok
-2 d) 4
2 10; n;
k) -100; n2
0) -4 P8
1 1
i =G =
oh=ap N3
w) =
@’ q) x; b)lal: d d) -x;
) lxl na R %
i) &% J) a% k1l DIl
m) —4x%; n) 27x% o) x|
a) 15; o 12 d) 15;
) 2; 92 w
3
i) 2
@B o 3 b) 4 o5 ) -2
02 N3k 8- DEN
B a) Y184 < Y189; b) Y135 < Y136; ¢) Y1377 > 1375, d) 405 > 4300;
o) Y024 <1053, f) Y3159 < Y3168.
B o) 0; ) 0; o) 0; a4 543
o) 4x-Yx: 1) 443 8) 6a-Ya; h) 6a®-Ya.
2031 R b) ¥77; @ 477,
¢)a20. Y=Y  f)beR VT ) x20,%x0
i) xeR, W =X, j) x20, 4375 ) x>0, 4%
m) x>0, 4
3
B o) ) 243 &)5-45
5 5
o) 5-35% 69 n)zTﬁ;
Y 7-3a
=
GE o) ¥2; bV o ¥ @) V10

o) 2B 1) Y, 8) N2a%°c.
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Egyrészt V2 =44,
Alakitsunk ki kizoss gyokkitevket
V2=W0E, =0, 3=
atvinyokat:
5% <323 =215 =85 <95 =310,
BeVZ=YT<i

a) Igaz. b) Hamis, mert 11 =11
¢) Hamis, mert ™ ) Hamis, mert Y-a)” = (-a)*
Abal oldalon:

V33— 1+ - dr 2 = Y- D 4V + - 27
@ x—1+lxl+lx-2l=x+1 ha 0<x<2.
b)x—1+lxl+1x-21=3x-3, hax22.

) x=1+lxl+lx-2l=1-x hax<o.
% 1. A gyokjel ald bevitel utéin haszndljuk fel, hogy (Y32

Elég dsszehasonlitani a gyok alatt
o

Tehdt novekvé sorrendben:

—1+lxl+lx -2l

@2+ +3
F
b) Ertelmezés: a—x>0 és a+x>0.
A zirdjelben 16vG kifejezést hozzuk kozos nevezore:
4 —x(a-x)-2x2 25 .
ar(@+)-x-(a-x)-2¢ a2 @-9-@ry | o
Jia-x-(a+x) la-2-(a+x) Jla-x)-@a+x)

Az eredeti kifejezés:
To-D @ -n-@rd vazVarx Tarx Y@ra OFF
¢) Ertelmezés: a2 03 x20; a#x.
ElsG 1épésben alakitsuk a zérGjelben 16V tortet:
a+¥ad _Ya- (Yo +45) _ (Ya+4x) (- Yar + 43)
Va+¥ax  Ya-(a+¥7) Ya+¥x

Az elsG 1ot is egyszertsithetd:

~ax + 4%

Az eredetibe behelyettesitve:

Va+Jx - ({a? -2-Yax + x2) =2 Yax.
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>0;x20; de a és x egyszerre nem lehet 0.
Aczirjelben 16vS oriet alakmuk
‘Jm Yatbx _Yox (47 + Ya?)
T xeda x+va
Ezt beirva, és elvégezve a négyzetre emelést:
4-br+bx+3_(Jbx+3)-(Jox +1)
PLAL LR NN
TR Jbx +3 =
a) A gyok alaui kifejezéseket alakitsuk teljes négyzetté:
YTz -z a =6 +2-v2) -{6-2.2)
=f3+22-\3-2-72
Alkalmazzuk az el6z6 médszert:
Ve a3z 2 =2+ P -z -1y =
=WZ+1)-(Z-1=2.
b) Legyen Ya+b e - Ya—b-c = x poritiv egész szim.
=ar b +Ja=b-e -2-Ya? - b,
242=Varb-Je+a-bJe, e@cmia
(2 +22=a+b-Je+a-b-Je+2-Ja? - b,
Ya bt

(2+22=2a+2. afeliéel miau |

Eredményiink szerint x pdros szdm.
Legyen x=2k xeN
(2 +2)2=(4k2+2)2 = 16k* + 16k> + 4 =20 +2,
amibol:
a=1=8k+ 8k =8k (K + 1).
Mivel k2 és K2+ 1 szomszédos szmok, a szorzatuk pdros, ezek szerint 16]a
Tehdt az a szim 16-tal osztva 1-et ad maradékul.

Vegyes feladatok — megoldasok

BED a) Igaz.
b) Igaz.

az 1-nél kisebb szdmok esetén nem.
a~1-nél kisebb szimok esetén nem.

i) Tgaz.




A GYOKVONAS

B a) aeR; b)bz ¢ ceR; d) d<0; e) x20.
am o) N5 >4 b) 22 <93 o T F =03
@ o) 33; b) 6 o) 1+4-J15;
) 639 LR Nz
,,.)«‘7@; W -2 Yx-2c-1; i»"‘ﬁ.
a a-1
[21s ROREZE b) ¢500: o W5

5
a4 r{E; o) Id(g] 5 1) 054
g
) ¥ ) AJE
a

@ o) 5+5-95-5-45; b) R o) a-a-Ya+a-Ya

Mivel @ ﬁmﬁ:z-(ﬁ»,ﬁ), behelyettesitve a® —4 -7 -a=-20.

Ha a befektetést b-vel, a hasznot A-val, az ardnyossiigi tenyezGt pedig ¢-val jeldljik:
h=q-¥5.

@) Az 500=g- 1000000 egyenletbsl: g =5.
b) h=5-Y2000 000 = 630 Ft.

¢) Az 1500=5- Y egyenletbdl: b = 300° = 27 000000 Fr.

2
2 2
) Afondlinga lengésideje 8 =2 szeresére nveksrik.
t . =
¢
2 .
b) A fondlinga lengésideje 1= 5 -storosira esskken.
foome
2 [l
3 £ amibsl 3:\/%, vagyis I, =91

[ \F

8
Tehit a fondlinga hosszdt 9-szeresére kell novelniink, ha a lengésidejét meg akarjuk hérom-
szorozni.
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@) H tartalmazza az egész szamokat, a Kifejezés értéke a, ha b= 0.

b) Legyen x=a+b-V2, y=c+d -2, ahol a, b, c, d € Z. Ekkor:
+O+(b+d)N2eH,
x-y=(ac+2bd)+(ad + be) N2 € H.

¢) Amegadott szim eleme H-nak, mert:
BT10VE =B 10Va+2=(5-2)

d) A szim reciproka:

5-V2l=5+(-1)-VZeH.

b2

1
a+h-V2"

Akkor kapunk egész szimokat, ha a tortek nevezinek éricke 1 vagy ~1. Ennek megfelels
a és b értékek, példdul a=3, b=2
megolddsok:

vagy a=7, b=>5, természetesen ezek ellentetei is

1 1
——==3-2V% ————==-7-5-V2
3+2-42 & 7-5-42 ¥z
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10.3. A MASODFOKU EGYENLET

A masodfoku egyenlet és fiiggvény — megoldasok

B0 o) (-1)2+3; b) (x=32+1; o (x+2)? d) (x=6)>-25:
e) (x+8)-60; f) (x-10) 8) (x-1,52-025;  h) (x+25)2-525;
D)2 (x=22+5; )3 (x=2)? k) —(x+5)2+27; 1) ~(x=4)2+19.

[215087)

Zérushelye nines. Zérushely: x, = -3
Minimum értéke: y =2, Minimum értéke:
helye: x=4. helye:

d) )

Zérushelye nin
Minimum értéke: y
helye: x

Zérushely: x, =1,
Minimum értéke:
helye:
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b L p U
~x+5P+4 s 5

T

1 Maximum értéke:
helye:

Zérushely: x, =3,
Maximum éréke: y
helye: x=

Zérushely: x, = % X

Minimum értéke:

helye: x

B a) a(x) =x> - 1, zérushelyek: x, ésxy=
b) b(x) = (x+ 1)> + 1, nincs zérushely.
) e(x) = (x~2)%, zérushely: x=2.
d) d(x) = (x +3)% - 1, zérushelyek: x, =
e) e(x) = (x—4)% - 1, zérushelyek: x; =3 é
£) f(x) = (x+2)> - 4, zérushelyek: x, =0
8) 8(x) =2-(x - 1)2 -2, zérushelyek:
1) h(x) ==(x+4)° +9, zérushelyek: x;
B a) f(x)=(x+3)2+c-9.
Nines zérushely, ha ¢ > 9. Egy zérushely van, ha ¢ =9. Két zérushely van, ha ¢ <9.
b) g =(x-47+c-16.
Nines zérushely, ha ¢ > 16. Egy zérushely van, ha ¢ = 16. Két zérushely van, ha ¢ < 16

) I,(A':[X,§]V+L.,Z4_5_

Nincs zérushely, ha ¢ > % Egy zérushely van, ha

2 Két sérushely van, ha ¢ < 2.
4 4

@) 2~ 14x +p = (x~7)2 - 49 + p minden valds helyen pozitiv. ha p > 49.
: 9 " z s 9
5) 22 =65+ p=2-(x ==~ + p minden valGs helyen poritiv, ha p> .
¢) 5x*-8x+p=5 [\v %J 7%+ p minden valds helyen pozitiv, ha p >%
a) fx)=(x-2)*+1 4x+5. Tehdt b=—4; c=5.

b) )= (x=5) 10x + 25. Tehdt 105
) f()=(x+3)2 =3 =22+ 6x+6. Tehdt b=6; c
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B f(x)= (x~2)* -4, a figgvény grafikonja az dbrin lithat.
a) Az adott intervallumon egy zérus helyvan: x = 0.
tervallumon maximum taldlhatd az x =3 helyen,
1.

Minimum az x=2 helyen van, értéke:
) A fiiggvény szigorian monoton esokken, m xe[-32],
novekszik, ha x € [2;3].

BH) «) 2:3°-b-3+18=0, ebbdl b=

b) f)=2 (.‘» 5”3. Nines zérushely, ha 13-%>0‘ -12<b<12,

) f@=2:|x~ . tehit b=

esetén leszaz x = 1 helyen a minimum, ekkor

f(x)=2-(x~1)>+ 16, a minimum érték 16 és nem 10. Tehdt nincs a feltételnek megfelels b.

Amé i egyenlet 0 =

3
B8 o) x, °r
d) x = ) x,=20, x5, =-20;
8 x= h) nincs megolds
Pxn=1
BB a) x,=0, x.

&) x =
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mx =

3
>

P =T

@B a) x#5 é x#-5, x e R. Beszorzis és rendezés utdn: 22— 50 = 0. Nincs megoldds.
b) x#4 & x#-4, xe R. Beszorzis 6 rendezés utdn: x?— 6+ 8 =0.
Az egyenlet megolddsa az adott szamhalmazon: x =

o) x# % ésx# -%. x € R. Beszorzds és rendezés utdn: 6x +4x + 1 = 0. Nincs megoldds.

1 1
) x# 3 6 x4 =3, xR Bessorzis & rendesés utin: x* - 3¢ 10=0.
Az egyenlet megoldsa az adott szimhalmazon: x; = 5 és x,=-2.

) y#22, y € R~ Aualakitds u

87
1.0»2;.(\ 2 y-2

Rendezve: 3y? + 7y~ 6= 0, amibol: y; = = és y, =

Az egyenlet megoldsa az adott szimhalmazon: y =
f) a#=+3, aeR*. Atalakitds utd

24+12a
(@+3)-@a-3)

Rendezve: 642~ 17a—3 = 0, amil

& b# %2, beQ. Aulakits tin:
1642 b-l b+l

3:(b+2)-(b-2) 2:(b+2) 3-(b- 2i

Rendezve: 76 - 3b - 22 =0, amibsl: by =2 és b,

Az egyenlet megoldiisa az adott szimhalmazon: b
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h) d#0, d#+2, d e N. Atalakitds utén:
4 d

Rendezve: d-5d +

Az egyenlet megold:

i) e#5, e#-2, ¢ eN. Aulakitds utdn:
1

Rendezve: ¢ - 20¢ +96=0,
Az egyenletnek mindkét gyoke megoldds az adott s
J)y#-1,y#3, y e Z-. Aulakités utdn:

2 &
y=3 y+l (=-3)-(r+1)
Rendezve ~6=0, amibdl: y, =3 és y,=-2.

Az egyenlet megolddsa az adott szimhalmazon:
B Az egyenlet diszkrimindnsa: 16 - 20c.

@) Két kilonboz6 vals megoldds van, ha 16— 20¢ > 0, vagyis ¢ < +.

b) Egy valés megoldds van, ha 16 - 20¢ =0, vagyis ¢ =

¢) Nines valés megoldds, ha 16~ 20¢ <0, vagyis ¢ > %.
9
5
b) Az egyenlet diszkriminnsa: 36 + da.
Egy valés megoldds van:
1. Ha az egyenlet elsGfoki: a= 0, ekkor

@) a-(-3)2+6-(-3)-1=0, haa=

B
IL Ha a#0, D=36+4a =0, vagyis a=-9. Ebben az esetben x

) Két kiilonbozo valds megoldds van, ha a0 és 36 +4a > 0, vagyis ha a> -9, de a#0.
d) Nines valos megoldds, ha 36 +4a <0, vagyis ha a <~9.

Az egyenlet diszkrimindnsa (2m + 1)2 —4m-(m -3) = 16m + 1.
) Egy val6s megoldas van:
1. Ha az egyenlet elsGfoki, azaz m = 0, ekkor x

11 Ha m #0, a diszkrimindns 16m + 1 =0, amibsl m
1 1449

A e = Lo
zegyenlet: — o’ — {ox = 1o

16"
. amegoldisa x=7.

b) Két megoldds van, ha 16m + 1 >0, azaz. m>7%, de m#0.

) Nines megoldds, ha 16m + 1 <0, azaz m<-é.

131




MEGOLDASOK - 10. EVFOLYAM

Vizsgdljuk meg az egyenlet diszkrimindnsd:
=4-(5k+3)2=20- (5K + 6k + 1) = 16,
Eredményiink azt mutatja, hogy knnyen megkaphatjuk az egyenlet gyokeit

(k434 _10k+I10_ 2:(5k+3)-4 _10k+
10 10 10 10

A gyokok kiilonbsége: x; - x, 72 valgban fiiggetlen k-t6l.
8 Ha van valds gyok, akkor az egyenlet diszkrimindnsa nemnegativ:
D=4-(a=b+c)-12:(@®+b*+cH)20.

4-[a=b+c)
Teljes négyzeteket ki

Atalakitva:

3-(a?+ b2+ )] =-8-(a® +b? + 2 + ab - ac + be).

D=-4-[(a+b?+@-c)*+b+0c?],

ez a kifejezés soha nem pozitiv, csak akkor van megolds, ha 0-val egyenl.
Ekkor a+b=0, a-c=0 6 b+
Mindhrom feltétel teljesil, ha a

=-b.
Ekkora c helyére a-t, é b helyére (-a)-t helyetiesitve és 3-mal oszava azt az egyenletet kapjuk,
hogy a2x+ 2ax + 1= 0, ahol a 0.

Az egyenlet egyetlen megolddsa x =

A gydkiényezds alak. Gydkok és egyiitthatok kozotti
osszefiiggés — megoldasok

B a) (x-2)-(x+3) b) (x+4)-(x+3); o) (x=5)-(x+7);
d) (x+10)- (x +6); o) (x-8)% f) nines megfelel§ szorzat;
8) Qx+3)-(x-3) W2+ D% i) (Bx+2)-(x+2);
J) @x=1)-(x+5% K (3-20-(x+6); ) (430 + 1)
B0 a) x*-7x+12 b) ¥~ 5x-14=0;
d) X+ 4x-5 €) x2-36=0;

g) 2% +4x
1) 202 4 19x + 3

) 6x3=Tx+2
k) 302+ 19x 28

1) 7207~ 41x-9

Példdul:
a) X2 =3x+2 b) ¥ +2x-3 ©) 32 +x-2=0;
d) 42+ Tx s o) 132350+ 22=0; ) x-3=0;

g x-dxsl= h) X2 14x +31=0.
Tr+12_(x+4)-(x+3) _x+3
2420-8  (v+d)(x-2) x-2'
2243x-5 _(2c+5)
23 +11x+15 (2x+5)

_(Gx+2)-(-5) _3u+2
(Q+3)-(r=5) 243
2-1, 1002 -13x-3 _(Sx+1)-Qu-3) _Sv+l
Fre U e FeyrR (B-20)-(4x-1) -4

<)
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. az egyenlet: 2x2 - 5x

) Ha xy=x, -2 & x; =x, -2, akkor:

A x =y Aty -d=

b xmx=xn-2(n+a)tes

Az egyenlet: 2x% + 13x+ 17=0.

BB o Az x,
formul

() +x,). majd ebbe helyettesitve a Vieté-

2) kapjuk, hogy:

Vegyiik észre, hogy % + 3,
Kapott eredményeket (x; +.;

b) Hasonléan az a) feladathoz, kapjuk, hogy:
2mxt=D 6
wmrneetel &

¢) Hasonldan az a) feladathoz, kapjuk, hogy:

X2y

Az x2 + 337 = (x) +3)? = 23 -, dtalakitdst elvégezve, az egyenletbe belyetesii a Vice-
formulikkal kapott eredményeket (x; + 3, = —15), fey kapjuk, hogy:

342 (-pP-2-(-15), amibdl p=2.

Oldjuk meg a megfelel egyenleteket paraméteresen, és alakitsuk szorzattd:
yag

) (=3 _x+y
@=y-(-3

x-y

(2x-y)-(x+2y) x+2y
6y _(x-2))-(x+3)_x+3
(1420 x+2y (-20)-(-1) x-1

6x% +(15+4y)- x+10y _ (3x+2y)-(2x+5) _2v+5

K 6324 (dy-9)-x-6y  (x+2)-(2x-3) 2
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A gyokok és egyiitthatok kozotti dsszefiiggések alapjan:
W=+ =y + 0l -2 xy = p -2,
Xy =3xad =0 P - 3 xp (g Xy =

T SO
PP -3q-(p)=-p*+3p-q.

Akeresett egyenlet egyiitthatéi szintén felirhatdk a gyokokkel, ezért a megfeleld egyenlet:
¥ =[(0?-29)+ Cp-g-pI] -y + (0*~29)- Gp-q-p¥ =0.

Felbontva a zdrdjeleket:
PP =3 g +29) )

) at=
~lix=-1 vagy X =8 5y =2
2Tx ;.
“lix=
) x¥=-1:x,=-1; vagy X =5: xp =

)=

b)x =8,

Ln

@) x
73

50

dxy=lLy=-lix

O x=2y=1hx

Ha=2y=3xn

Ox =5y =2%n=2y

hx=

Yx=ly=2x5=6y

Dn=




I a) Ha a=(x-2)? az egyenlet:
Visszahelyettesi

2~ Sa+4=0. M
e (x=2)2 = 1, amib6l x,
(x=2)*=4, amibdl
b) A b=(x+3)? helyettesitéssel: b~ 7b - 18 =0, aminek megoldds:
Visszahelyettesitve: (x+3)2 =9, ahonnan x; =0, x, 3
(x+3)?=-2, aminek nincs megolg
) A c=(x +5)% helyettesitéssel: ¢ - 13¢ - 4§
Visszahelyettesitve: (x +5)> = 16, amibdl x; =

2 by =9, by=-2.

. aminek megoldsai: ¢, = 16, ¢;

1, x,=-9;

(x+5)%=-3, aminek nincs megolddsa

d) A d=(x-3)* helyettesftéssel: 364~ 13d + 1 =0, aminek megolddsai: d| = .
5

Visszahelyettesitve: (x-3)* = 7 amibslx =

(AJ)Z:%, amibol ‘,:%“:;

2+ 6x helyettesitéssel: a-(a+4) - 77 =0, aminek megolddsai: a, =7, ay=~11
helyettesitve: x2 + 6x=7, amib6l x; = 1, x, =~
x? 4 6x =11, aminek nincs megolddsa.
b) A b=x-4x helyettesitéssel: b-(b—3) - 10 =0, aminek megolda
Visszahelyettesitve: x° 5. amib6l x, =5, x, =1
x2—dx=-2, amibdl «‘_2+Ji X=2-2.
¢) Az egyenlet dtalakithat6: (:2 - 20~ 11- (<2 - 2x) + 24 = 0.

BID o) Az
Vi

I: ¢~ Ilc +24 =0, aminek megolddsai: ¢ =8, ¢y
20=8, amib6l x; =4, x, =-2;

Visszahelyettesitve: x

) Az els6 cnycnlelbol a misodikba helyetesive a7 42007 + +64=0 egyenlt addik, bl
x 4,y »

L =2 x=2 =4y =
n s egyenle[bcl a misodikba helyetiesive az
3,y

W Aka ‘gyenlet bal oldalé szorzan alakftva s closztva az elstt a misodikkal: %=, ezt
visszahelyettesitve: x, =4, y = v
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is, eloszthatjuk mindkét oldalt x>-tel:

‘]w{ul)a,m:o
X

t, ekkor x4

Visszahelyettesitve: x-+ 1 % A megolds:
x 3

I 5

>

X+

A megoldisai
2

SR
B a) Hamegvizsgiljuk az egyenletet, kideriil, hogy az x, = 1 megolds, ennek megfelelden alakitsuk:
x@-D-x-x-D-12-(x~-1
x=1)-(2-x-12)
A szorzat mésik tényezdje is lehet 0: x2 —x— |
b) Az egyenlet egyik megolddsa az x, = ~1. Alakitsuk szorzad
@) - @+ ) -6+ 1)=0,
(x+1)-(x2-x-6)=0.
Ha a mdsik tényez6 0: x2 —x— aminek a megolddsai: x,= 3, xy =
¢) Az egyenlet egyik megolddsa az x; = 2. Alakitsuk szorzattd:
22 (¥ =2)+9x- (1 =2)+20+(x ~2) =0,
(x=2)- (2 +9x+20)=0.
2 4 9x +20 = 0, aminek a megolddsai:

A misodik tényez6bol:

Méasodfoku egyenlétlenségek — megoldasok

@ID a) x<-7 vagy x>7; b) -10sx<10; ©) x<—6 vagy x26;
d) ~20<x <2 ¢ xeR; ) wines megoldas;
g) 15 <x<15; h) x< /T vagy x2T; i) x<-3 vagy 0<x;
i —§<x<u. ) x<0vagyx>§; ) 0<xss.
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x<=6 vagy -1 <x;

nines megoldis;

8 "o 4 oo P i
R fmmse
3
2 <yg “2epens xeR:
2 2
? I 4 Y F i h "
s - i
u o :
a\ams ERRE R

nincs megoldis.

b) (-5:-4:-3;-2-1:0; 1; 2 3:4);
d) minden egész szdm megol
) =4 2;-1;0; 1;2;3);
) (=6;-5; —4; =3, =213 05 15 2);
4-3-2%-1;0;1;2,3:4;5;6:: 8).
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) Az x kiemelése utdni msodfoki kifejezést alakitsuk szorzatd:
A +x2- 12x=x-(x+4)-(-3) <O

Amegoldis: x< -4 vagy 0Sx<3,

b) Az x kiemelése utdni masodfok kifejezést alakitsuk szorzattd:
—263 =74 15x=x- (3-22) (v + 5) > 0.

d) 1< <9, amibdl -3 <x<~1 vagy I <x<3

BID @) Anevers: 2 +7>0, py IR *3’;*1377(”3) (j"‘)m
e -

Amegolds: x<-3 vagy 4 <x<6.

Amegolds: x<-5.

v .
al fy=sesr sere

¥ 2
ezért: x<-2 vagy -1 <x<2 vagy 3<x.

" y=r-x-2

ly=x2+75-18
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& ¥~ ?.,\4-]57()(75)-()(73) . ﬁb;77r747(xf4) (2x+|)50‘
Fodv—4 (e )(-4) Fex-6  (x+3)-(x-2)
Amegoldis: 1 <x<3 vagy 4<x<5. Amegoldds: -3 <x< -3 vagy 2<<4.

yurt-gr+1s

A megoldis: 4<x<6.

ey
i
e
=22 +x-15!
ym-st 15550
fymst~2x-24
(2 2
o & )50, xe3.

3-x
Meghatirozzuk, hogy a feladatban szerepls (x—5), (x
i

ak, illetve nc"alwak

(3-x) kifejezések mely énékekre poz
Az dbra szerint a megoldds: x <2 vagy 3 <x<5.

Redukdljuk nulldra az egyenldtlenséget, majd a kozos nevezdre
hozatal és sszevonds utin kapjul
2
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S, x#2

Redukljuk nulldra az ceyenldtlenséget, hasonlGan a b) feladat
megoldisihor. A Kizos nevezdre hozatal, é az sszevonds utin
akovetkezs ceyenldtlenségher jutunk:
e
_Brd 6 melybal: 2D
G+2)-(-2) @+2)-G-2)

utdn kapjuk, hogy az egyenltlenség meg-

4D
242 x
Atalakitds utdn az aldbbi egyenldtlenséghez jutunk:
D) +2
PO S Y e i VL Car))
21+ x 2c-(1+x)
Akifejezések izsgdlat utdn kapjuk, hogy 6

megoldisa: ~25.x < -1 vagy 0<x< .

€) ————>0,x% 1.
Wl
Mivel a szémlils konstans és negatv, fgy hényados akkor pority. ha a neverGie neg
A novesdt teljes néayetéalaitva Kapju: (2x 17, amely Kifejezés soba nem c57 negat

Az egyenlétlenségnek nincs tehdt megolds

6

20, x#-2,x#1.

N

Mivel aszdmlél6 Konstans és poity, fgy a hanyados akkor pozi-
tiv. ha a nevez6 pozitiv. (Az egyenlGség soha nem teljesiilhet.)
A 6~ 5x-x? kifejezést szorzattd alakitva: (v +6)- (v= 1) >0, oo
vagyis (x +6)- (x - 1) <0 egyenltlenséghez jutunk. 5,
Eljelvizsgalatot tartunk. E szorzat akkor negativ, ha a két ténye-
2Gje ellenkez elGield (¢s ez egyszerre teljesill).
Az egyenlGtlenség megolddsa: ~6 <x < 1.
Azx?-3x-10=0, ha x; =55, =-2.

Az cgyenltlensé Kiilonbisz alakd lesz:

1. Ha x<-2 vagy S<x, akkor x>~ 3x— 10Sx+7.
Azaz x? - 4x - 17 0, ennck megoldisa: V21 <x<2+421.
Afeltétellel dsszevetve: 2 — 21 <x<-2 vagy S<x<2+ 2L

IL Ha -2 <x <35, akkor —x+ 3x+ 10<x+ 7.
Azaz 0 <x° x<-1vagy 3<x.
Afeltétellel dsszevetve: -2 <x<-1 vagy 3<x<5.

A végeredmény: 2~ V21 Sx<-1 vagy 3<x<2+421.

2x-3, ennek megold:
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a) Atbrtnek és a gydkoknek akkor van értelme, ha: 5 Vit
x?-3x-2820 és x2+3x-18>0. 0!

Az els6 megoldds

-4 vagy 7<x

X EgE s[ w0 s
A misodik megoldd
x<-6 vagy 3<x
A kozos megoldds: St
x<-6 vagy T<x -
=328

b) A gyoknek akkor van értelme, ha:

szamldl6t s a nevezdt szorzaitd alakitva: 0 F =
@=7-x +z)20_
=00 24318
A megoldis:
x<—-6 vagy —4<x<3 vagy 7<x &3
=328
)

. akkor a harmadik egyenlGtlenség

BB Mivel az egész szdmok Korében kercssuk amegolddst, ha x =
miatt 2= 0, és a mdsodik miatt
Altaldban is igaz, hogy ha vnlamelylk ismeretlen 0, akkor a misik kettd is az.
Ha egyik ismeretlen sem 0, adjuk Gssze a hdrom egyenlGilenséget:

3x2 43y +322 + 2xy + 2y + 22 <34 x% 4
24222 4 20y 4+ 2y2+ 20 <3,
(x+yP +(y+22 +(x+2)? <3,

Ateljes négyzetek fvak és az 0-t61
Csak akkor kaphatunk megoldst, ha

@+l +)?<], @<L
Al négyzeteken el tagok nem Ihetnek azonos leldek, mertakkor pl x+y122 miau
G224

Tehit csak az fordulhat el6, hogy x és y ellentétes eldjeld. Minden pérra teljesiilnie kellene
az elbbinek, ami lehetetlen.

Tehdt az egyenldtienség-rendszer egyetlen megolddsa az egész szimok korében a kovetkezd
szimhdrmas:
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Paraméteres masodfoku egyenletek — megoldasok

FR) Az adott cgyenlet eyikei akkor egyenldek, ha a diszkrimindnsa 0. Tehit dtalakitva az ceyenletet,
kapjuk, hogy: _2-@p—1)-x+15p2—2p-7=0.

Vegyis: [-2-@p- DI ~4-(15p2 = 2p-7) =0,

Az egyenlet mtguld:i 4éspy=2.
Valdban, a p =4 helyettesitéssel kapott egyenletiink:
tehit a parabola pr gyt

A p =2 helyettesitéssel kapott egyenletiink:
szintén érinti az x tengelyt.

=30 +225=0, ami (v~ 15)=0, fgy

14x +49 =0, vagyis (x—7)?=0. Eza parabola

BID ) Az egyenlet diszkrimindnsa: 8152 Megolddsai: x, = 2b, x, = ~7b
b) Az egyenlet diszkrimindnsa: 9 +24b + 167 = (3 + 4b)%. Megolda:

¢) Az egyenlet diszkrimindnsa: 28952 = (17b)%. Megolddsai: x,
d) Ha b=0, akkor az egyenlet elsdfokd, a megoldsa: x=0.

Ha b %0, akor azegyenltdissimindisa 16b%+ 1652 +4 = (4b? + )% fgy a megolddsok:
—ab,

I8 a) Vizsgiljuk meg, hogy az egyenlet diszkrimindnsa mikor nemnegativ:
(20> -8-(b+4)20,
b?-2b-820.
Ennek a megold: 22 vagy 4<b.
“Tehit az egyenletnek nincs megoldsa, ha =2 < b <4;
I megoldisa van, ha b=-2, ekkor x=1,
vagy ha b =4, ekkor x=-2;
2 megoldisa van, ha —2 > b, vagy 4 <b.

b) Ha b=0, az egyenlet elsofok, egy megoldisa van:

Ha b#0, vizsgljuk meg, hogy mikor lesz a diszkrimindns nemnegati
64-4b-(10~ )20,
52-10b+1620.
Megolddsai: b<2 vagy 8 <b.
‘Tehiit az egyenletnek nincs megoldsa, ha 2 < b <8;

1 megolddsa van, ha b =0, ekkor x =

ha b

2, ekkor x=2,

ha b =8, ekkor x

5
2 megoldisa van, ha b <0 vagy 0<b <2 vagy 8 <b.
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@) A triek miatt x #3b 6s x#-3b. A kozds nevezs az (1
ezzel beszorozva:

3b)- (x + 3b) = x? - 97 szorzat,
(4x+b)- (x4 3b) + (3x + 7b) - (x - 3) = 82 + 6.

Elvégezve a miveleteket:

22— 1bx +24b> = 0.

Megoldoképlettel megoldva: x, = 8b, x, = 3b, ez utbbi nem megoldds, az eldbbi pedig csak
akkor, ha b # 0.
Tehdt ha b =0, az egyenletnek nincs megolddsa, ha b # 0, akkor x = 8b.

sgdljuk meg a nevezoket: x? + bx + b2 # 0, mivel az x> + by + b = 0 egyenlet diszkrimi-
ndinsa 352, csak akkor van megoldds, ha b= 0, ekkor x=0.
Az x3 b3 #0 és b—x#0 mindketts teljesill, ha x # b
‘Tehdt minden rt értelmezhetd, ha x# b.
Legyen a kizos nevezé az (x2 + bx + b?)- (x - b) ~ b, ezzel beszorozva

x-(x=b)-3b2=—(x2 + bx + b?).

Megolddsok: x, = b, x, = —b, az elsG a feltételek miatt nem megoldds.
Tehdt ha b =0, az egyenletnek nincs megolddsa, ha b# 0, akkor x= ~b.

indkét oldalt:

@) Akifejezés minden val6s szamra pozitiv, ha az x* ~ 2bx +2b + 15 =0 egyenlet diszkrimindnsa

(26 - 4-(2b+15)<0,
b2-2-15<0.
Megoldisa: =3 <b<S5.
b) Akifejezés minden valds szimra pozitiv, ha b >0 ésa by + by —4x +4 — b =0 egyenlet diszkri-
mindnsa negatiy ,
(b-47 —4b-(4-b)<0,
(b—4)-(b—4+4b)<0,
(b—4)-(5b - 4)<0.

Az egyenlGtlenség megolddsa:

a) A kifejezés minden val6s szmra negativ, ha b <0 é a bx? + by + 3x+ b + 3= 0 egyenlet
diszkrimindnsa negativ:

g <b<4, é ez mindkét kezdeti feltételnek megfelel.

(b+3)2—4b-(b+3)<0,
(b+3)-3-3b)<0.

Az egyenlGtlenség megolddsai: b<-3 vagy 1 <b.
Mindkét feltétel teljesil, ha b <~3.
b) Akifejezés minden val6s szimra negativ, ha b <0 ésa by? ~ 12x + 15— b= 0 egyenlet diszkri-
mindnsa negativ:
144 - 4b-(15-b) <0,
b%~15b +36 <0.
Az cgyenldtlenség megolddsa: 3 <b < 12.

a két kezdeti feltétel metszete az iires halmaz, nincs
a kncjcm minden valds helyen negativ értéket venne fel.

olyan b paraméterériék, amelyre
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Vizsgdljuk meg elGszor az egyenlet diszkrimingnsdt: D = (b +1)%+8-(b* + 1) > 0, ezés
val6s b esetén két megoldisa van az egyenletnek.

Nézziik a gyokok szorzatdt: x, - x; negativ, mert b2 + 1> 0.

iv elGiele az jelent, ho;,y megoldisaink
vallumba legfeljebb az eg) et, a pozitiv el
Gondol,unk mostaz f(x) = (b2 + 1)-x2 + (b + 1)-x - 2 mésodfokii fiiggvényre, melynek b2+ 1>0
van, és két zérushellyel rendelkezik.

A porzitiv zérushely akkor keriil a ]0; 1[ intervallumba, ha a fiiggvény a 0 és az 1 helyeken ellen-
ttes eldjeld értéket vesz fel

Mivel f(0) =2, ezért f(1)= b2+ 1 + b+ 12> 0 kell teljesiljon.

EbbI b2+ b >0, ha b<—1 vagy 0<b.

Tehit b <1 vagy 0<b esetén teljesiil, hogy az egyenletnek pontosan az egyik gydke esik a J0; 1[
intervallumba.

Aszorzat nega

llentétes eldjeldek, tehdt a ]0; 1[ inter-
eld.

Négyzetgydkds egyenletek és egyenldtienségek — megoldasok

PN a) Ertelmezési tartomdny: x > -4, megoldis: x = 5.
b) Ertelmezési tartomdny: x > 5, megoldds: x = 86.

¢) Ertelmez

" 2 3 "
ariominy: >3, megoldis

. 3 o g
) Entelmesésitarominy: x2 -, nincs megoldis.

. megoldis: x=9.5.

megoldis

artomny: x > ~—, megolds: x = 0.

artomdny: x> 2, azt kapjuk, hogy x= I, de ez nem megoldis.

i) Ertelmez

J) Ertelmez

. . 7 .
arominy: 2 ¢, megoldis:

8

k) Ertelmezési tartomény: x> é megoldds: x

1
1) Az értelmezdsi tartomdny az iires halmaz, nincs megolds.

P a) Ertelmezési tartomdny: x > 0. A mésodfokd egyenlet gyokei:
Csak x =3 megold

b) Ertelmezési tartomdny:

Csak x=7 megoldis.

>4. A mésodfoki egyenlet gyokei:
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5

[220]

¢) Ertelmezési tartomény: x > 1. A masodfoki egyenlet gydkei: x, =5, x, = 0.
Csak x =5 megolds.

d) Ertelmezési tartomdny: x = ~4. Megoldasok: x, =4, x,

2, mindkettd megoldds

¢) Ertelmezési tartomdny: x < 1. A mdsodfokd egyenlet gyokei: x, =2
Csak x =3 megold: 5

) Ertelmezési tartominy: x> 2. Megoldisok: xy =4, 1=, de esuk az x=4 megoldis

) Ertelmezési tartomdny: . mindkettd megoldis.

h) Ertelmezési tartomdny: x z% Megolddsok: x, = 3.

) Ertelmezési trtomdny: x> 3. A misodfok eeyenlet gyokei: x, =4, x
5 2
Csak x =4 megoldss.

J) Ertelmezési trtomdny: x> -2, Amésodfokd cgyenlet gydkei: 1, =0,
. 2
Csak x =0 megoldss.
k) Ertelmezési tartomdn;
2 megoldi

5
xsg % Amisodfoki egyenlet gyokei: = 2, x, =2,

Csak x=

1) Ertelmezési tartomany: x> % Megolddsok: = %. de csak az x = 5 megoldis.

2 ; i i uth
a) Ertelmezési tartomdny: x> —~. négyzetre emelés utdn: x > 1. A megolda:

3

y 3
) Etelmesésitarominy: x> 5. Négyzetre emelés i x < %v A megold
¢) Ertelmezési tartominy: x > ; Mivel az egyenlGtienség bal oldala nemnegativ, a jobb oldala
pedig negativ, ezért a megolds: x> i.
2

3 . 3
) Ertelmezésitarominy: x> Z. Négyzetre emelés un: x> <. A megoldis: > 2.

L)
=

¢) Ertelmezési tartomdny: x>~ A bal oldala nemnegativ. a jobb oldala negativ szim, ezért nines
megoldis.

Négyzetre emelés utdn: ¥ < 3. A megoldis —% <
1

/) Ertelmezési tartomdny: x>

) Ertelmezési tartomény: x < 4. Négyzetre emelés utdn: x < . A megoldis: x < A;

h) Ertelme:

artomdny: x < 3. Négyzetre emelés utdn: x>—-22. A megolds: 22 <x<3.

a) Ertelmezési tartomdny: x> 3. Két négyzetre emelés utdn a megoldis: x=7.

Csak

b) Ertelmezési tartomdny: x> S ket négyzetre emelés utdn a megolddsok: x, =3, v, =
az.elsG megoldis. 3

¢) Ertelmezési tartomdny: x > —1. Két négyzetre emelés utdn a megoldisok: x, = 47, x, =
Az ellendrzésbol kideril, hogy esak a masodik megoldas.
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d) Ertelmezési tartomény: x > 0. Két négyzetre emelés utén a megolddsok: x, = 112.5, x, = 0.5.
Az ellendrzésbol kideriil, hogy csak a masodik megoldas.

€) Ertelmezési tartomény
Csak az els6 megoldas.

) Ertelmezési tartomiiny:
mindkettd megolds.

P Enclmuun larlomany x 2 6. Két négyzetre emelés utdn a megolddsok: x, =7, x,

x2-2. Két négyzetre emelés utdin a megolddsok: x, = -2, x, =

3s s% Két négyzetre emelés utdn a megoldisok: x, = 0, x,

i) Em,lmcz.c artomin 4<xs— Keét négyzetre emelés utdn a megolddsok: x; =
‘mésodik megolds.

a) Vegyiik észre, hogy a négyzetgyok alatt teljes négyzet alak dll fgy az egyenlet: 22~ x— 11 =0.
-1 b x2l,
—x+1, ha x<l.

Az abszolit érték definiciéja miatt: [x—1]= {

fgy x = 1 esetén az egyenlet: 2x2
nines megolds. 1
Az x< | esetén az egyenletiink: 2x2+x~ 1 =0, melynek az x, = — és
cgyenlet megolddsai. 2

x+ 1= 0, amelynek a diszkrimindnsa negativ, ekkor

1 gyokei, az adott

b) Az a) feladathoz hzumluan az egyenlet felithaté |x+ 1] =2-|x| -2 alakban. Az abszolit
énték definicidja miatt
Hax<-1, dkkurue,,ycnlen -x
mezési tartominyon.
Ha ~1 <x<0, akkoraz egyenlet: x+ 1=
deti egyenletnek
Ha x 0, akkor az egyenlet: x+ I =~2x~2, amibdl x = 3. Ez megoldsa az adott egyenletnek.
Osszefoglalva: az egyenlet megolddsai: x; = -1 és x, =3,

2:(-x) -2, amibsl x=

Ez nem megoldis az értel-

x~2, amib6l x = 1. Ez megolddsa az adott ere-

) Az egyenlet felithat6 |3~ x| = 10~ |2 x| alakban. Az abszolit érték definicicja miatt:
Ha x <2, akkor az egyenlet: 2

=10-(2-x), amibsl x=-=.

2
Ha 2 <x <3, akkor az egyenlet: 3 —x = 10— (-2 +x), amib6l 3 # 12.

Ha x> 3, akkor az egyenlet: L5

+x=10- (-2 +), amibSl x

15

2=

B8 a) Ertelmezé: um.my 920, ha x>3 vagy x<-3. Vegyiik észre, hugy a ~/ =p
helyettesitéssel a p2 —p ~ 6 = 0 egyenlethez jutunk, amelybdl p, =3

Ha p =3, akkor Vx? —9 =3, ekkor 2*= 18, amib6l x=+3-v2.

. 5
Az egyenlet megoldisai: x, = -3 & x

Ha p = -2, akkor uc"ycnlclnek nincs megoldsa, hiszen az Vx? -9

oldal nemnegativ, a jobb oldal n

Ellendrzés — bal oldalon:
VI8=9-(18-9)=V9-9=3-

mellyel a jobb oldal eredményéhez jutottunk.

-2 egyenletben a bal
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b) Ertelmezési tartomdny: x2 0. Vegyiik észre, hogy mindkét oldal négyzetre emelése utdn a kovet-
kez6 egyenlethez jutunk:

amibél

Ez megoldisa az eredeti egyenletnek.

Ellendrzés — bal oldalon:
SRR R R
38 V3 2V3 V3 2 V3

Ezutin az %-cl vigyiik be a gyokjel ald: l § JZ A jobb oldalon dll6 kifejezéshez jutottunk.

3
3

D o) Ertelmer

utdn: 0> 2 —x, mmbdlmmegoldm O<x<l.

i tartomén;

> ﬁ, ekkor a jobb oldal s poziti. Négyzetre emelés és rendezés

b) Ertelmezési tartominy: v <5, mindkét oldal nemnegativ, ha 3 <x <5. Négyzetre emelve és
rendezve 0<% - 5x +4, ennek megolddsa x < | vagy x<4. A végeredmény: 4<x<5.

¢) Ertelmezési tartomény: x < 3
Ha x+1<0, azaz x <~1, a jobb oldal negativ, nincs megoldas.
Ha x2 -1, négyzetre emelés utdn rendezve 0 <2 +4x — 12, amibGl x< -6 vagy 2<x.
A végeredmény: 235

d) Ertelmezési tartomdny: x> -7.5.
Ha x>0, a jobb oldal negativ, teljesiil az egyenldtlenség.
Ha x< 0, négyzetre emelés és rendezés utdn: 0> x* - 2x — 15, amibGl =3 <x< 5. Ebben az
esetben a megoldds: —3 <x < 0.
A végeredmény: -3 <x

) Anégyzetgyok alatii kifejezésnek nincs zérushelye, tehdt minden valds szdmra értelmezhetd.

Ha 20~ 1.<0, vagyis < 3. a jobb oldal negati, a egyentalenség telesil.

Hax> % négyzetre emelés és rendezés utdn: 0> x* - 2x— 3, amibél —1 <x< 3, ebben az
L

esetben a megolds <3

A végeredmény: x <3,

f) Ertelmezési tartomény: x <-4 vagy 2 <x.
Ha 16+ 2x <0, azaz x <~8, a jobb oldal negativ. nincs megoldas. -
Ha x> -8, négyzetre emelés és rendezés utdn: 0 < 3x2 + 62x + 264, amibGl x < -=- vagy
~6<.x. Csak a masodik ad megolddst. 3
Avégeredmény: ~6<x <-4 vagy 2<x
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a) Ertelmezési tartomény: x > % Négyzetre emelés utdn:

VB =942 = (6= 9) +x+/6r -9 =36,
Jxl-6r+9=18-x.

Mivel a gyok alatt teljes négyzet dll:

Ha x3, az egyenlet: x-3 = 18 - x, megok
Ha x<3, az egyenlet: ~x+3

8, nincs megoldds.

b) Ertelmezési tartomény a valés szimok halmaza.
Vezessiink be j viltozot: y = V2x? ~3x +5, ahol y
Az egyenlet: 2 -6+ =0, ennek megoldsai:
Az elsit visszahelyettesitve:

-3, amdsodik nem megolds.
z‘ 3r45=
2 -3x+1=0.

Megoldasok: x; = 1, .
¢) Ertelmez
Alakitsuk dt a gyok alatti kifejezéseket (érdemes a mésodikkal kezdeni):

Vr=8-20x-9=x-9-2vx -0+ 1=y(1-Vx=9) =l1- V=3I,
Vi 6Vx-9=Vx-9-6Vx-9+9=3-Vx-9) =[3-Jx -9

Az egyenlet:

=Vx=9l+l1-Vx=91=2.

Hérom esetre bontva:

Vx—9 <1, akkor 3-vx—9 +1-x—9 =2, amibdl Vx—9 = 1, nincs benne a

Idsi halmazban.

IL Ha 1<yx=9 <3, akkor 3-x=9 -1+ x—

akiinduldsi halmazban.

1L Ha 35 Jx=9, akkor =3+ Vx=9 - 1+ VX=9 =2, amib6l Vx—9 =3.

Tehit a megoldds: 1< +x -9 <3, amibdl négyzetre emelés utdn 10 < x < 18.
d) Ertelmezési tartomény: x > 3, és lithat6an az x = 3 nem megoldds.

Alakitsuk a hatodik gynk alatti klque\l

3= 9r+27=x2 (1=3) -9 (¢

=3)-(2-9)=(x=3)*(x+3).
Osszuk el az egyenlet mindkét oldaldt a nem nulla, §ix—3)%-(x+3) kifejezéssel.

Az cgyenlet az os71ds utdn:
o[ X2 v6. 9%
x-3 x+3

u-

=2, minden szdmra igaz, ami benne van
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Vezessiink be i viltozet: y

Az eayenlet: - +6y

, beszorzds utdn: 6y° - 7y2 + 1 =0.

Alakitsuk a bal oldalt:

62— 612
62 (y=1)-(2-1)=0,
62-(-1)=(=D-(+1)=0,
=162~ y-1)=0.

csak az els6 megoldis.

6 ; . ;
Sy ami eleme az értelmezési artominynak.

Ertelmezési tartomdny: x> 2.
Az abszoldt érék miatt az €156 tényez nemnegativ, csak akkor van megoldds, ha a misodik
tényezG pozi >0, aminek a megolddsa: 1 <x
Osszevetve az értelmezéssel: 2< x <3,
Tiyen x-ek esetén az elsG tényez: 0<1-Jx—-2<1
A misodik tényez6: 0 <-x2 +4x-3=1-(x-2)2<1.

Mivel mindkét tényezd legfeliebb 1, a szorzatuk csak gy lehet 1, ha mindkét tényezs 1-gyel
egyenlG. Ez pedig csak akkor igaz, ha x=2.

B Ertelmezdsi tariomdny: x > -2,

Mivel az egyenlet bal umm nemnepmv ezért p>2x, ami azt jelenti, hogy ~2 < x< 2
akkor ad megold: hap>

Négyzetre emelés ul.’m Tendezzlk az egyenletet
0=4x-@p+1)-x+p’—
Akkor van megolds, ha a diszkrimindns nemnegativ:
D=(@dp+1)>-16-(p>~2)=8p+3320,

aminek a megolddsa:

Osszevetve a kezdeti feltétellel azt kapjuk, hogy p = -4 esetén lesz az egyenletnek megoldasa.
Meg kell vizsgélnunk, hogy teljesiil-¢ ilyen esctekben a megoldisokra az értelmezés x> -2 feltétele.
Ha p -4, akkor D> I, mivel a megoldasok:

- 4p+1:VD
=

azegyik gyok:

8
Teht ha p > —4, akkor az egyenletnek biztosan van megoldisa.

dp+1+VD dp+i+l_dp+2
- s
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A szamtani és mértani kozép, szélsdérték feladatok
— megoldasok

[2210]

@) A szémtani kozé,

5., mértani kozép 9, kiilonbségik 6.
9.5, a mértani kvzép 18, killonbségiik 1.5.

2.5, a mértani kozép 30, killonbségik 2.5.

5. a mértani kozép 60, khlonh»éguk 5

. a mértani kozép = Kilonbséet = 035 -
1, 2 mértani kozép = zo.qx . kiilinbségi

79, a mértani kozp = 66,97 , kulonhscnuk = 112,03,

1) A szdmtani kozép: 1033, a mértani kiszép = 335.5, kiilonbségik = 697.5.

D ) 26; b) 26.45; ) 30; d) 35,71,
EAD Anégyzet oldala 12 em.

b) v, =

P Atlagosan 12,4%-kal csikkent az iizemanyag dra.
|. meguld\is. Ha a négyzetek oldaldnak hossza a és b, akkor a keriilet: 4a + 4b = 200, amibol

A mmlmk négyretbssrege:
a2 +b2=a?+(50 - ay

Minimélis, ha a = 25 em, ekkor b =25 em.

{gy a terilletdsszeg minimuma 1250 cm”

I megoldis. Az a? + b2 = (a + b)? — 2ab minimdlis, ha 2ab maximlis.

A szimtani és mértani kozép kozoui egyenldtlenség alapjdn:

100a +2500 = 2- (a - 25)> + 1250.

"*')J»lzso.

2ab<2- (

akkor maximdlis a szorzat, ha a =

5.

a) Haa téglalap oldalainak hossza a és b, akkor 2a + 2
A szhmtani és mértani kozép kozotti sszefiiggés alapjdn:

00, vagyis @ +b=50.
abs[® ; ”] =625,

a szorzat maximilis, ha a = b = 25, tehdt a megoldis a négyzet.




(100 — Z\) 2

(100-29) - x=

a szorzat maximlis, ha 100 - 2x = 2, amibGl x = 25.
Tehit a téglalap oldalait 25 m és 50 m hosszira kell vilasztani.

Legyen a és b atéglalap két oldalén elhelyezet jirGlapok széma.

a) Ebben az esctben a-b = 100. Keressitk a 2-(20a +200) kifejezés minimumdt.
mtani 6 mértani kivzép kziui Gsszefiigeés alapid

2
20"; 0b 5 V204205 =200,

az bsszeg akkor minimalis, ha a = b = 10.
A minimlis kertilet 800 cm.
Most a-b =200, és djraa 2-(20a + 20b) kifejezés minimumit keressiik.
Alkalmazzuk az el626 médszert:

M 2204206 =200+ V2,

az Gsszeg minimalis, ha a = b =200 = 14,14,

Mivel a jardlapokat nem véghatjuk el, ez nem valdsithat6 meg.

Keressiik az a-b = 200 egyenlet egész megoldisait, és vizsgiljuk meg, hogy mikor lesz mini-
milis a 2-(20a + 20b) kifejezés.

Alehetséges szorzatok:

1:200=2-100=4-50=5-40=8-25=10-20.
Rendre kiszdmitva a keriileteket:
8040; 4080; 2160; 1800; 1320; 1200.
“Tehit akkor lesz a legkisebb a kirakott téglalap kerilete, ha a két kiilonbisz6 oldal mentén
10, illetve 20 darab jér6lapot helyeziink el.
@) Ahajok tivolsdgit Pitagorasz-tétellel szdmolva:
d(12)= /3002 + 4007 = 500 km,
d(13)=/3207+ 2607 = 412.3 km.
b) Atdvolsig négyzete 1 id6 milva:
d(0? = (400 - 801 + (300 - 401)? =
= 8000r% - 88 0001 + 250 000 = 8000- (1 - 5,5)2 + 8000,
Ak Kozt volsy 5.5 dramiva sz a eghistt.

dyi, = /8000 =89,44 km.
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s ml oldalt, ha ab= |

Alakitsuk dt a bizonyitandé
2+ b2 2 +2a

2 _a-by+

b
Mivel a - b >0, alkalmazhatjuk a s;e‘\mlam 6s mértani kﬁbép Kozoiti egyenldtlenséget:

(@-byr—2_22 @-b)-—= -2f
a-b

Akkor van egyenlség, ha a=2+V3 é b=2-13.

Ezzel az dllitast beldttuk.

Masodfoku egyenletre vezetd problémak — megoldasok

B a) Az x-(x+12) =45 egyenlethdl akét szim a 3 és 15 vagya ~15 ésa -3.
b) Az x? + (x+ 12)% = 314 egyenletbdl a ke

naz 5 é 17 vagya -17 és -5.

10 egyenletbdl a két szma 12 és 24 vagya -1 és 11

a2és 18
dma 8§ és 12,

7 a) Az x- (20
b) Az x>+ (20-2)*
) Az 2= (20~

6 egyenletbdl a ké
208 egyenlethdl a két
200 egyenlethdl a ket

B2 Az x2=3-(x+3)+ 1 egyenlet alapjén a viisdrolt sapkik szdma 5.

B0 Az (x+5)? +x2= 493 egyenletbdl a négyzetek oldala 13 cm és 18 cm.

x(x-1)
2

90 egyenletbdl a bajnoksdgban résztvev csapatok szdma 20.

(3x -+ 4)? egyenlet megoldisibol a téglalap oldalai 7 cm és 24 cm.

BB Az x-(x+ 1)=10-(2x+ 1)+ 56 cgyenlet megoldiisa alapjdn a két szdm a 22 és 23 vagy a -3 és ~2.
km
Sy

B Azegyenlet: 0. ﬂA +1. Megolddsa alapjdn 1 sebességgel haladtak, és 5 6ra alatt értek
célhoz.

x

2.2

) Az egyenlet: = 1. Megoldds: az anya 3 6ra, a ldnya 6 6ra alatt takaritana ki egyedii

x X3
Azegyenlet: mw ﬂ Beszorzis és dsszevonds utdn: x? - 90x - 40000 = 0. A muskitli
x
palinta 250 Feba kertl, 16 ddrahm Iehet megvenni 4000 Ft-bol.
a) Az L{”:sml ceyenlethdl 1 = 103.
) Az 0= _50., egyentet pozitty megolddsa x = 12,8, Tehdt nines ilyen sokszdg.
o) Az M.no egyenletbdl a sokszog 17 oldali.
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D A képernyG 28,5%-a: 261,63 cm’.

Akeret teriletébl felirhats egyenlet:
4242 34x +2-27x = 261,63,
A keret koriilbeliil 2 cm széles. l27cm

sljik x-szel azt, amennyi aut6t gydrt naponta a hagyominyos részleg. Az egyenlet:
200, 400
X xts

36.
Beszorzis utin:
9x% — 155 - 500 = 0.
A pozitiv megoldsa:
=20,
Akétiizem, naponta 20, illetve 25 autot gydrt, az elsS 20 nap, a mdsodik 16 nap alatt.

“Tudjuk, hogy n kiilonbozs dologbdl 2-t 22277 féleképpen vélaszthatunk Ki.
ljuk, hogy J g‘ZQH(ZI) PP
Az egyenlet:
2x-Qx-1) x-(xfl)*'XSZI
2 2

Beszorzds utdn:

3x% - x- 1704 =0,
Apozi

v megoldds:

Tehit az osztilyban 24-en vannak.
Legyen a hiromjegy szdm: Txy. A kovetkezs egyenletrendszer irhatd fel:
100+10x+y 6

A misodikb6l y-t helyettesitve az elsG egyenlet:
242 19x+35=0.
Aminek megolds

=1 x
Csak az elsG lehet szimjegy. ebbol y = 4.
Akeresett szdm a 174, ellendrzéssel lithato, hogy valoban megfelel.

BB ) Legyen x anck szima, y a férfiaké,

-0

A puszik szima: %’“ akézfogsok szima: 20— "’2 =D

el x>y, ezért az elsG 61t nagyobb, tehit (6bb puszi van, mint kézfogds.

153




MEGOLDASOK - 10. EVFOLYAM

b) Akéz
A misodik egyenletbdl y-t kifejezve és beirva az elsdbe:

sokok szdma: x-y = 182, és tudjuk, hogy x+y

X2-27x+182=

A megolddsok:

14 ad6dik, a feladat feltételeinek az els szimpir felel meg.

13 férfi van.

Aferfiak szimdra y, = 13, y
Tehit a tdrsasdgban 14 G é
Akézfoghsok szima:

1342 _o,

2

@) Haaz eziist fakandl drdt elsG alkalommal x%-kal emelick, akkor a kovetkezs egyenlet frhat6 fel:

[HI_;G].(. *.%]’

Beszorzis és egyszerfistés utdn:

32

224 150x - 1600 = 0.
Az egyenletnek csak a pozitiv megolddsa felel meg:
x=10.

Tehdt az eziist fakandl drdt eldszor 10%-kal, mdsodszor 20%-Kal emeliék.
b) Ha x%-os volt a kardesony elGiti emelés, akkor a kovetkezo egyenlet frhat fel

 ;
e

100

,08.

22~ 100x + 1600 =0,
X =80, x,=20

Aminek megolddsai:

Mindkét megoldds megfelel.
Tehdt az arany fakandl drdt decemberben vagy 80%-kal vagy 20%-kal emelték.
a) Ki kell szimitanunk (2) érékét:
h(2)=-5-22+40-2 +45 = 105.
Tehdt a kilovés utdn 2 mdsodperccel 105 méter magasan lesz a rakéta.

uk teljes négyzeté a fiiggvény hozzdrendelési szablydt:
(1) = =51+ 401 + 45 = =5 (1 - 4)? + 122
AmibGl kideriil, hogy 4 mésodperc milva lesz a legmagasabban, a foldté] 125 méterre.

<) Amikor foldet ér, =0 lesz.
Meg kell oldani a kivetkezs egyenletet:

=512 +40r +45=0.

A megoldisok:

n=9 n=
Csak a pozitiv megolds felel meg.
“Tehiit a rakéta 9 misodperccel a kilovés utdn ér foldet.
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Vegyes feladatok — megoldasok

@D o) x=T¢Z; b)x:%e@; o) x=3eN; dy=5eZ

W=l 5n=6x=4

3 1
b) x<-= vagy ~<x;
) 3V 3

d) ~4<x<-2 vagy —%<AS

=

alw
"

b)
. Areew y=wrop-1

x<1 vagy x>5 x<~4 vagy x>-2.

Megjegyzés: A feladat nem kéri a megoldds tipusd. igy megoldhat fiiggvények felhaszndldsdval
vagy algebrai titon is. Ezért adtunk eldszor mindhdrom feladatra fiiggvények felhaszndlisival kapott
eredményt, majd csak az a) feladatra kovetkezzenek mds megolddsi lehetdségek is:

1. megolds

Az (x-3)? > 4 rendezése utdn kapjuk, hogy:

—6r+5>0.

Hatirozzuk meg a bal cldalcn 4116 kifejezés zérushelyeit (x,
%= 1). Mivel az  cgyiithatGia pozitv. a parabola felfelé nyilG, gy
egyszerd dbrét készitve kapjuk, hogy:

x<1 vagy x>5.
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1L megoldis
Rendezés utdn kapjuk, hogy:

—6r+5>0,
Megoldis lehet a bal oldali kifejezes szorzatts alakitdsa:
(x=1):(x=5)>0,
Abrit készitiink és megkapjuk, hogy a bal oldal akkor pozitiv, ha: [EARAE]
x<1 vagy x>5. —

27 Ha a befogok x és v, a kovetkezd egyenletrendszert kapjuk:
Xy

2

x4y

Az egyenletrendszerbol a befogdk hossza
B Ha a sokszigek oldalszima x és y,

cmés 12cm.

z alibbi egyenletrendszerhez jutunk:

2
(=2 1807+ (- 2) 1800 =2700° |
A misodik egyenletbdl érdemes helyettesiteni. A sokszigek 7, illetve 12 oldaliak.
a) A={xeR|-1<x<3);
B={xeR|x<0 vagy 2<x}.
b)) AUB=R.
¢)AnB={xeR|-1<x<0 vagy 2<x<3).

BZB a) Teljes négyzetté alaki

utin kapjuk:
fw=

amelybél leolvashatd, hogy az / figevénynek maximuma van az = > helyen, éricke y= ‘4—".

Azérushelyek megllapithatGak a misodfoki cgyenlet megolddképletével. E szerint x; = -6
az egyenlet két zérushelye.

utdn kapjuk:
#(9=10-(x=1)+ 10,
amibl leolvashatd, hogy a fiiggvénynek minimuma van az x = 1 helyen, értéke )
A zérushelyek meghatdrozfsdndl vegyiik észre. hogy a diszkrimindns negatiy, mert:
b2 —dac=400-4-10-2 400,
ezérta g fiiggvénynek nincs zérushelye, nem érinti és nem metszi az x tengelyt

Az egyenletrendszer megoldasaibol a kivetkezG négy pont adddik:
P(2;5), P(2i-5), Py(-2;5), Bi(-
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a) A gyokok négyzetisszege: x 2 + (g +2)% =233,
A 371 egyenletbdl x=8.
egy: x=5

Ha b=2, az egyenlet elsGfoki, megolddsa
Ha b2, a mésodfokd egyenlet diszkrimindnsa:
D=(b+1)2-4:(b-2)-3=b2~10b+25= (b~
Ha b =S5, egy valés megoldds
Ha b#5. a diszkrimindns poz

: x=-1
tehdt két valds megoldds van.
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10.4. GEOMETRIA

Korrel i =

B0 A koreikk teriiletét T-vel, a hatdrol6 koriv hosszdt i-vel jeloltiik.
a) T=838cm?, i =209 cm;

64,23 cm?, i = 16,06 cm;
150,80 cm?, i = 37,70 cm;
D A koreikk kozépponti szogét a-val jelolve:
57,30°= 1 radidn; b) =91,67° = 1,6 radidn;
= 137.51° = 2.4 radiin; d) @=28648° = 5 radin.
) A koreikk sugardt r-rel, a kozépponti szogét a-val jelolve:

=12261°

14 radidn;

) r=4.62cm, @=17189" = 3,00 radién
F7) A Korayiriicikk terilete a nagyobb sugar kircikk és a iscbb sugard Koreikk teriletének kilinb-
sége, A nagyobb kéreikk teriilete 7= 2023 L5138 03 112, & kisebbé 1= 222550
360° 36
= 174,53 m?. A nézatér erilete fgy 1963.5
F) A koriven nyugv6 kerilet s7g nagysiga
a) 8% 15 o) 385 d) 90° e) 105° 51758
FZH) A Koriven nyugvé kozépponti sz nagysiga

a) 20 b) 70°; ) 180°; d) 300° ) 320% 1) 350°
7 A korfven nyugvé kizépponti szoget ar-val, a keriileti szoget f-val jeloltiik
120° = 60% ba = 108% ) a=330° f=165°%

=135%

2 70°-0s, a kozépponti s
7] Ha a kozépponti szoget e, a keriileti szoget 8 jeloli, akkor
330 B=26,67% ) a=160° p=80"
D A keresett keriileti szog:
@) 1725%  b)1615%  c) 155°
) a) Ahdromszog szogei: 30% 45° 105°. A korivek hossza rendre: 15.71 cm, 23,56 cm, 5498 cm.
szogei: 10° 70% 100° A korivek hossza rendre: 5,24 cm, 36,65 ci 36 cm.
¢) Ahdromszig szogei: 52.5° 60° 67.5°. A kdrivek hossza rendre: 27,49 cm, 31,42 cm, 35,34 cm.
) A ét rintd hajldsszoge:
a) 160% b) 120° ) 50°.
) Az ABC héromszog szogei: 48° 55° 77°

b) A hdromszog
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Mindhdrom esetben a szakasz adott szightz
tartozd LitGszogkoriveit kell megszerkeszteni.
A kriveken beliili pontokbdl a szakasz a meg
adott szognél nagyobb, a kiriveken kivili pon-
tokbl pedig isehb szogben litszik.

E) Sterkesszink a négyzet AB, valamint CD oldalaira befelé 60%os
litGszogkoriveket. A két koriv P és O az AB,
valamint a CD oldal is 60°os szog alatt ltszik. Hasonl eljd-
rdssal szerkeszthetd meg az a két pont, amelyekbdl a négyzet
BC és DA oldalai ldtszanak 60°-os szogben.

2 A csiicsbdl indulé magassig talppontja legyen E, a B csicsbol .
nduiGe D A COME négysusg Kt szemkiisrioge 90™os, caét A
2 sl sabpiek tesege 180 fgy DUES= 150" 1 Mivel

 AMBS, és a DMES csicsszgek, ezért mogegyeznek, ami e
igarolia, hogy a2 M pont Hlesrkedik a szoban Torgd Hibusbe:
Korivre. Az dllitds igaz derckszogd és tompaszogd hdrom-
stiogekre is.

?}3

B8 Az n oldali suabyos sosabge  Kpponiibla clesokigtr suakasaok n egyenl s,

3
egybevi Gere bontjdk. Mindegyik dgben a il Kialakulo szg 22,
i vizonylta az s hlyességet n

B0 a) A megadott ardnyii szogek Jhetnck czy hi szogei. Egy ilyen
aszigek: 67.5° 112,5°, 90°,
b) A megadott ardnyt szogek nem lehetnek hirnégyszog szigei, mivel nines kisztiik két olyan,
amelyeknek az Gsszege megegyezne a misik ket Gsszegével.
) A himégyszog szigei az egyes esetekben:
) 90° 60° 90° 120° b) 45,30° 1352 150°; ) 25° 100°, 155°, 80°
Ahiimégyszog szogei az egyes esetekben:
) 145°,60°,35° 120° ) 110° 115°,70% 65% ) 95,257 857 1552

) Ha a himégyszog egy belsG szoge o, akkor szemkozti szoge 180° - @, gy annak kils szoge
180° - (180°— @) =

D Vilasszuk ki a himégyszog egy oldalit! Anégysat d i ki iatppontja o oldl ké végpont.
jit6l egyenld tivolsigra van; ¢z a tévolsiig éppen a kor sugarival egyenld. A két pontl egyenld
Tivolsdara v pomok lcskednek ket pont Kot sk FelesGmenlegescre, eaita ki Korép-
pontja rajta van a kivalasztott oldal Mivel anégysziog birmelyik
oldalira érvényesck, ezért az oldalfelezs memlege\ek valgban egy pontban, épp a négyszg kéré
irhat6 kor kozéppontjdban metszik egymist
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A hdromszog két csticsa, valamint az eg) igvonal talppontja olyan derékszogd hirom-
szget hatiroz meg, amelynck a hiromszig eayik odalaa dioga. Ekkor Thaléo éclenek meg-
forditdsa alapjdn a magassdgvonal talppontja illeszkedik a haromszig megfelel oldala, mint
Smérd folé emelt korre.

Ugyanez természetesen érvényes a mdsik magassdgvonal talppontjdra i, fgy a sz6ban forgé négy
pont valGban egy koron helyezkedik el, és ezért himégysziget hatiroz meg. A négyszog koré frt
kiir kzéppontja a hiromszog megfelel oldaldnak kizéppontidba esik.

22

Afeladat szvege alapjdn Budapest a Fold kozéppontjdbd 47.5°-0s szig alatt litszik az EgyenlitG-
hioz képest. fay fovarosunk EgyenlitGil valé tavolsiga:
2:6370-7-47,5°

5281 km.

360°

A RAKIErit és a Bakiéritd a Fold kozéppontjdbol kilon-kilon 23°27
az Egyenlitohoz képest. Ebbol kovetkezik, hogy tévolsiguk:

2-6370-7-46.9°
360

léseinek megfelelen a gazda az ABC szabilyos

AB oldalinak F felezGpontjdhoz kitditte ki a jszdgot. £

A kecske dltal lelegelhetd teriiletet két szabilyos hiromszogre

(AFH, valamint FBG hiromszogek), valamint egy 60°-os kiszép-

ponti szoggel rendelkez6 korcikkre lehet felbontani. ", ¢

A hiromszig kizépvonalai a hiromsziget négy egybevigd kis

hiromszogre bontjik, ezért az AFH, valamint FBG hirom-

szijgek terilete megegyezik, ¢ cgyiitt éppen az ABC hiromszig i i ]
teriletének felét adjdk, vagyis:

5° alatt it

=5214 km.

D Az dbra jel
hiromszo

7,
Tarn +Tep =
Az FG és FH sugarak dltal hatdrolt 60°-0s kozépponti szoggel rendelkez6 korcikk terilete:
o0
B

Ty =25,66m?,

igy a kecske Osszesen 68,10 m? teriileten legelhet.

EB Mivel birmely szabdlyos sokszig koré ki ithatd, ezért a feladat dllitisa egyszer kovetkezménye
a kerileti szijgek (ételének. A keresett szig nagysdga minden esetben annak a szognek a fele, amek-
kora szigben a szabilyos sokszog oldala a sokszog kzéppontjbol ldtszik. A megoldds az egyes
esetekben:

a) 36% b) 30% ) 15%

B A 2275. feladatban kiszdmitottuk, hogy a hosszabb kriv pontjaibdl mekkora sz alatt litszik
aszabilyos sokszog egy oldala. A rovidebb koriv pontjaihoz a kiszdmitolt szogek kiegészits
szge tartozik, ezért a megoldas az egyes esetekben:

a) 144°;

(n=1)-180°
n .

) 165°%
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Huizzuk be az ABCDEF szabilyos hatszog AC, CE és EA dtl6it.
Szimmetria okokbol a kapott hdromszog osszes oldala ugyan-
akkora szogben litszik a hatszdg O kozéppontjdbol, és igy ez
aszog esak 120° lehet. Errdl gy is meggydzodhetiink, hogy
meghizzuk az OF, OD, OC sugarakat, és a kialakult OED és
0DC szabilyos hiromszogekre hivatkozunk.

Az elmondottakbél az is kovetkezik, hogy az ACE hiromszog
seabilyos. Etazonnal befithatuc  kerlet 6 Kiaéppont
ek (ételébal, hiszen a Griven 120°-o0s kozépponti
szog nyugszik, ezért a hom tartoz6 keriileti szogre igaz:
EACE = 60°

Hasonl6an lithat6 be, hogy a hdromszg C és E csiicsdndl szintén 60°-os szogek vannak.
Megjegyezziik, hogy a feladat dllitdsa a kerilleti és kozépponti szogek tételére 1ortén hivatkozds
nélkiil a Kovetkezs médon is igazolhaté. Forgassuk el az ECD hiromszdget az O pont korii
—120°kal; ekkor az ED oldal képe a CB szakasz, DC oldal képe a BA szakasz, é: mésze
tesen az EC oldal a CA oldalba megy t. Mivel a forgat szok hosszit megdrzi, czért
2C = CA. Hasonlé modszerrel igazolhatd, hogy EC'= A is teljesii, azaz az ACE hiromsziog valo-
ban szabilyos.

Tekintsiik a \mmlym nyoleszig ki irhaté Kort. A nyoleszig
z0g a kor
cgy olyan et stigekéntis felfoghatd, amelyhez tartoz6 kor-
iven 90°-os kizépponti sz6g nyugszik. Ekkor viszont a két 416
dltal bezrt szog 45°.
Megjegyezziik, hogy a két tl6 ltal bezirt szog a keriileti és
iszamolhaté.
Ha ugyanis meghizzuk a két 4tl6 nem kiszos végpontjait dssze-
KOtG szakaszt (az dbrén szaggatottal jeliltiik), akkor a nyolc
szdogben szintén egy Ienmvldchb G kapunk, € ezért az a két
dtléval mszoget alkot. Mivel a | 2y a kor in, azaz
a kor egy dtmérdie is ep,yben czért Thalész ételénck mep,l'urdl szerint a két rovidebb il
merdleges e Ez viszont csak tgy lehetséges, ha az egyenlG szri hdromszog alapon
fekvé szogei 45°osak.

Az braetsinek megtlelden egyenz A5
e 10, 2 AB Kifven nyuges erl-
iy g o a hozzd tartozs Kozépponti szig
pedig . Az AOB mimmqog egyenls szird,
tovibbi f=2-a:
a) Mivel B=60° ezért az AOB hiromszo
szabilyos, és igy a kor sugardnak szintén
10 em adddik.
b) Mivel fi=90% ezért az AOB hiromszog derékszogd, s gy Pitagorasz tétele alapjdn:
Rar

A sugdr hossza: 5-v/2 (= 7,07) em.

¢) Akeriileti és kozépponti szogek helyzetét a I1. dbra szemlélteti. Mive
hiromsz6z O cuiesind] 60%os s738 van, gy  hiromszo szabilyos, A Kir
az esetben 10 ¢m.

el = 300° ezért az AOB
gara cbben




B A hir két végpontja a kbr kozéppon

jdval minden esetben egyenls hdromszoget alkot,
amelynek alapja éppen a hr, szdrainak hossza pedig a kor r sugardval egyenlG.

abilyos is, fgy a hir a kor kizéppont-
‘gpontjaitdl kiilinbiz6) pontjaibdl a hir
g alaut dtszik, audl fiiggden, hogy a hosszabb, vagy a rovidebb

Koy pontjdrdl van sz6,
b) Ebben az esetben az egyenl§ sziri hiromszog szdrai r, alapja pedig r V2 hossziisagiiak.

szrevehetd, hogy r2 + 12 =(r -2

sziog derékszogd.

Ahira kur Kzéppontjdbol 90°-os,
°. 1y 1350 szog alatt 14
ponr! van 526,

¢) Az r sugari krben elhelyezhet6 leghosszabb hiir az §tmérG, amelynek hoss Ebbol
Kvetkerik, hogy i i kizéppondhdl 130", ki a2 adot h vespongaitd! kilon-
b526) pontjaibdi pedig 90°-os s

iy Pitagorasz tételének megforditdsa alapjdn a hérom-

akorvonal (az adott hir végpontjait6! kilonbioz6) pontaibsl
zik, att6l fiiggden, hogy a hosszabb, vagy a rovidebb koriv

B a) A szerkesztés 1épései:

1. Azadott BC = a oldal folé @ szogi litoszogkorivet szer-
kesztiink; a hdromszog A esiicsa a korvonalra illeszkedik.

2. Az a oldallal pérhuzamos, atél m, tévol
iinks az A csics illeszkedik

a halad6

3. Megjeloljiik a litészogkorivet, valamint az a oldallal pir- ‘
huzamos egyenes metszéspontjait (az ibrén A és A). N /

4. Acsiiesokat dsszekotik.

és dt6szogkiriv és a BC-vel pirhuza az adatok felvételéidl fiiggden
0, 1, esetleg 2 metszéspontot hatdrozhat meg, ezért a feladatnak 0, 1, 2 megoldsa lehet.
Az brén lithaté elrendezés mellett két megoldis adodik, azonban a két megolds egyms
tiikrképe a BC szakasz felezomerlegesére.
Haaz a szakasz o szogl it6szogkorivét a szakasz mésik oldaldra” szerkesztjik meg, akkor
tovibbi 0, 1,2 megoldis adodik, amelyek természetesen az imént kapott megoldisok BC egye-
nesre vonatkoz tikorképei

: 'v

b) Aszerkesztés 1épései:
1. Azadott BC = a oldal folé @ szogi 1t6-

ink; a hiromszog

a a korvonalra illeszkedik.

2. C kzéppont, b sugard kort szerkesz-
tiink: 4 hiromszog A csicsa illeszkedik
a korvonalra,

3 Megeldljik a litdsasghtve, valaming

zerkesztett kor metsz

dbran A és A).

4. A csiicsokat dsszekotjiik.

Megjegyzések: Akt komek 0, 1, cvcllcg 2 ket pon ehet  adatok el g,

gy a megoldsok szima is

Ha a lit6szogkorivet a BC szakasz mmk .,olda e s megsazekesaol akor ovithi 0,1, 2

megoldist kapunk, melyek a ‘megoldisok B

1, es
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[224]

A feltételek szerint a kincs helye a két fit 5sszekoté AB szakasz
600s egyik ligunbglirtvén ldlhmd oz dorin 1o e,
Afeladt ivegében sssegld 2 emlékkeépei alapjin
akines az A mert x tévolsdgra van,

]’x)nlj 6l

amit ezttal tgy is c’rlclmczhclunk. hogy a kincs az F kozép- LY ¥
ponti, x sugard kdron is rajta van (az bran 2-¢s jeloli). Az arany- b o
lidit ezért akét korvonal metszéspontjaiban kell keresni 5 g
(az dbrén 3-as szdmmal jeloltiik). A feladatnak 4, 2, esetleg L il

kevéshé j6 emlékezoképességgel megdldott kalozok esetén
0 megoldisa lehet, attol fiiggGen, hogy a litszogkbrivek hiny
pontban metszik az F kizéppontd, x sugard krt.
a) A feladat geometriai modellje:
kasz, amelynek hossza 2 m. A szakaszt6l
Iségra pirhuzamost hizunk. A feladat meg-
oldsa at fiige, hany kozos pontja van a pérhuzamosnak,
valamint az AB szakaszhoz artoz6 45° szog (egyik) It
Kirivének. Az dbrdn a megfeleld 1it6kor kozéppontjdt O-val
jeloltik. Ekkor a kerileti és kozépponti szogek tétele alapjdn
az ABO hiromszog derékszogt és derékszige az O esicsndl
van. Mivel az ABO hfromszog egyben egyenl szdri is
(A0 = OB, mert mindett6 a ko sugara), czért ha a kir sugarit r jelol, akkor a Pitagorasz-téiel
szerint 72+ r2=22 azaz r=/2 m. Ha a lit6kirek az AB szakaszt6] legtavolabbi pontjat
tovibbd az AB szakasz felezGpontja F. akkor FT=FO +0T=1+r=1+J2=241m.
Mivel 2.4 < 2,41, fgy az AB-vel pérhuzamos kotél metszi az FT szakaszt, amibol kovetkezik,
hogy a kitél menién két olyan pont van, amelybdl a festmeény 45°-os sz2ig alatt litszik (az dbrin
ezeket P és Q jeloli).
b) Akiteleta festménytdl 2,41 m tévolsdgra kell vezetni ahhoz, hogy a kotél mentén pontosan egy
pontbol Litszédjon a festmény 45°-0s szdghen,

Afeltérelek szerint a nc"y> /g hérom sz0gét 3 -x, 5. illetve 2. x alakban kereshetjik. A kivet-

kez6 esetek lehetségesel

1. A 3-x, és az 5-x nagysfgu szogek szemkoztick. Ekkor 3-x+ 5
Ekkor a négyszog szogei: 67.5% 112,5°,45°, 135°.

2. A3-xésa2 rmgymgu szogek szemkisztiek. Ekkor 3 -x + 2-x = 180° amib6l x = 36
Ebben az esetben 5 -x = 180° ad6dik, ami nem lehet a négyszisg szoge. igy a 2. eset nem val6-
sulhat meg.

. Az 5-x, ésa 2-x nagysfgh szogek szemkoztiek. Ekkor 5-x+2-
szogei: 77,14° 128,57°, 51,43°, 102,86°

A feladatnak két megolddsa van,

= 1805 amibsl x = 22,5°.

180°, amibél x = 25,71°

Tegyik fel, hogy az ABCD négyszog himégyszog. Ekkor az ACBS, valamint az ADBX a négy-
sziog kisré irhatd korben az AB koriven nyugszik, és az ugyanazon iven nyugv6 keriileti szogek
‘megegyeznek. Ebbdl adédik, hogy a himégyszog bérmely oldala a mésik két csticsb6l ugyan-
ra szog alatt dtszik.

Forditva: Tegyik fel, hogy az ABCD négyszisgben az AB oldal a mésik két csticsbol ugyanakkora
o szog alatt litszik. Ezt dgy is megfogalmazhatjuk, hogy a C és D csicsok illeszkednek az AB
szakasz f0l emelt egyik o szogd litokorivére. Nyugodtan elvethetjik, hogy az ABCD négyszog
hurkolt négyszog lenne, ezért € és D ugyanarra a litokorivre esnek. Ez azt is jelenti, hogy A, B,
C és D ugyanazon korre illeszkednek, és igy valoban himégysziget alkotnak.
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Tekintsiik az ABCD hirtrapézt, amely egyber 0w
alapiit el a-val é covel, szirt bovel, Jellic tovdbbi
a D esicsbdl hizott magassdgvonal talppontjt T: ekkor nyilvin-

o 3

valéan AT = % ,tovibbd DT = 2r, ahol r a befrt kirr sugara.

Az ADT derékszog@ hiromszogben Pitagorasz tétele alapjdn

=+

Mivel a négyszig érintGnégyszog is. ezért szemkozti oldalainak Gsszege megegyezik, azaz
. amit behelyettesitve a Pitagorasz-tételbe megkapjuk, hogy

et

A Kilgt miueletek elvégtse, oz egynemi tagok bszevondsa idn sd6di, hogy (1Y
vagyis 2r=ac. A feladat adatait behelyettesitve r= 6 em ad

) Hamis. Gondoljunk arra, hogy a himégyszog szemkozti szogeinek sszege 180° igy egy hir-
négyszogben egyetlen szbg sem lehet 180°-ndl nagyobb, azaz konkv.

. A négyaet, mint himégysat 6 négysatge két denlszdg hitomsatgre bﬂnua

180° Ha a trapéz hii

s :mek Gsszege is 180° EbbG] ovetkezik. hogy a trapéz alapjain 16v6 keét-keét be!\o

sziog egyenl, gy az alapok Tehdt
szirai egyenld hossziak.

d) Hamis. A trapézok koziil a paralelogrammékban a szdrak egyenlok, mégsem feltétleniil hir-
négyszogek.

e) Igaz. A paralelogramméban a szemkozti szogek egyenlk, igy dsszegiik csak tgy lehet 180°
ha cgyenként 90°-osak.

f) Tgaz. Mivel a rombusz paralelogramma s, ezért az dllitds azonnal adédik az ) részfeladat dlli-
tdsdbol.

&) Hamis. A négyzet himégyszdg, tompaszdget mégsem tartalmaz.

1) Tgaz. Ha a négyszog nem tartalmaz derékszoget, akor a szemkizti szogek osszege csak gy
Iehet 180°, ha koziilik az egyik hegyesszog, a misik tompaszog. Ugyanez érvényes a mis
szogpdrra is.

Keétféle elrendezést érdemes vizsgdlni.
Az elsG esetben a D kezdGpont félegyenes nem metszi az AE
szakaszt. Ha az ABCD négyszig A esicsindl 166 sziget @ jeloli,
Ggy az EF egyenesis a szoget zr be az AE félegyenessel, hiszen
AD és EF pirhuzamosak (egydlldsi szogek. Mivel az ABCD
négyszogrol tdjuk, hogy himégyszog. ezért a C cstcsndl
180° ~ o nagysigii szoge van, aminek kiilsG szogére teljes
BCFS = 180° - (180°- o) = a
Az elmondottakbol adédik, hogy a BEFC négyszog C esicsinl 16vG belsG szog ugyanakkora,
minta szemkozti £ csicsindl 16vG kils szog, iy a szemkozti belsd szogek osszege 180°, ezért
anégyszig himégyszig.
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A mésodik esetben a D kezdGpontd felegy:nc\ metszi az AE
szakaszt. Ebben az esetben ADFE = 5, hiszen vili6-
seisgek. Mivel az ABCD négysziog humégyum_.,. ezérta B csies-

nil 16v6 kills§ szdge megegyezik a D cstiesndl Iévé belsd sziig-

gel, azaz. CBES = 5. Ekkor viszonta CE szakasz az Fés B pon-

takbal ugyanakkora sz ala sk, gy mindheu leskedik
a CE szakasz & szogil litGszogkirivére, azaz a C, E, B, F pontok

cay Kome :uc:zkcdnck,

Megjegyzés: A misodik esetben a B és F pontok a CE szakasznak ugyanazon partj
ezért nem fordulhat el6, hogy a CE szakasz kiilonboz6 lit6szogkorivére illeszkedjenek.

a) Forgassuk el az ABC hiromszog AB oldalft az A csiics koril
gy, hogy az lforgatott szakasz illeszkedjen a CA oldal meg-
hosszabbitdsdra. Ha a B pont képét P jeloli, akkor a PBA
héromszig egyenlG sz, tovibba az A csicsndl 16v6 kiilsG

szoge a.

2 m PR ]
omsziig alapjdn fekvs

| ahh
owegevel egyenls, ezért a PiA i

seogek & 5 mgysipiak Ersfnoynke igy s meglogalons-

hatjuk, ogs 2y a P pont illeskedik a BC szakasz 3 sogd

valamelyik litdszogkorivére.

A fenti megdllapitdsokat figyelembe véve,
aszerkesziés lépései a kovetkezok lehetnek.

. Azadott a= BC szakasz folé - szogl

itGszigkbrivet szerkesztiink (k).
A C kozéppont kol adott b + ¢ sugard
Kot szerkesztiink (ky).

. Megjeloljik az a szakaszhoz tartozd lit6-
szogkoriv, valamint a C kozéppontd kor
metszéspontjait (az fbrdn P és Q).

. Megszerkesatjitk a PB és OB szakaszok felezGmerdlegesét (f;. f
Az ABC hiromszg ismeretlen A csiiesit az imént szerkeszictett felezGmerGlegesek met-
szikkia PC, illetve QC szakaszokbol.

Afuladarak 01, 2 gl fahi. Ha sz adoh & kit inlk Msealghiet i g

szerkeszijiik, akkor tovibt apunk, amelyek az AB egyenesre vonatkozo

tengelyes tikrozéssel adodnak a mdr mcgszcrkcszu,u hiromszog(ek)bol.

N

IS

b) Eziittal az AB oldaltaz A Koriil gy érdemes elforgatni,
hogy az elforgatott szakasz illeszkedjen a haromszog AC >

oldaldra (AC > AB). A B pont képét P-vel jeloltiik az dbrén.

Ekkor az ABP hiromszog egyenld szird, amelyben a szirak

a szoget zdmak be egymissal, czért az alapon fekvé szogek

90°— % tovabbi a P csiicsndl fekv kiilsG szige 90° + g
ie =b

. Vegyiik észre még, hogy P
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Ezek alapn a szerkesziés menete nagyon hasonl az a) részfeladatban ismertetet szerkesziéshez.

1. Azadott a= BC szakaszhor tartoz6 90° + % sz cayik litoszoghdrivet megszerkesajik.

2. Megszerkesztjitk a C kozéppontd, adott b — ¢ sugar kort.

3. Megjeloljitk a BC szakaszhoz tartoz6 litoszogkbrivet, valamint a € kozépponti kor meg-
felel metszéspontjit (P).

4. A BP szakasz felez6merdlegese kimetszia C kezddponti CP félegyenesbdl az A csiicsot.

Ebben az esetben csak 0 vagy | megolds Ichet.

A volgyhid végpontjait A és B, a vele pérhuzamos utat  jeloli az brdn. Néhdny konkrét eset vizs-

gilata utdin sejthetd, hogy az AB szakasz felezomerdlegese metszi ki az ¢ egyenesbdl azt a pontot,
amelybol az AB szakasz a legnagyobb szogben litszik. Jeloljik ezt a pontot C-vel, az ACB-et
pedig o-val. Ekkor a keriileti szogek tétele alapjdn az AB volgyhid az ABC hiromszog koré ir-
hatd kr C- is tartalmaz6 AB krivének minden pontjdbol ¢ szog alatt Kitszik.

Megmutatjuk, hogy az e egyenes C-t01 kilonbioz6 tetszleges

P pontjibdlaz AB szakasz a-ndl Kisebb szdgben lithat6. Mivel ¢
a C csiics az AB szakasz felezomerdlegesére illeszkedik, ezért ‘. %4
az ABC hiromszig ceyenl sziri, fey kore irt kirének Kozép- &
pontja az AB oldal felezdmerdlegesén taldlhats. Ugyanakkor ‘

®

az e és AB pirhuzamosak, ezért a C csiicshoz tartozé sugdr
nemesak az AB szakaszra, hanem az ¢ egyenesre is merdleges 2
(az ¢ egyenes a koré irt kor C pontbeli érintdije), vagyis a P pont
sziikségképpen a kor kiilsG pontja. Kossiik dssze a P pontot az AB szakasz végpontjaival;
az AP szakasz és a kor metszéspontjdt az fbranak megfelelden jeloljik Q-val. Mivel a Q pont a
Korvonal pontja, ezért korbbi megjegyzésiink alapjin AQB% = ACB4 = az. Vegyiik észre, hogy
az AQB% a POB hiromszog killsd szoge, ezért megegyezik a nem szomszédos belsG szogek
osszegével, fgy AQBS = OPBS + OBP% > QPB% = APBX.

Az fbra eloléseit hasznlva tehit o > B, a jelenti, hogy az AB szakasza C pont-
b6l nagyobb szog alatt ldtszik, mint a P pontbdl. Ezzel igazoltuk, hogy az e egyenes pontjai
Kozl valoban a C pontbdl lithat6 az AB szakasz a legnagyobb szog alatt.

al;

Az adott k kort az AB hiir két korivre bontja. Bebizonyitjuk,
hogy audl fiiggGen. hogy a C pont melyik korivén viltozik,
az ABC hiromszogbe irt kir Q kizéppontja illeszkedik az AB
szakasz egy-egy megfeleld szogd litoszigkorivére. Tegyiik fel,
hogy a C pont az fbra szerinti hosszabb AB korfvén mozog.
Ekkor az ACB% a C pont helyzetétd fiiggetleniil dllando, amit
y-val jeloluiink. Az ABC hiromszog mésik két szoge termé-
szetesen mir fiigg a C pont akiudlis helyzetétdl. Ha e szogeket
a és B jeldli, akkor figyelembe véve, hogy a Q pont az ABC
hiromszog szogfelezGinek metszéspontja azt Kapjuk, hogy

CAQ% = QABX % tovibhi CBQ% = QBAT= 2.
Mivel az ABQ hfromszisg bels6 szogeinek dsszege 180°, ezért:
AgBs=180-(% + B\ 1800 _[o0°- V|00 4 L
272 2 2

Akapott szig a C pont helyzetétd] fiiggetlen dllandd, ezérta Q pont az AB szakasz egyik 90° + %

sziog litoszogkirivén mozog.
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Haa C ponta k kor misik AB korivén mozog, akkor az ACB% = 180°— , és fgy az

AQB<:01}°+W% mm—;.

ami mutatja, hogy a © pont az AB szakasz megfelel 180°~ 2 szogii Iit6szogkorivére esik.

Megjegyzés: Az A és B pontok nem tartoznak a mértani helyhez. A fenti Lilé\mgkmivek nden
‘mds pontja a mértani hely része, ugyanis egy rogzitett Q ponthoz tartozé C pontot az AQB hérom-
szog AQ, illetve BQ oldaldra felmért QABS, illetve QBAS szrai metszik ki cnymésbél

B a) Tekintsitk az fbra jeloléseit: az ABC hiromszog magassiig-
pontia M, az AB egyenesre vonatkozs tikrképe M, az A & ¢
B csiicsbol indulé magassdgvonalak talppontjai F és E, N
ahdromszog C estesinl 1616 szoge 7.
Az EMFC négyszisg himégyszisg. mivel két szemkiszt szoge
90°-0s, ezért EMF4 = 180° - y. Mivel az AMB< és az EMF%
estiesszgek, ezért AMBS = 180° — y s teljesil. Ha nemesak
@ magassigpontol,banem 1 AR hiromsatget s Witk
AB egyenesre, AM
Kapiuk, hiszen 3 krozts sorn a eneely A pontja :
helyben marad. A tengelyes tikrozes szogtarts tulajdonsiga i
miatt az AM ‘BL=AMB: 8 Ekkor viszont az AM'BC
négyszgbena C és M esicsokndl 16vG sagek osszege 180° amibSl kovetkerik, hogy a négy-
sag csdosalegy ome llsakednek. iz o kOr atalmazsaaz 4. B. C ponikat, s skt
képpen egybeesik az ABC hdromszig koré irt korrel. Ezzel a feladat ll
) A llids 2.0 éseladat dllcdsihoz hasonlo mdszerrel bizonythat6. Haaz M pontot czunal
az AB oldal G felez6pont képként kapott M’ pont az A, B, M
pﬂnmkknl pnmlelogmmmdn tki, nm:lybenu\umkom szdgek természetesen egyenldk, iy
~ 7, ami ismét igazolja, hogy 4z M" pont illeszkedik az ABC hiromszog koré

c

hdmm\zng esetében (Il Ahl‘d) a mg.\mgpom egyhe:\lk a dcr:k\mgu esiicesal (C
pe (C°) pedig szinté alkot az tfogé két vé z

Tt et megforditiadbl azonnal adodik. A7 dbra a oldalfelers pontea vonatkord

dllitist szemléltti.

Tompaszgi hiromszog esetén (1. dbra) az A és B esticsokbol indul6 magassdgvonalak talp-

pontjai (az dbrén  és F) a hiromszog oldalain kivilre esnek csakiigy, mint az M magassigpont.

Az EMFC négyszogbena C csticsndl I6vé szog esiiesszoge az ABC hiromszig 7 szogének,
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ezért egyenld vele. Mivel a sz6ban forgd négyszog himégyszog, ezért az M 16v6 szige
180° ~ 7, amibo] a mdr szokdsos gondolatmenettel beldthatd, hogy AM'B< = 180° ~  ezital
is teljesiil. Ekkor viszont az AM'BC négyszog ismét hirnégyszog, azaz az M’ pont illesz-
kedik az a g koré irt korre. Az oldalfelezd pontra vonatkoz6 tiikirképrol hasonlé
médon lithat6 be ugyanez a tulajdonsdg.

a) Készitsiink dbrat, majd keressiink himégyszogeket a kialakult
dbrdban. Az APMS négyszogbena P és S csicsokndl derék-
szogek vannak, ezért himégyszog, amibol kovetkezik, hogy
SAM< = SPM% = o (a koré irt korben ugyanazon a kisriven
nyugv6 kerileti szogek). Ha az SAM szirait meghosszab-
bitjuk, akkor a vele megegyezd nagysigi DAC-et kapjuk,
ezért DAC% = o is teljesiil. Mivel az ABCD himégyszog
Koré irhatd korben a DACE a DC iven nyugv6 kerileti szog
csakiigy, mint a DBCS, ezért DBCS = DACS = a. Vegyiik
még észre, hogy a BPMQ négyszog is himégyszog, amit
ugyanigy amint azt az APMS né;
tettik. A négyszg koré irt kirben az MPQS és MBQS szigek ugyanazon az MQ Koriven
nyugv6 keriileti szogek, czért MPQ% = MBQ% = DBC4 = a. Eddigi eredményeinket dssze-
foglalva lithatjuk, hogy SPM< = OPM< = a, amit tigy is fogalmazhatunk, hogy az M pont
illeszkedik a PORS négyszdg P csiesindl 16vG szigfelezjére. Enhez hasonlan igazolhatd,
hogy az M pont a négyszg osszes szogfeleziére illeszkedik, azaz a PORS négyszog valdban
érintonégyszog, amelyben a beirhatd kor kozéppontja egybeesik az ABCD négyszog ldinak
M metszéspontjdval,

b) Az a) részfeladat eredményei alapjin az dbrén o-val jelolt
szogek mind megegyeznek. Mivel a négyszog dtl6i czittal
merGlegesek egymdsra, ezért ADM% = BCM< = 90° - at.
Vegyiik észre, hogy az SMRD négyszog is himégyszog
(az R 6 S csiicsoknil derckszogek vannak a pontok szdrmaz-
tatdsa révén), ezért a koré it korben az SM koriven nyugvd
keriileti szogek megegyeznek, azaz SDM = SRM%=90° - at.
Ugyanigy
Keriileti szogek megegyeznek, azaz MRQ% = MCQ%=90° - .
Tekintsitk mosta PORS négysziget: a P csicsndl 166 szoge

-, az R esicsndl lév 2:(90° - @) = 180° -2
Mivel a szemkizti szogek Gsszege 180°, ezért a himégyszi
a PORS négyszog himégyszog.

Az ABC héromszog koré irt korének P pontjat
merlegesen velitve a haromszog oldalegyene-
seire, az fbrdnak megfeleld jelolésekkel a O, R.
S pontokhoz jutunk. Az dbra hemzseg” a h
négyszogekidl, amelyek ozl eldszor elemezziik
az ABPC négyszoget. A himégyszogek ismert
tulajdonsga alapjdn a CPB% = 180° - CAB.
Az ASPQ négyszighen az S és Q szemkizti
cstiesokndl derékszogek vannak, ezért szintén
himégyszog. fgy:
OPS% = 180° - QAS% = 180° - CAB<.
Az elmondottak alapjdn tehdt CPB% = QPS<.
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Haa fenti egyenldség két oldaldn 4116 sz0gekbGl a QPBs-et elves:
gek is megegyeznek, azaz
CPB% - QPB% = OPS% - QPBS.
CPQ&=BPS%= 5.
Az dbra tovdbbi himégyszge a BSPR négyszog, h
Anégyszog kiré

§ s R esiics

indl derékszogek vannak.
it korében a BS koriven nyugvé keriileti szogek megegyeznek, azaz

BRSS =

Végil szintén himégyszisg a CORP négyszig. b a0 & R pontokbl egyarént
°-0s szog alatt litszik, fgy mindkét pont lkstkedik CP vzaka;z Thalész-korére. A Thalész-
Kor QC kisrivén nyugvG kerilleti szogek megegyeznek, ezért:

QRC¥=QPCE=8. (2)
Az (1) és (2) egyenldségek dsszehasonlitdsa utdn Idthatjuk, hogy
BRS% = QRCS =5,
ami azt is jelenti, hogy az RS egyenes és az RQ egyenes egyarfnt & nagysfgi sziget zdr be
a BC egyenessel, ami csak tigy képzelhetd el, hogy a Q. R. S pontok egy egyenesre illeszkednek.

F szeldk és tétele,
szdgfelezdtétel — megoldasok
BZB Akitoltott tbldzat:
o b c d x X
5om 4com 3cm 24cm 7cm 126cm
2cm 25cm 3em 3,75 cm 4cm 9cm
3om som 2om dom LE som
P A szerkesziések a pérhuzamos szelok (¢t 6 0 rkesziési Iépések
az dbrdkrol leolvashatok.
a)
A
0 Az adott szakaszt a pérh 16k tétele alapjin osztjuk, fgy megkapjuk

a szabilyos hiromszog oldaldnak hosszt.

[2205] Az adou szaknsu feloszjuk 2:3:4 ardnyban; a kialakulé szakaszok a szerkesztends hiromszog
i lesznek. A hdrom oldal ismeretében a hiromszg mir konnyen szerkeszthetd.
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egy tetszoleges oldald négyzetet, majd szerkessziik
meg az dtlGjét; ha az oldal hossza b, akkor tldja b-v2. A fel-
osztani kivint AB szakasz A kezddpontjdbl induld félegyenesre
mérjiik fel a négyzet oldalt, majd tlgjit. A pirhuzamos szelok
tétele alapjin szerkeszthetd a megfelel osztdpont. (=)

) A trapéz kiegészité hiromszogének oldalai 6 cm, 4,67 cm,
4,67 cm hossziak.

FEH) A trapéz szirainak hossza: 2,29 cm, 6,87 cm.
BB A trapéz alapjainak hossza: CD = 14 cm és AB = 18 cm,
BEH) A DE egyenes a BC oldalt 1:3 ardnyban osztja.

FED Az dbra segitségével is meggyGzddhetiink arrdl, hogy a feladat

Gem és 12,8 em, igy trilete 76,8 e, A misik téglalap oldalai
32cm és 24 em, igy teriilete szintén 76,8 cm?. (=)

FEIH Ahromszog alapidhoz 12 cm ool magasség ik Asalg:
felezditétel alapjdn a maga n fekv szog szigfele-
2je 5.: 13 ardnyban, 8,67 cm és 393 e hows el osttja.

EE0 A héromszog dtfogdja 10 V2 = 14,14 em hosszisdgd.
A szdgl't.lt.zdléu.l nlnpj(in
A derékszigd esiicshoz ki

dsiké pedig:

A 45 méteres fa helyét A, az ismeretlen, x magassigiét B,
ahegytetdt C jeldli. Ekkor AB = 300 méter, és mivel Barnabds
6l 6ra alatt 1000 m utat tesz meg, ezért BC =700 m. A pirhu-
zamos szelGszakaszok tétele alapjan:
700
100045

A mésodik fa magassfga 31.5 méter.

= amibél x =315 m.

An (elndal seomettal modeleaz ek it
retlen magassiigi 1étesitményl,
G X mcler magas fit, és D azta pontot, ahon-
nan a fa és az ipari Iétesitmény teteje egy vonal-
ban litszik. A pérhuzamos szelGszakaszok tételét
alkalmazva az FDH<-re kapjuk, hogy:

10 em hosszi befogdt 1 :

V2 ardnyban os:

q
sm| i
2m
B wm C
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B0 a) Megmutatjuk, hogy SR és PQ pérhuzamosak az AC tléval a
Tekintsiik ehhez az ADCS-et, amelynek szdrait az SR és AC s
egyenesek tigy metszik, hogy a szdrakbol kimetszett szaka- 4

A

szok ariny; . ,
D DR

DA DCT 4 »
és fzy a pérhuzamos szeldk tételénck megforditdsa alapjdn SR
&s AC valoban pirhuzamosak.
Hasonléan lithatjuk, hogy az ABC4 szraibdl PQ és AC olyan szakaszokat metszenck ki, ame-
Iyekre igaz:

BA” BC
aminek kovetkeziében PQ és AC szintén pérhuzamosak. Ez azt jelenti, hogy PQ és SR ugyan-
azzal az AC fl6val pirhuzamosak, ami csak tigy lehetséges, ha egymdssal is pirhuzamosak,
és ez igazolja, hogy PQRS valdban trapéz.

b) A pirhuzamos szelGszakaszok tételét alkalmazzuk az ADC4-re, majd az ABC%-re:

SR,

ac

valamint

Afelelek sernt AC = 20cm, amit 165 ét egyenltuty bl ol behelyetesive, majd
a miveleteket elvégezve adodik, hogy SR =5 cm,

©) Az a) résziclada lliisa Konkdv négyszigre is érvényes,
amint azt az dbra is szemlélteti. A bizonyitds ugyanigy tor-
ténhet, mint a konvex esetben.

a) Tiikeozziik az ABCD trapéz rividebb (CD) alapjdt az 6k M metszéspontjd képet
jelolje C'D". Mivel C'D’ pérhuzamos az AB alappal, tovibbd hossza az AB alap hosszinak
fele, zért C'D' az ABM hiromszog AB-vel pirhuzamos kozépvonala, fey C* felezi az AM.
&5 D' a BM szakasz. A tikrozés a dvolsagtart6, ezért CM = CM. vagyis C*és M a CA
kasz harmadolGpontjai, fgy lithat6, hogy M a CA 46t 1:2 ardnyban osztja. Ugyanigy beldt-
hatd, hogy M a DB létis harmadolja.

b) Haaz M ponton étmend,
a szdrakat az dbranak megtcle!ocn az E ¢ F pontokban
metszi, akkor a pirhuzamos szelGszakaszok (telét alkal-
mazvaa DAC4-re, valamint a DBC

Azismert DC=6 cm-t bchelyencmw. valamint a szdmold-
sokat elvégezve EM = 4cm adodik, vagyis az EF
szakasz hossza 8 cm.
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a) Jeloljiik a C-bol indul6 szgfelez AB oldalra illeszkedd pontjdt
P-vel. A szigfelezGiétel alapjan:

B 6
tovibbd felhasznilva, hogy PB'=7- AP, egyszerd
tdssal kapjuk, hogy:

382cem.

Ap= % = 3,18 em, valamint PB = %

b) Alkalmazzuk a pirhuzamos szelok ételét a PBCS-re:
Z
BD_BF_2 1l

BC PB 42 12’
1

amibGla BC'=6 cm miat BD = % %

Hasonlé médszerrel szmolhatd, hogy A= 1 = 5.5 cm sainén teljesil
a) Afeltételek szerint a hiromszog befogdinak hossza 15-x, illetve @
8-, az AB dtfogd hossza 34 cm. Ekkor Pitagorasz (étele alap-

jin (1507 + (8- amib6l x=2 adédik. A hdrom- a* 15
szijg befogdi tehit 0 cm, illetve BC=16.cm. Ha a
' caeabdl indul svivfelezt a5 AC befog6t az ' pontban | 4 5
metszi, akkor a szogfelezdtétel alapjds 2
FC__16
30-FC 34

amibl F
molhat6:

9.6+ 162 amibdl BF = 18,66 cm.

b) Ahi hatd ki aszogfelezok O metszé Az dbra eloléseit k-
vetve legyen a C cs dgvonal talppontja P, a szdgfelez6é G, a beirt ki
az AB oldalt érints ntban. EIGbb kiszimoljuk a beirt kor r sugardt, valamint a hiromsz
tfogdjdhoz tartoz6 m magassigdt. MindkettS a hiromszog teriletét felhaszndlva szamolhatd
Mivel =7, ahol s a hiromszog keriletének fele, ezért:

1630 16+30+34

6em.

Misrészt a hiromszog teriilete az oldal és a hozzd tartoz6 magassig segitségével:

46720 54 ”'. azz m= "2 = 14,12 ¢m.

A szisgfelezditétel alapjin
GB E w2l

M-GB 30 23

viszont GP = GB ~ PB =430 cm,
GC=JGP? +m® =14,76 cm.

s végil




GEOMETRIA

Az OC szakasz hossza ezek utén mdr viszonylag konnyedén ¢

szimolhaté. Mivel OT és CP pirhuzamosak, ezérta CGP%-

re alkalmazhaté a pirhuzamos szeldszakaszok tétele: @ hm
L£.G0 6 _IT6-0C 4. g49em % 5

m GC' 14127 1476 EN

Ahdromszog beirhatd kirének kozéppontia a derékszigd esicstl koriilbeliil 8,49 cm tvolsagra
taldlhatd.

a) Hiizzunk pérhuzamost a trapéz D csiiesdn dt a BC szirral;
a pirhuzamos az AB alapot az dbréinak megfelelden a H pont-
ban metszi. Ekkor DHBC négyszog paralelogramma, igy
HD = BC. Jeloljik a DH szakasz D-hez legkozelebb esé
otodoldpontjdt G-vel. Ha az AD szir D-hez legkzelebbi
stdoldpontja £, akkor

DE_DG
DA DH 5
és fgy a pirhuzamos szeldk tételénck megforditdsa miatt
a2 EG egyenes pishuzamos sz AB alappl. Megmutaik. hogy ha. BC sair Ches leghtne-

lebb esd dtodolGpontja £, akkor az F pont illes a are sl el .

tdsa mir kovetkezik. Va i i aBCs: gymud

sze), tovibbi DG pirhuzamos CF-fel, ezérta DGFC négyszog paralelogramma, i |"y GF pir
huzarmos DC-vel (6 persze AB-vel is). Ekkor EG 65 GF is pérhuzamos a trapéz alapjaival,
ami csak Ggy lehetséges, ha az E, G, F pontok egy egyenesre illeszkednek.

b) Aza) résefeladat eredményei lapjin DGFC négysai prale-

logramm: GF=9a anigy paralelogramma
a DHBC négyszig is, ezért HB y AH =5 cm. Alkal- i /|
ik a pltuzamos reloszakassok (GeIé a2 ADH<1c:

1

5 DA S
amibGl G = 1 em. Az EF szakasz hossza tehdt 10 cm.
DT
¢) Hizzuk be a trapéz D estiesdbol induld DT magassigit, amely
az EF szakaszt Q-ban metszi. Alkalmazzuk a pérhuzamos P o
szelok (ételét az ADT<re: . "
0
1
iy DQ =3 em adédik. Ez egyben az EFCD trapéz magas-
siga s, igy terilete:
9+10 A Y

20 3208 50m?

Az ABFE trapéz magas

dga az el6z0ekbol adédéan 12 cm, fgy terilete:

14410 e 1aen
2
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Az AC tl6 hossza az ABC derékszogd hdromszogben Pitagorasz tételével szdmolhat6: AC
Az ABC hiromszighen alkalmazya a szogfelezotételt
BE 40 120
92-BE 38 7
Az ABE derékszogd hiromszog alaki kert teriilete ezek alapjdn:
120

= 17,14 m adédik.

40
fha = T ~34286m*

Ehhez hasonlan szdmolhat6 az AFD kert terillete is. EIGbb az

AFC hiromszogben alkalmazzuk a szogfelezGiételt:
D__2 _, ppotesm.

40-FD 58

AZAFD kert erilete 1y,

teriilete 1680 m:

352,8 m?. Mivel az ABCD kert
7, ezért a legkisebb eyermek a kertnek Kirilbell
rokli. A legjobban a legiddsebb
‘gyermek jir, 6 a kertnek csaknem 58,6%-dt orokli.

agi aciok, alakzatok
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Kétilyen pont van, melyeket az dbrdn O, illetve O, jelil. A hason-
1

l6sdg ardnya —., vagy

D Akozé, hasonl6s:
sziog stlypontja, arénya

6 kiszéppontja a hdrom- ¢

D A feladatnak két megolddsa van, melyeket az dbra szemiéltet.

) Afeladatnak két msguldma van: az ugynevene\l
KiilsG és belsG has ntok. Ezek a pontok
et Koo hisolt 6268 K6, Tletve Kors
belsd érint6k metszéspontjai. Ha a ket kir sugara
‘megegyezik, akkor a kozos kills rhu-
zamosak egymassal, amibl kovetkezik, hogy
csak egy megoldsa van a feladatnak.

D A tira Gtvonala a valdsdgban 22,8 km, ennek megtételéhez 6 6ra sziikséges.

&3 a) lgaz. b) lgaz. ¢) Hamis, d) Igaz.
o Igaz. 1) 1gaz. ) Hamis. ) Igaz.
B a) Igen b) Igen. c) Nem.
) A hiromszig oldalai az egyes esetekben:
) 45 ¢m, 6 cm, 9 cm; 5) 105 em, 14 em, 21 em;
) 6em, 8em, 12 cm; ) 15 em, 20 em, 30 em.
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26 egyes esetekben:
) 16.cm, 12 cm, 20 cm, 24 cm; b) 24.¢m, 18 cm, 30 cm, 36 ¢
¢) 8em, 6.cm, 10 cm, 12 cm.

A A hiromszog alapon fekvé szogei 72°-osak, szdrszige 36°

Az bra jelsléseit haszndlva megllapithatjuk, hogy a CEF és
s shoz, tovibbd a HEF és HDB
hiromszogek egybevigdk egymissal. Az elmondottakbol kvet-
kezik, hogy EF =5 cm és BD =5 cm. (=)

R A trapéz tl6i az alapok ardnydban osztjdk egymést, igy a keresett
ardny 1:7.

B A rapés hossaabb alapia 60 . Ha . 86k p: ardnyban otk
egymist, akkor a hosszabb alap 124 cm

D) A pérhuzamos szakasz k hossza a ke. alap mértani kozepe, azaz k= Ja-<.

D A trapéz KiegészitG hiromszigének trapézon kiviili csii
rvidebb alapra illeszkedS végpontjdtdl.

FEE Az dbra jeloléseinek megfelelgen az AD oldalt 23 ardnyban

o026 pontot. E, az AC és BE szakaszok pedig 2

F jeloli. Ekkor AEF% = CBF4, tovibbi EAF% = BCF%, mivel

pironként viltGszigeksdl van sz6. Az elmondotiakbol az is g

Kivetkezik, hogy az AEF és CBF hiromszdgekben két-két szisg

cayen, fgy a két hiromszog hasonlo egymdshoz. A megfelelg 5

oldalak arfinya

ME_EE_AF 12
FCTFB BC S
fay a két szakasz 2:5 ardnyban osztja egymést

BB ) A lakonegyed a térképen dbrazolt téglalap kozéppontosan nagyitott képének tekinthetd, ahol
a hmulow ardnya 1500, ezérta lakonegyedet a val6sdgban egy 120 méter s 150 méter hosszi
al rendelkezs téglalap hatdrolja, A lakénegyed teriilete 18000 m
b) Ha jérda szélessége mindenhol 2 méter, akkor a jérda négy
téglalapbol. valamint négy negyedkorbdl dll az dbrdnak meg-
felelden.
Ajdrda teriilete:
T=2:2-120+2-2:150 + 22 7 = 1092,57 m?.

FEED) Mindkét feladat megolddsdndl vegyiik észre, hogy barmely két olyan héromszog hasonl6 egy-
mashoz, amelyben az oldalak ardnya 2:3 észrevételt felhaszndlva a szerkesztés 1épései:
. Szerkesztiink egy hiromszoget, amelynek oldalai 2 em, 3 cm, 4 cm.
. Megszerkesztjitk a kapott haromszog koré it (beirt) korét.
. Megjeloljiik az egyik olyan pontot, amelyre vonatkoz6 kizéppontos hasonlésig a hiromszig
kow it (beir) KOretaz adot Korbe vz dt.

z

8 vejiik ald, amely a kiré
it (b:m) K ar adot Korbe viss k:phnromw(»g koré it (beirt) kore épp az adott Kor lesz.
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[23:5]

A szerkesztés példdul azon az észrevételen alapulhat, hogy barmely két olyan hdromszog hasonls

egyméshoz, amelyekben a szogek megegyeznek. Ezért a szerkesziés Iépései:

1. Szerkesztiink egy olyan héromszoget, amelynek szogei az adott szogekkel egyenlGk.

2. A megadott szakaszt, melynek hossza a szerkeszteni kivint hdromszog keriletével egyenlG, fel-
osztjuk az 1. pontban szerkesztett hromszog oldalainak ardnydban.

3. Akapott szakaszokkal, mint oldalakkal a szokisos médon hdromszoget szerkesztiink.

Vegyiik észre, hogy barmely két olyan haromszog hasonl egyméshoz, amelyben egy szog, vala-
mint a szoget kozrefogd oldalak ardnya megegyezik. Ezét a szerkesztés 16pései a kovetkezok:
. Szerkesztiink egy hiromsziget, amelynek egyik szoge az adott szbg, a kiszrefog oldalak ard-
nya pedig 2:3
. Amegadott szakaszt, melynek h szerkeszteni kivint hiromszog keriiletével egyenld, fel-
osztjuk az 1. pontban szerkesztett hiromszog oldalainak ardnyaban.
3. A kapott szakaszokkal, mint oldalakkal a szokisos médon hiromszoget szerkesztiink.
a) A BCD és BAE hiromszogek derékszoglek, tovibbd a B
csiiesnl 16v6 szogik kozos, ezért a két hiromszdg szogel
ami igazolja a hi 5 sidgdt c
b) Ahasonl hiromszigekben a megfelel oldalak ardnya meg-
egyezik, ezért:
BE 8D, iy »2E =Y
AB~ BC' 12 BC A 0 8
A BDC derihaatl bitomsaighen Pliagorasz ievel
= 10 cm adodik, és fgy BE="7.2cm, EC=

Az adot ki Kinépponst z brin K, 1z egyik
sszdron 16trejove érintés t E jel
A feladanac Kt megoldisa vn, amclycka
dhefa pec aiins) felsitok K

kozéppontjdt Oy-gyel.a nglelelo seiron
Kl e pontt F-fel, a nagyobb kor kozép-
pontjdt Q-vel, érintési pontjit G-vel jelsltik.
Ekkor az OKE szigek hason-
I6ak, hiszen mindkett6 deréksz6gt, tovibbd
az O cstcsnil 16vG szogiik kozi

16 oldalak ardnya
K +10+ R Gssze-

a
megegyezik, ezért az O
figgést felhasznlva:

KE_ R 10
0K~ 00," “* OKTOK+104R"

Vegyiik még észre, hogy az OKE derékszisgd héromsat (7 estiesinl 30°0s szdg van, czért cgy
L féIszabdlyos” hiromszig. Az ilyen debb b . vagyis

OK =20 cm. Az el6z6 egyenldségbe behelyettesitve, mn;d a muvemekel elvége;ve R=30cm

adodik.

Akisebb, 0, kizépponti kor sugara a fenti gondolatmenet értelemszer§ médositdsival szimolhat6.

PR . 10 .
Aszimoldsokat elvégezve 7= = =333 m adédik.
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) a) Haaz ABC hiromszogbe irt kir az E pontban érinti a hirom-
sz0g AC oldaldt, akkor a ki rintdijének tlajdonsiga nlapj.in
OF merGleges AC-re. Ebbol kifolydlag az OEC hiromszig
derékszig csakiigy, mint az AFC héromszog. A két hdrom-
sz C cestiesdndl 16vG szogiik kozos, ezért a két haromszog
szgei megegyeznek és fgy valoban hasonlGk egymshoz.
Az dbra jelslései alapjin , és AE =12 cm, hiszen az
A pontbdl Gri

megegyeznek, vagyis AE = AF = 12 cm. Az OEC és AFC hfromszogek hasonlGsiga alapjn:
CF

% Tz CF=2x
Az AFC hdromszogben Pitagorasz tétele alapjdn:
1224+ 207 = (e + 127,

amibGl 31 - 24x = 0, aminek egyetlen pozitiv megoldasa
magassiga I6 em hossziisdgd.

) A hdromszsg alakd doboz teriilete 192 cm?, a négyzet alakii dobozé 144 cm?. Ebbél kivetkezik,
hogy a hdromszog alaki doboz alapteriilete a négyzet alakii dobozéndl 33,33%-kal nagyobb.

8, tehit az ABC hiromszog CF

B a) Haa két érintGa P pontban metszi egymist,
tovibbd az érintési pontok £ és F, valamint
H és G, akkor az OPE hiromszisg hasonl6
a QPH haromszoghoz, és Q akorok
Kozéppontjat jelolik (1d. dbra). Ezt azonnal
belithatjuk, ha felidézziik, hogy a kor érin-
16je merdleges az érinési ponthoz hiizott
sugdrra, valamint hivatkozunk arma, hogy a két hiromszogben a P esicsnl esdesszogek vannak,
amelyek egyenlG mp,ymumk Akét hiromszig megfelel oldalainak arényra:

7

. amibdl OP = 125 méter.
0P 300-0P

b) Az OEP hiromszigben Pitagorasz tételével EP kiszimolhato: EP = 12490 m. A PHQ hirom-
EP = 174,86 méter,
fay az EH sétatit kb, 299.76 meer hosszi, s ezért a ket sétit eayit 399,52 meter

szoghen EP-nck PH felel meg, é a hasonlosdg arinya , ezért PH = 3

B o) Afliteleknek megtllrombusak é  biromsabgrek egy ks s van, Mivl ez K
dromszisg bérmelyik szoge lehet, ezért sszesen hiromféleképpen tudunk rombuszt imi
a haromszogbe.
b) Vizseljuk azt az esetet, amikor uz A csiies
kozd mbusznak és a hdromszog-

L e I 5
67 csiicsa a ror
nek (1. Az ADEF rombusz oldalfnak hosszit
el el Bk oz ko mep PEC
& ABC hiromszogek hasonlok :gymmhoz
(Ssbgeik pironként megegyeznek. »
FE _AB X IZ F \E H 6
=2 am =,
FCTAC 20-x 20 ‘ “
12:20
T.5tem. 4 20 B AT, B

20+12
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jutunk

Amésodik esetben (IL) a kozss csiics a B pont. A rombusz oldala ugyaniigy szdmolhatd, mint
az eldbb. A szimoldsok elvégzése utdn azt kapjuk hogy a rombusz ol dala
18

2em.
I8+12

s a kozos csii

Végiil a harmadik esetbena € c
arombusz oldalira: i

= (=9.47) em adédik.

18420 19

Afeladat elselenek et e égalap st D. E. . Gl i T sz AB oldlhos taroz
magassig talppontja. Q a CT magassig és a G sz metszéspontja (1d. dbra). A feladatnak
két megolddsa van atél fiiggden, hogy a legldlaplmk a hnwnnb vagy a rovidebb oldala parhu-

arombusznak és a hiromszognek. Ekkor

zamos az AB oldallal. ansunk eldbb azt az esetet, amikor |-
a ho“mbb olddl pirhuzamos az AB-vel, vagyis x 3.
Mivel az ABC hdromszog hasonlé az GFC hd ghisz

(szogeik pamnkcl\x megegyeznek), ezért:

x 205

12-

Atéglalap oldalainak arinydbol kovetkezik, hogy 3x = Sy, és izy

y=6em,x=10cm.

Amisodik esetben (11) a églalap rovidebh oldala pirhuzamos FY/nNg
az AB oldallal, vagyis Ebben az esetben a megfeleld

ardnypir véltozatlan, csak ezital v = 3y, "

Atéglalap oldalai: \—§ 882em és ‘—% 529cm. (TR s

amibl 3v=60 -

Az ABC hiromszgben AB =24 cm, a hozz tartoz6 CT magassig
15 em, a beirt DEFG 1églalap GF oldala 8 cm (Id. dbra). Ekkor
a GFC és ABC hammmgek hasonlok egyméshoz (szigeik pé-
ronként megegyeznek), ezért:

Q

amibGl CP=5 em, gy PT= 10 em. Atéglalap misik oldala 10 cm.

a) Ha a téglalap oldalai 12 cm és 18 cm, akkor x

y v
2
A négyszog oldalai 10 cm, illetve VTG0 = 12,65 cm. "
bA arad6 négyszog paralelogramma. 5
G %

EIGbb egy egyszeriibb feladat megoldisdt elemezziik. Hagyjuk el a feladat feliételei kivzil azt, hogy
a szerkesztends kor érinti az ABC hiromszog koré it kort. Ekkor a kovetkezd probléméhoz
sterkessziink olyan kort, amely érinti a hiromszog két szdrdt. Ilyen korbdl végtelen sok van,
a kozéppontjuk a C csticsbol indul6 szogfelezon taldlhat. A megszerkesztett kirt egy C kozép-
ponti kozéppontos hasonlosdggal dtvihetjiik abba a korbe, amely mdr a hdromszog koré irt
Kot s érinti.
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Ezek alapjdn a szerkesztés Iépései a kovetkezok.

. Az ABC hiromszig koré irhat6 kort szer-

kesztiink

Az ABC hiromszog C cslicsabol indul6 szog-

felezdt (egyben a magassigvonalat), valamint

akér C-vel dtellencs £ pontjét megszer-

Kesatjiik.

. Az AC sz egy tetszdleges E pontjdban
a sziima merdlegest szerkesztiink. Ennek

CF-vel val6 metszéspontja 0.

. Megszerkesatjiik az O kozéppontd, OF s

gart kort, ami érinti a szdrakat, valamint

a szogfelezovel valo, C-161 tavolabbi met-

széspontja F.

Az F’ ponton mmenu, EF-fel pérhuzamos

e egyenest szerkeszt

IS

6. Az EO szakasz. mcgszcrkcsuéwc.

7 az e é: AC szir E dn dtmend, EO-val parhuzamos
! cnycnm

8. Az f egyenes ésa CF szakasz O’ metszéspontjdt, valamint az 0" kézépponti £t tartalmaz6

K megsrerkcsri.

Az ABC hiromszog BC oldalinak felezGpontjat
az dbrénak megfelelGen F-fel, az A pont F-re
vonatkoz6 tiikorképét A-vel, a CADS-et a-val
jeloltiik. Az ABAC négyszog kozéppontosan
szimmetrikus az F pontra vonatkozéan, azaz
a négyszig paralelogramma, gy AC és AB

huzamosak. Ebbdl adédéan CAD< = DAB{
mivel véltészogekr6l van sz6. Vegyiik még
észre, hogy Thalész (élele (.mp,‘m ADBs = 90°
amibdl azonnal kovetkezi ADB% ]
szintén teljesiil. Ekkor azonban 42 AFC

& oD héromszogekben két-két szog megegyezik,
e2ét  két biconnsasg basonld egymdshos. Ugyaniey lasonl egymbshor sz AFC & BFD
haromszog is, mivel mindkettG derékszogd, tovabbd a CADS, valamint a DBF% =
cgyardnt a rovidebb DC koriven nyugvd kerilleti sza"ck. et Kerile szogek tétele alapjin
mindkét szog a-val egyenls,

Az AFC és BFD hiromszogek hasonlosiga alapjdn

FC 0 ot D it 0
AC BD 2 BD

Az AFC és ABD hiromszigek hasonlésfga alapjén:
Fc_m AD=2-BD. @)

AC ™ AD’
Az (1) és (2) sszefiiggések megfelel oldalait Gsszeadva:

FD+A‘D:;BD = FA
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Mivel a paralelogramma tl6i felezik egymést, ezért AF = FA, igy AF = g BD szintén telesil.
Ekkor viszont:

amit bizonyftani kellett.

a) Az fbrin az ABC egyenl sziri hiroms;
Kizéppontjét O, a nagyobbét Q. mig a B
st pontokat , lecve F el Lithad hogy  COE, vl
OF hicomsagekben s C e
indkét hiromszisg derckszogd,
Imsonloe“ymashw Ha CO = x, akkor
x+1.5
=
5 méter.

Ezek alapjén az ABC hiromszdg CT magassdi:
CT=x+0Q+QT=15+
A szintén derékszog CBT héromszigl csnil ugymdkkur‘ g
hiromszigben, csée o a két hiromsss is hasonld czymishor. A megleled oldalak arnya:
@O, i
Cr CE 4 CE
A COE hiromszog CE befog6jinak hosszira Pitagorasz tételével kapjuk:
CE=V2m (=141 m).
Az utols6 egyenldségbe riénd visszahelyetiesités utdn:

=3-V2m (=424 m).

A COE és CBT hii 6sdgdt még egyszer
BT _OE BT
L0 ar BT
CT CE

Rendezés utdn megkapjuk BT hosszdt:
Br=2=2m (=141 m).

2

Akartonlap oldalai tehdt AB=2 -2 =2,83 méter, BC= AC=3-V2 = 4,24 méter.

b) Az ABC kartonlap teriilete:

T:AB;CT 2:42:4

44Tt (=566 m2).
Akét céltdbla teriiletének dsszege:

5z 2
2 (=393 md),
4m( m?).

1=05 1+ =

T-t

Aveszeség: =0,306, azaz koriilbeliil 30,6%.
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az2-b=T7+ nfm igy umn Almpév sz
it 10 e hossrt.

b) Hm\umljuk K, hogy a rpés tengelyesen ssimmetiks a2
alapok ki lezomerdlegesére, amelyet az dbrdn r-vel jelol-
ik A 1 tenaelyre vonatkosd 0kadrés  beirt Kort Gnmdba.

miga BC szirat az AD szirba viszi it. Nyilvéinvald, hogy az E ériniési pont képe az 7 Grintési
pont. Ebbdl kivetkezik, hogy a  tengelyre vonatkozo tiikrizés az
iba viszi., Ez csak tgy lehetséges, ha az EF szakasz merdleges a tikrozés lcnnclycrc ‘de ckkor
EF val6ban pérhuzamos a trapéz alapjaival,

¢) Toljuk el az AD szrat Snmagéval parhuzamosan tigy, hogy az A csics a B csticsba, a D csiics.
40 22 F pont ez f= poosba ket EkEoc ED"= AD = 1 e, tovibd s DDA gy
paralelogramma, ezért DD’ = BA =7 cm, amibl CD’ = 6 em adédik.

A CDB ésaz EFB h.\romszo el pironkét ezes veznek, ezért a két hiromszog hasonl6
egymishoz, igy megfelel oldalaik arinyir:
l:

ma-

Végill vegyik észre, hogy a B pontbdl a trapézba irhat6 kirhosz hizott érimtGszakaszok, BE és
BG egyenidk, tovibba G az AB szakasz felezGpontja, ezént BE = BG = 3.5 cm. Helyettesftsitk
be a kapott eredményt az utols6 egyenlGségbe, fgy adodik, hogy:

0
Ekkor viszont
EF=EF'+FF=21+7=9,1cm.
T Azdbrinaz ABC héromszog oldalfelezs pont-
dbri C hi g oldalfelezo
jait A, B C*, silypontjdt S; magassdgpontidt M;

megfogalmazhatjuk, hogy az ABC héromszget

asilypontra vonatkoz6 2.= - ardnyi kozép-

pontos hasonlésdg dtviszi az AB'C’ hdrom-
szogbe. Mcnmmauuk ho 2 @ kochpcmos
hasonlGsdg az M por 0 pontb:
Ehhez elegend hemmunk I'mgyd/ 0 pom egyr
ben az AB'C’ hiromszog magassdgpontja is.
Mivel az O pont az ABC héromszg koré ir-
hat kisrének kozéppontja, ezért O illeszkedik
pl. az A" pontban a BC-re emelt merdlegesre.
Ez a merGleges azonban nemesak a BC-re,
nem az azzal péthuzamos B'C're is merGleges.
azaz az AB'C’ hiromszognek egyben egyik ma- 7 7 %
gassfigvonala is.

Hasonléan igazolhat6, hogy O az AB'C’ haromszog mdsik két magassdgvonaldn is rajta van, ezért
0 valéban az AB'C’ hiromszig magassigpontja.
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ED

ED

juk. Megmutatjuk, hogy a k kor tartalmazza

Akézéppontos hasonlGsig sorén a pont (M), a képe (0), valamint a hasonlGsdg centruma (S) egy

ceyenesre illeszkednek, ezért a feladat dllidsit igazoluk. Mivel az § Kzéppontd, ~ arinyi
ezért S az OM szakaszt 1:2 ardnyban osztja tigy, hogy

ko[epp(mlm hasonl6sdg M-et O-ba v

ponthoz van kizelebb.
Megjegyeuuk. hogy szabilyos hdromszigben a hérom nevezetes pont egybeesik, ezért nem jon
Iétre egyértelmien az Euler-egyenes.

Az ABC hiromszog K koré irt korét az M ma-
gassigpontbol felére kicsinyitve a & kort kap-

az AB oldalhoz tartoz6 magassdgvonal V talp-
pontjdt, az AB oldal G felezGpontjdt, vala-
mint az AM szakasz X felezopontjit (iisd &bm)
Ez utébbi nyilvinvalo, hiszen a
K kor egy pontja, M pedig a ko7cpponm<
hasonlosdg centruma, ezért az A pont éppen
az AM szakasz X felezGpontjdba megy dt.
A2292. feladat a) részfeladatdban megmutattuk,
hogy az M pont AB egyencsre vonatkozo M,
tiikorkeépe illeszkedik a hromszog koré irhi

K ke, Ekkor azonban az MM, szakasz V.
felezGpontja a tikrtengely. vagyis az AB oldal-
egyenes egy pontja. Mivel az MM, szak
egyben merdleges is az AB egyenesre csakiigy, mint a CM egyenes, ezérta C csticsbdl indulé
magassgvonal tartalmazza az MM, szakasz., fay a V pont éppen a magassdgvonal talppontja.
Osszefoglalva elmondhatjuk, hogy a K koron taldlhaté M, pont M-re vonatkoz6 kicsinyitett képe
(V) az AB oldalhoz tartoz6 magassdgvonal talppontja. Mivel a Kicsinyités illeszkedéstartd, ezért
a V pont valéban illeszkedik a K kor kicsinyftett képére, azaz a k korre.

A2292. feladat b) részfeladatdban azt is megmutattuk, hogy az M pontnak az AB szakasz. G felezds-
pontjira vonatkoz6 mkorkt.pc (M) szintén illeszkedik a K korre. Ezt Ggy is megfogalmazhatjuk,
hogy a K koron 1évS M, pont kicsinyitett képe megegyezik a G ponttal. Ebbol kovetkezik, hogy
a G pont valban -uwked.k a k kore.

Ugyanigy bizonyithatjuk. hogy nemesak az X, V. G pontok illeszkednek a K ki kicsinytett
képére, hanem a héromszog mésik két oldaldnak felezOpontjai (E és F). a masik két csiics
a magassdgpont kizti szakaszok felezGpontjai (¥ és Z), valamint a masik két magassdgvonal
talppontjai (U és T) is. Ezzel a feladat dllitdsdt igazoluk.

i tételek a
€és a korben — megoldasok

Akor sugara 6,5 cm. A feladat a magassigtétel segftségével is megoldhaté: ((2r —9)-9 =6, ami-
b6l 7=6.5 cm. Mivel 6,5 <9, ezért a9 cm a nagyobb kirszelet magassdga

az itfogdt két olyan ré amelyek h

ﬁ =4,29 cm,

illetve ——=1,54 cm. Az dtfog6hoz tartoz6 magassig hossza —=—=2,57 cm.




) A feladat megoldhat6 példul a magassdgtétel
alkalmazisival. A szerkesziés menetét az fbrin
Kvethetjik nyomon. (=)

D A hdromszog befog6inak hosszas:

163 =27.71cm és 16cm

P A hiromszg misik befogdja: 5— ~542em,az
dtfogdja ﬂ ~ 1408 cm. Az mtlogohw tartozé
magassig i

FEH A két négyzet teriiletének ardnya

FEE) Haa szabilyos hiromszg oldala a, magassiga m, akkor terillete

. a vele megegyez terile négyzet oldala pedig x

2 2
Az x hosszisdgi szakasz szerkesztése a magassigiétel segi
gével torténhet. A szerkesztés menete az dbrdan nyomon kovet-
hetd. A négyzet oldaldnak ismeretében a négyzet a szokdsos
médon szerkeszthetd. (=)

EH) Feladatként a 15 em hosszi szakaszt kell megszerkeszteni.
A szerkesztés a mngd\mg(elel wglt»eg:v:l mn:nhel Anégyzet
oldalinak négy

FET) A trapéz magassiga /50 = 7,07 cm, teriilete 10-y/50 = 70,71c:

B Haa P p()num it humu szeld akort A-ban és B-ben metszi, akkor
PA x, és ebbol adodoan AB=3-x. A PB szeld:
A 12 oot . mint PA, ezért AB = 12 cm, amibl

= em. Ekkor az érini6- és szeldszakaszok tétele szerinta P-bol

tt érintdszakasz hossza
PE=Jx-4x=2-x=8cm.
) A két szelszakasz hossza § cm, 20 em.

B a) A pont akir kozéppontjdtl V35 = 5,92 cm tévolsigra van.
b) A szel a kor kizéppontjdtol £ 4,87 cm tavolsdgra halad.

[2:6:] A feliételek szerint az ABC dcrekvo«u héromszog befogdit
. AC =3 alakban irhatjuk fel. Ha az ftfog6hoz tartozé

2 lpponta 7, akkora befogtéiel alapidn:

T-AB Gs (3x7=AT-AB.

A két egyenlGség megfelels nldaldu egyméssal elosztva, négy-

zetre emelés utdn adodik, hog:

A kapott egyenldség alapjn az dtfogé két szeletére emelt négy-
zetek teriletének ardnya 1:81.
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D Az dbra jelolései melletta CT mag:

az AB dtfogét két olyan

szakaszra bontja, amelyek hossza 25 x és 144-x. A befogdtétel ¢
alapjin:
6,5=/25x-169x =65x, Ly
amib6l x=0,1. A hiromszog dtfogéja fay 16,9 em, hosszabb Lk 5
befogdja Pitagorasz tételével szamolhat6. A BC befogé hossza 2 T
BB @) A hiromszog AB dfog6ja Pitagorasz tételével szimolhatd
=390 @ a \.Alppunlj.n B,
N
b) Az fitfog6hoz tartoz6 CD szbglelezs hosszaa CTD derék- =7 ,, = 5

2652 hiromszgbal szimolhatd. EIGbb azonban Kiszimoljuk
D és BD szakaszok hosszit a szogfelezdiétellel:

1 AD= ﬁ(=|!47cm)

147-577=57 cm.
A CT magassig az ABC hiromszogben a magassigtétellel szdmolhat6:

=JAT-BT =1

Végila CTD hiromszdgben Pitagorasz tételével kapjuk, hogy:

D=

5. ahol r a beirt kir sugara, s a hdromszog keriiletének fele. Ezek

1536 _ 15+36+39
et

o A hiromszog teriilete
alapjér

amib6l r = 6 em-t kapunk.

) Az EDO és TDC hdromsabgek hasonikegymishar, mivel subgek pironkent megegyeanck.
Ezek alapjin a megfelel oldalak ardnya megegyeik. vag
oril

on @
Amir kiszmitott adatokat i D = 649 et kapunk.
Abeirt kr kézéppontjdnak C cstcst6l val6 tivolsiga: CO = CD — OD = 849 cm.
) Ha a két hiromszighol a leirtak alapjdn készitiink s
akkor az ABCD deltoidhoz jutunk. A deltoidban AB 'y
12:x, az AC &6 117 cm hosszi, tovibbd a B és D csii- o, we
il derékszogek vannak (ldsd dbra). Az ABC hirom-
éf n 175

z ABC hiromszgben a befogdtétel
ey Kapjuk. hogy:
7117 & 108 =CT-117.

Aszimoldsokat elvégezve AT= 17,3 cm, illetve CT'=99,7 cm. 2
az ABC hiromszo; 17.3-99,7 =415 cm.

A dellmd il6i, azaz a \zuk»ege\ nddszdlak hossza: BD = 83. 0 em, AC =117.0cm.
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b) Az a) részfeladatban Kiszdmoltuk, hogy a BD 4tl6 az AC dtlét 17,3 cm, illetve 99,7 cm hos
részekre bontja. Mivel a dcllmd soimmetristengelye megfelest  misik e, ettt a2 AC s
2 BD-t két egyenlG részre bont
BT=TD=415¢cm

B o) A Kt pihuzamos i az dbraszerint 2 A s  pontokban
inti a kort,a PQ éri 7 jeloli. Mivel
7 érintd merdleges az érintési ponthoz hizot sugdrra, ezért
il ponioke Kalkuld sabgele S0 s xeket sz
dbrdn bejeloltiik. Kiilsd pontbol a korhoz hiz
szakaszok megegyeznek, ezért PA = PT, illetve QT = QB
Vegyiik még észre, hogy az AOP, TOP, T0Q, BOQ hirom-
stvgekben egy-egy befog a kir sugardval egyenlG, amibdl
az is kovetkezik, hogy az AOP hiromszog a TOP hirom-
szoggel, a TOQ hiromszog pedig a BOQ hiromszoggel
egybeviig (ket oldal +a kivzrezt sz egyenldsége alapjin).
Az egybevigs hiromszogekben az egymisnak megfelel szogek egyenlok, azaz:
AOP%=TOP< = ¢, valamint TOQ%=BOQ<=p.

Ez aztis jelenti, hogy:
POQ%=a+ p= ’w'” ?:9(}'

Ezzel igazoluk, hogy a POQ héromszig d«,rékszogﬂ.

b) Amir elmondottakbdl kbvetkezik, hogy OT a POQ hiromszig PQ tfogGjdhoz tartoz ma-
‘gassiga, igy a magassdgiétel alapjdn

ami éppen a bizonyitands dllitds.
B a) Amegold:
b) A szeldszakaszok hy roPB=ctr.
) A korhisz hizott érint6- és szeldszakaszok tétele alapjin:
(c=n)-(c+r)=PE%
Ha elvégezziik a bal oldali miveleteket, és a kapott egyenl6-
séget dtrendezziik, akkor ¢? = PE2 + r>-hez jutunk, ami
éppen Pitagorasz tétele az OEP derékszigl hiromszigben.

iz dbrén lithat6.
a: PA

@) Belithat6. hogy a D pont esak a rovidebb BC Kiriven he-

Iyezkedhet el. Ekkor szakaszok
tétele alapjdn EC
EA = EB. Ezaztis
i s 2 lapon kv ceyik
az alapon fekvé mésik szoge is
ban szabalyos

laaz ABC haromszog koré irt ko
AOC egyenl6 sz hiro

or sugardt R jeldli, akkor az

szigben két oldal hossza R, tovdb-
biiaz AC alapon fekv szidg 60°0s, ezért a hiromszoyg szintén
szabilyos, igy AC = R. Ekkor az ABE szabilyos hiromszog
AB oldala 2R, EA oldala R +6. A két oldal egyenldsége
alapjin R=6 ¢
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a) A park AB dtfogéjira Pitagorasz tételével AB =200 méter
adédik. Az dtfogdhoz tartoz6 CT magassdg az dtfogét az AT ¢
és BT szakaszokra bontja. Ekkor a befogdiételt az AC befo-
‘gora felirva: 1602 = AT-200, AT = 128 m, amibdl B
Ahdromszig CT magassfga a magassigtétellel szimolhato:
CT2= 12872, fgy CT =96 m. Ekkor a park egyik részének
megkerilése 384 méter, a mdsik részé 288 méter hosszi 4 T ]
sétdval lehetséges.
A szokokutak az ATC, ill. a BTC hirom-
szgek beirt koreinek kozéppontjdba keriil-
nek. Legyen az dbra jeloléseinek megfele-
16en a két kit O és Q. a két hiromszog bcm
koreinek sugara R r, a beirt ko
edval vet érintési pontjai Eés
a kor érintdje merdleg
tartoz6 sugardra, ezért OF és QF merdleges
az AB dtfogora, amibsl kivetkezik, hogy 4 3
egyméssal viszont pérhuzamosak.
Ezazt s jelenti, hogy az OEFQ négyszog trapéz, amelynek alapjai OF és QF. Ha ebben a tra-
zban meghizzuk a QP magassigot. akkor az OPQ derékszogd hiromszogben
OP = OE - PE= OE - QOF = R~ 1, tovibbd PQ = ET+ TF =R + .
Alkalmazzuk Pitagorasz tételét az OPQ hiromszigben, igy
0Q>=0P + PQ%,
0Q2=(R-1P?+(R+r?,
0Q>=R?-2Rr+r2+ R*+2Rr + 12,
00=\2-(RZ+ 1.
Lithat6, hogy az OQ kiszdmoldsa R és r ismeretében mdr nem nehéz feladat. A két sugdr
kiszamoldsahoz haszndljuk fel, hogy a hdromszog teriilete a beirt kor sugardnak és félkerii-
letének szorzata, ezért:
X 2.
Lie, 128% o0 leve ralfCa. 7296
Sure 128496+ 160 Spre 72+ 96+ 120

Ekkor az 0Q szakasz hossza
00=\2-(322+24%) =40 - J2 = 57,0 méter.
Akét szokdkit tivolsdga 57 méter.
a) Afeladat szivegének megfelel dbra;

b) Az APC és AQB derékszogl hiromszogek-
ben az A estiesnil ugyanakkora hegyesszog
van, ezért a két hiromszog szogei paronként
megegyeznek, igy hasonl6k egymdshoz.
A megfeleld oldalaik ardnya:

AP

AC ~ AB’
amibl dtrendezés u
alltdst kapjuk.

chl

5

=24m.
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¢) Thalész tétele alapjdn az ABM és ACN hiromszogek derékszoglek, ezért ki
mazhat6 benniik a befogdiétel:
AM2=AP-AB é AN?=AQ-AC.
Mivel a két egyenldség jobb oldaldn egyenld mennyiségek llnak (1dsd b) részfeladat eredménye),
ezért a bal oldalak is megegyeznek, azaz AM = AN. Ez pontosan azt jelenti, hogy az A csics
az M és N pontokidl ugyanolyan tvolsdgra van.

a) Abeitt kir O Kozéppontja egyenld tivolsigra
van a négyszog oldalait6l, ezért minden szog-
felezdre illeszkedik. Ebbol kovetkezden az
dbrn azonos médon jelolt szdgek egyméssal
megegyeznek. A trapéz egy szirin fekvé szi-
‘geinek sszege 180° ezért 2-a+2-f= 180°
a+ . Ekkor az OAD hiromszogben
ket szg osszege 90°, ebbdl kvetkezik, hogy
az0 esticsndl valban derékszog van.
b) Haa trapézba irt kor az AD szérat a T pont-
ban rint, akkor OT merSleges az AD szima, i
tovibbd ha DT = x, akkor a feltételek alap-
jin TA = 3x. Alkalmazva az OAD hiromszisgre a may

ssigtételt azt kapjuk, hogy:

P2=x(39 V3ex
ahol r a beirt kér sugardt jeldli. A trapézba it kirr sugardnak, valamint az AD sz hosszénak
ardnya: i

AD 4x 4-x 47
) Mivel a trapéz érinGnégyszog, ezért az érmldncgyszoguk tétele alapdn a szemkozti cldalamnk
Gsszege megegyezik, azaz AD + BC=20 cm. Felhaszndljuk, hogy BC=2-7

AD=4-x, igy (2-V3+4)x igy:
— 2 & AD=107cm, BC=93em.
2-3+4
Tegyiik fel, hogy AB > AC. Alkalmazzuk a korhoz hizott szel6- @
szakaszok tételéta B, majd a C pontra;
BF-BG=BBy-BA, CG-CF=CCy-CA 5
Mivel az F ponta BC oldal felezGpontja, igy BF

F, ezértha O
ssal, valam 25

akét egyenldség megfelel oldalait elosztjuk egyn

( "

alchetséges egyszerlsitéscket elvégezziik, akkor azt kapjuk, hogy: 4
BG _BB,-BA
G CC-CA’
Haszndljuk fel még a dtételt az A csticsbol indul i
56 B
G CcA’
Az utols6 keét egyeniGség bal oldal.\n 416 mennyiségek megegyeznek, igy jobb oldaluk is egyenl:
BB, - BA BB,
CA Ceicar bl 1=cal

Az utdbbi épp a bizonyitandd dllitdssal egyenériékd.
HasonlGan bizonyithatd, ha AB < AC.
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Afelitelek szerint o %. ami azt s jelenti, hogy a PAA'

és PB'B hiror ogekben a P-nél Ié; z0g, valai a szoget
Kezreogd kéukét oldal arinya megeEyedlc azaz a két hirom-
feleld
wogek is megegyeznek, BB a. Az AABX
Kills§ szdge a PAA" hiromszignek, czért vt 15070
Most vizsgiljuk az ABBA négyszoget: a négyszog A 6
1 16v6 srogek Sssrege 180 esént & himégyszgek ételének megforditésa alapidn
anéayszog himégyszog. Ez a wlajdonsiga igazolja, hogy csicsai valgban egy korre illeszkednek.

A hasonlésag néhany alkalmazasa a teriilet- és térfogatszamitashan
— megoldasok
P a) Ahdromszog oldalaira 212 + 282 = 352 teljesill, igy Pitagorasz tételének megforditdsa alapjdn
i

8 hiromszg deréksz0. A ifoghos tartoz magassi kit derékszogl hitomszgre bonta
bena pronként ami igazolja, hogy

2 igy teriletiik ardnya % =0.5625,
FE A hatszg terillete a hiromszog alaki virgdgyds teriletének % része,

Akorok sugarai az egye\ e\exekberv

ﬂ)*'lXZLm 7—-7271.m —— =1091 cm.

0-V2 20 [ 40
b =5,50 cm; .73 em; =777 cm.
D ez e g e ey e

) A beirt sokszog minden esetben hasonl6 a kiinduldsul vett sokszoghtz. A hasonl6sdg ardnya a két
sokszg oldaldnak arfnydval egyenlG.
a) A hasonlésdg ardnya 1:2, a két hiromszog teriileténck ardnya 1:4.

b) A hasonlésig ardnya % akét négyzet terilletének arfinya [ .

i
ﬁ) 2
3

I
) Ahasonlsig ardnya ? akét hatszog teriletének ardnya (gj 7

F5iT) a) Az ABE ésa CDE hiromszogek hasonlok egymdshoz, a hasonlosdg ardnya 3:2. A két hirom-
sziog terilletének ardnya 9:4.

b) Jelvljiik a CDE hiromszog CD oldaldhoz tartozé EQ magas-
sigot x-szel. Ekkor az ABE hiromszog AB oldaldhoz tartozd

EP magassdg 1.5x, a trapéz magassiiga pedig 2.5-x. Atrapéz

terilete ismert, ebbdl adédik, hogy 150 = '8; 1255

& i
Q=4 cm, EP=6cm. A CDE hiromszog teriilete
ABE hiromszog teriilete 54 cm?.

ezért x
24 em?,
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¢) Belithat6, hogy az ABD, valamint ABC hiromszigek teriilete egyenl, ugyanis kizos az
A5 oldalk, valamint megegyeri sz chhee taroet magussigok. Ha mindict hromsat el
Tetébol elvessziik a metszetik, vagyis az ABE hiromszog teriletét, akkor a visszamaradd
DAE, valamint BCE hiromszogek teriilete is megegyezik. Ezek utdn a BCE és DAE hirom-
szogek teriilete 36 cm?.

I A hasonl6sag ardnya 33,375 =1.5 . Béla akvériumdnak méretei: 75 cm, 45 cm, 30 cm.

) A kétliteres palack kétszer olyan magas, mint a

negyedliteres.

A a) Akisebb giila térfogata a nagyobb gila térfogatdnak % -szerese.

Mivel a két gila hasonl6 egymashoz, ezért a hasonlGsdg ardnya:
3 2

és fgy a kisebb gila magas:

b) Akisebb gila, valamint az eredeti gila felszinének ardnya a hasonl6sdg arinyfinak négyzete,

4
—=0,6.
vagyis <

BB A feliételek szerint az AB'C hiromszog hasonl az ABC hirom- %
stioghisz, és a két hiromszig teriileténck ardnya 1:2, fgy a ha-
sonlGsdg ardnya: -
V22
Az ABC szabilyos hiromszog oldala: 12 V2, ezért 4 &
Kerilete 182 cm.
i 7 B

Az ABBA trapéz kerillete:
K=AB+2-BB + AB =12+2-(12-6-v2)+6-/2=36-6-y2Z cm.
Az ABC hiromszig s az ABBA trapéz keriletének ardnya:

182 342
A= o 093.
36-6-42 6-2
B a) Két ilyen pérhuzamos hizhat6. . .

b) Az dbra jeloléseit haszndly:
El6bb a PQ szakasz hosszit szimoljuk.
A PQC hiromszdg hasonl az ABC himmv ” @
sz0ghisz, és a teriiletiik ardnya 1
sonléshguk ardnya 1:2. Ebbol kumkmk
hogy a PQ szakasz hossza az AB szakasz 4 7
hossznak fele, azaz 6 cm.
A mésodik esetben az RSC hdromszog ha

B

onl6 az ABC

3:4, fgy hasonldsiguk ardny EDbbol kovetkezik, hogy a PQ szakasz hossza:

i

ardnya 3
2 2

= 12=6-v3=1039 cm.
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(2357

[23:¢]

inak megfelelden a C-hez kizelebbi it két vég-
pontjdt P-vel és 0-val, a tévolabbi it végpontjait R-rel és S-sel.
Bkkor 2 POC hicomszg basonld 22 ABC hiromszpghoz,
ateriiletiik ardnya 0,16, & fgy a hasonldsdg ardnya 4.
Haa PQ it C-t61 val6 tivolsigdt x jeloli, akkor a kc: hirom-

sivg magassiginak arinya <5 =04, amibGl =200 méter.
A C-hez kizelebbi it a C esticsto] 200 méterre halad.

Az RSC hiromszsg hasonl az ABC héromszighisz, a teriletik ardnya 0,84, igy husonl(miguk

ardnya /0.8 @ Ha az RSC hiromszog magassdga y, akkor a magassdgok ardnya =2

amibél y = 100 ﬂ = 458,26 méter. A tdvolabbi it a C csiicstol 458,26 méterre hﬂlad

Akockacukros doboz egy 6 X 6 x 9-es méretd téglatestnek tekinthetG, amelybe Gsszesen 324 darab

cukor fér el. A feliételek szerint a dobozbl mér legaldbb egy cukor elfogyott, igy a feladatnak
a kovetkez két megoldiisa van: a2 x 2 x 3-as, illetve 4 X 4 X 6-05 méretd mgmmk Az elobbi

esetben a hasonldsdg araﬁnyn . igy a sértetlen dobozban 16v6 kockacukroknak |

van a dobozban (vagyis dsszesen 12 darab), az utobbi esetben pedig a hm..lo\..[, ardnya ;, 2y
adobozban a kockacukroknak [%J % -szerese van (azaz dsszesen 96 darab).

a) A két metszSsik koziil a gila c

ihoz kiszelebbi egy a kiinduldsi gilihoz hasonlé gilit
1

metsz ki. A két gl térfogatdnak ardnya 1:3, fey hasonlésdguk ardnya . Ebbdl kovetkezGen

akisebb gila magassdga m, = 183

intén hasonld az eredeti

Az eredeti gila csiicsito] tivolabbi parhuzamos dltal levégott gl

gilihoz, a térfogatuk ardnya ezittal 2: 3, fgy hasonlésdguk ardnya 3~ , ezérta sk a gl csi-

csit6l m, 15.7 em tévolsigra halad.

le:

b) A keletkezG stkmetszetek az eredeti gila alaplapjdhoz hasonl6 sikidomok. Mivel hasonl6
sikidomok teriiletének ardnya a hasonldsig ardnydnak négyzete, ezért a két keletkezs sikidom

teriilete: 2 2
;/I 30=144cm?, illetve ;F 30=229 c
3 3
a) Adoboz keresztmetszetét az dbra mutatja: lithat, hogy a doboz
inden Jup olyan négyer, amelynek a oldala a Bldgtinb
gardnak keétsz
Ezek alapdn a u)oou doboz elkészitéséhez szikséges karton

mennyisége:
=10000-6-(2)* = 10000-6-0,64>
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b) Ha a gombisk sugardt 24 cm-re csokkentik, akkor az j foldgombok az eredetihez hasonlok
lesznek, hasonlGsdguk ardnya pedig a sugarak ardnydval egyenld, azaz:
243

24
Ugyanez érvényes a csomagoldshoz felhaszndlt dobozokra is. Mivel a hasonl6 testek felszinének
arénya a hasonloség arinydnak négyzete, ezért a sziikséges karton mennyisége a foldzomb

sugardnak csokkentése utdn A2 %-szomséra véltozik (13824 m*re).

¢) Hasonl6 testek lérfngalqinak alényn ahasonldsdg ardnydnak kibével egyenld, ezért az j fold-
2ombik urolmmhoz 2= 27 rer akkora rakudr sziksges, mint az eredeti dobozok térolé-

sihoz. Mivel a < % . ezért valdban elég egy feleakkora raktdr.

Az ABC hiromszog AB oldaldnak P pontjdn dt hiizott pérhuza-
mosok a megfelelG oldalakat 0-ban és R-ben metszik az dbra
seerint. Ekkor a PRCQ négyszdg paralelogramma, hiszen szem-
kozti oldalai parhuzamosak. Az APQ és PBR hiromszogek ha-
sonlk egymishoz, hiszen szogeik péronként megegyeznek,
tovibbi a teriiletik ardnya 4:9, igy hasonlGsdguk ardnya 2:3.
jelenti, hogy ha AQ = 2-x, akkor a megfelel PR sza
el |~ya paralelogramma szemkozti CQ olda-
lirais CQ=3-x Jeloljik az APQ hiromszdg AQ olda-
lihoz tartoz6 muga Agr’\l m-mel, ekkor a hiromszég teriiletére
¥

i @m
2

4

=xom.

Mivel m egybena PRCQ paralelogramma CQ oldalihoz tartoz6 magasséga is, ezért a paralelog-
ramma teriilete:
=G0 m

Az ABC hiromszog teriilete tehdt 25 cm?.

34=12

B a) Az ABCD négyszog oldalfelezs pontjait az ;\minak megfele-
1en 1, J, K és L jeloli. Vegyiik észre, hogy az E, "
silypontok rendre 2 : 1 ardnyban osztjik a me[,felelﬁ hirom-
szogben kialakulé PI, PJ, PK, illetve PL silyvonalakat.
Eredményiinket tigy is megfogalmazhatjuk, hogy az LKL

z

dgeta P pontra vonatkozg,

négys: i kozéppontos

nasmlomg az EFGH négyszdgbe w:zx sx
Mivel a kiszé
mos, ezért az EFGH négyszog i |)m11n7ammnk az LKL
négyszig megfelel oldalaival,

Ismert, hogy barmely négyszog oldalfelezs pontjai kiszép-
pontosan sz ikus nég: gysasge, ez

alkotnak. Eszerint az LKL négyszog, és ebbsl adodoan
az EFGH négyszig is pdldl:lugmmmd
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b) EIobb az IJKL és az ABCD négyszigek teriiletének ardnyt
szamoljuk. Hizzuk be az AC dtlét. Mivel 1 cs J fclczo
pontok, ezért az 1) kizépvonala az ABC hiromszognek.
Enmiatt az 1J pirhuzamos AC-vel és hossza az A hovseinal
fele. EbbGl kivetkezik, hogy az IJB hiromszog hasonlG
az ACB hammudghﬁm és a hasonlsdg arfnya 1:2, ezért
teriiletikre:

T — Typ=

Tacs 4 4

Tacs:

Ugyanez érvényes az LKD és ACD hiromszogekre s, azaz:

Ty 7,
LK 4 cp

Akét utols6 egyenldség megfeleld oldalait Gsszeadva:

s+ Tk =7 (Tacs + Taco

Hasonl6an lithat be hogy

T T =+ oon+ o

Ha a kapott egyenlGségek megfeleld oldalait 6sszeadjuk, akkor lithatjuk, hogy az IJKL para-
lelogramma oldalaira emelt 1JB, JKC, LKD, ILA hiromszogek teriiletének tsszege az ABCD
négyszog teriiletének felével egyenld. EbbGl adodéan az LIKL négyszog terillete is az ABCD
négyszog teriiletének felével egyenld.

Kordbban mdr ldtwk, hogy az EFGH és az LIKL négyszigek hasonlok egymdshoz, a hason-

I6sd arinya pedig 7. ey terlttk ardnyira igaz, hogy:

i@z-

: 2.
3 Taneo = Tanco-

Az EFGH és az ABCD négyszogek terilletének ardnya tehdt g

a) A szogfelezdtétel alapjin:
AD _12
DB 5
részt ha a pirhuzamos szelok tételét az ABE<-re alkal-
mazzuk, akkor kapjuk:

Mivela ket egyenldueg bal oldala megegyerk,cuér a jobb
oldalak is egyenlok cgymdssal, amibol £C adddik,
fay az AEC hiromszog valdban egyenld szdr.
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b) Jeloljiik a DCB hiromszog teriiletét T-vel. Az AEB és a DCB hiromszog hasonl6 tovibbd
2

ahasonlGsdg 17, estrta teriletik arénya (%j 822 typp = % T

e
5= Ipcs =5

Mivel az egy\.n16 rt és derékszogt AEC hiromszog befogdja 12 em, ezért teriilete 72 cm?,

+T~72. Az ACD, valaminta DCB hiromszog AD, valamint DB oldalaihoz

25
ugyanakkora magassdg tartozik, ezért teriletik arinya az AD, illetve a DB oldalak ardnydval
egyenld, azaz ok
[ AD B
A0 = amibsl 1_—~382cm-,
P—T) T

Az AECD négyszg teriilete 1y = %

Vegyes feladatok I. — megoldasok

D Tegyiik fel, hogy az ABC hiromszdg szog
BAC = 35% BCA% = 25°, tovibbi a héromszig
cwcsalban RS e it el
dbra POR hiro Gzre.
= !elndal megolddsa mmpunuabul aleg-
fontosabb érintGszr kerillet szogek:
—ardvidebb BC koriven: CBRE és BCR;
—ardvidebb AB oriven: BAPS és ABP<.
4bbi érintd szdrd keriileti szogek nyug-

et fogjdk ki

526
0 Hasonldan Kiszimolhato, hogy a PROS =2.35° = 70°
: 50° 60°, 70°
B Mivel a magassigyonal merSleges ama az oldair, amelylez

tartozil a CFME négyszdgben az E és F cstcsokndl

denéhsaback annik, EbbG1 Kinetkerden s né ayszog ket szem-

kozti szogének Usszege 180°% ami mutatja, hogy a CFME

négyszog valdban himégyszo CFM (vagy a CEM) hirom-
szogre alknlmwva Thalész tételének megfordit
hogy a négyszdg kéré it kor kbzéppontja a CM &6 felezs- YA
pontival ol egybe. (=)

- s. ‘
PED) A keletkez6 négyszog himnégyszog. ; JEEE y

194

cg) 'y az RPQ
fgya PQR hiromszig szig
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P Akeletkezd négyszog himégyszog. Mivel 90°-0s, ezért a négyszog téglalap
I @) Atrapéz i 1:3 arfinyban osztjdk egymést, és természetesen a rovidebb szakasz a rovidebb
alapho illeszkedik.

b) Az tlok kozé es6 szakasz hossza 10 cm.
1) Abehizott szakasz a BD dtlét 2: 1 ardnyban osztja.

@D Mivel a DP drh ahdromszog CF sl
czét AFC é APD hiromszisgek, tovibbi BPE és BFC hirom- .
szogek hasonlGk egymashoz. A megfelel hiromszogekben: [/
E_PB

AP tovibha
AF

CF
Akét egyenlség megfeleld oldalait dsszeadva megkapjuk, hogy:

CF CF AF FB 4 (GRA 8
Az utols6 egyenlGségnél csak azt kell észrevenni, hogy F az AB oldal felezGpontia, igy AF = FB,
tovibbi AP + PB'= AB =2 FB. Atrendezés utdn valdban azt kapjuk, hogy PD + PE=2- CF.

B ) Vegyiik észre, hogy az ADE, valamint a BAC szirai pé-

ronként merdlegesck cgymiisra, fgy vagy megegyeznck, vagy
180°-ra cgésitik ki egymist (merdleges szirt sz6gek). Mivel
mindket§ hegyesszog, ezért csak eayenlk lehetnek. Ekkor
viszont az ADE, GDA és CAB derékszigd hiromszogekben
egy-egy hegyessziyg is megegyezik, ami igazolja, hogy a hi-
romssbaek hasonlok egymishor.

b) Az ADE hiromszog oldalai:
12 JT _18-Ji3
3

AD=6cm, AE=-"-"=333cm, DE =499 cm.

A GDA hiromszog oldalai:

BT Az dbra jeloléseit haszndlva PA =
Az OTA dcrcksznnu Mm.mzcnbcn Pitagorasz (éelét alkalm'lzv.\
kapjuk, hogy x igyaz AB hir hossza
bl hizott szelok v:lewl PA=4cm, PB N
és szelszakaszok tételét alkalmazva kapjuk, hogy a P pontbol
hizott érintdszakaszok hossza V80 = cm.

G=4cm, AD=6em, GD=2-JT3=721cm.

Jelolji

szog

a négysziog legkisebb sz0gét a-val, ekkor a legnagyobb szdg o+ 140° Ha a misik két

zil a kisebbet 3 jeloli, akkor a nagyobb

e % B. Viligos, hogy @ és f§ nem lehetnek

szemkiszti szogek, hiszen fgy a szemkozti szogek Osszege semmiképpen nem lehet egyenlG egy-
mdssal. Ezcn az aldbbi esetek valamelyike teljesiil:

Zﬁ

emkiszti szogek. Ekkor n+~; B = 1805, tovibbd (e +140°) + B = 180° Ebben

az esetben a-ra negativ érék adédik, ami mutatja, hogy ez az eset szintén nem valdsulhat meg.
B =180 &

- s e 140° snemkion szgek. ERKOr o+ (a+ 140°) = 180°, tovibbd i+
anégyszog szogei: 20°,72°, 160° 108°.
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nck megfelelden az AB
oldala razol szabﬂlycs hdromszog harma-
D hiromszog Koré irt

4
kiirk at ()‘ tovibbd az AC oldalra D
rajzolt hitomsiss harmadik cedosét E. a7 -
ACE héromszig koré irt kor kbzéppontjdt (%4
Q jel
Az O kizépponti kérben alkalmazva a kerii-
leti és kizépponti szogek tételét lithatjuk, [

5 ¢

hogy a konvex AOB% 120°-0s, amibdl kivet-

kezik, hogy a hosszabb AB korivén nyugvé

Konkiv szg 240°-os. Mivel az APB ¢ kirben a hosszabb AB iven nyugv6 kerii

az APB% = 120°.

A @ kespponcl Kthen alkalazo hason gondcl el ok be, bogy APCY = 200

jelenti, hogy a P pontbél a hiromszdg AB, valamint AC oldala, és ebbl
knolyolau 2 BC oldala s 120% 0 sz alat sk,

b) Haa BC oldal folé rajzolt szablyos hiromszig harmadik cstcsa F, akkor az a) részfeladat
eredménye alapjdn ldthatjuk, hogy BPCF hirnégyszog, igy taldlhaté olyan kor, amelyre a
négyszog minden csicsa illeszkedik. Természetesen ez a kor tartalmazza a B, C, F esticsokat,
amibol kovetkezik, hogy éppen a BCF hiromszog kré irt korrol van sz6.

P pontotaz ABC hiromszig izogondlis pontjinak neveszik. Az izogondlis pont

ogy ha ezt a pontot

akaszok hosszinak 6sszege a lehetd

stivg, ezért

Megjegy
egy nevezetes
a hdromszog csiic:
legkisebbnek adddik
Ha az ABCD himégyszig A & C
derékszigek vannak, akkor a feladat dllitdsa
konnyen igazolhat, hiszen ebben az esetben
az ABD, illetve a CBD hiromszogek magassig-
vonta a2 A.illetve a C csiesba esik, igy a két

al G ek\»quk. akkor a keletkez6 §

négyszoggel.

Haaz A és C esiiesoknl nem derékszogek va

nak, és a jeloli a négyszog A csdcsindl Iévs

szisget, akkor a DCBS = 180

16

saty magassigponta My, megelels magas-

sigainak talppontjai pedig £

hromsziig magassigpontjit Mz‘ mig meglelelo

magassigainak talppontjdt G és H jeloljc. ogy az AEM|F

akét szemkbati szbg deréksz, 3y a négyszdg himégyszg, b ovetkat hogy:
EM\F4=180° - EAF< = 180° -

Az utols6 egyenlGségnél k.hmnmuk hogyszd exteandl mkum udg\.k extessatgek, amik

Kozismerten ac s

GMoH = o, amibol DM,B% @ adbdil

Eredményeinket dsszefoglalva lithatjuk, hogy az M BM,D négyszigben a két szemkiszti szig

sszege 180°, azaz valoban himégyszogrdl van sz6.
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D A feladat megoldisa eldtt érdemes cgy egyszeriibb feladatot
‘megoldani: szerkessziink olyan P'OR'S’ téglalapot, amelynek @
PO oldaa a ABC bitoraaty AB oldalice, " cellesa 12 AC
oldalira lleszkedik, tovibb 2. Tiyen tulajdonsigd
téglalap valGban konnyen enkesset. s b 4C ol
egy tetszGleges S° pontjdbdl merGlegest dllitunk az AB oldalra,
akkor e merdleges talppontjaként megkapjuk a P” pontot, majd
825 pmkiel BI6 hmas (e g A% ool won
apjuk a O’ pontot. Az R’ pont ezutdn mir szerkeszthetG.
Az eredeti feladat megoldisshoz azt kell észrevenniink, hogy
bérmely két olyan !cﬂlaldp hasonlG egymdshoz, amelyben az
oldalak ardnya 3:2, fgy a feladat minden feltételének cleget
tev6 PORS églalap is hasonld a PORS' teghluphuz Ameg-
feleld R pont az AR’ félegyenes, valamint a BC oldal metszés-
ponaként serkesahe.  téghlap Ko catcast mir -
lemszeriien szerkeszthetdk (1.

Vegytk are, bogy még gy olyan gl setkesathels,amely-
nek PQ old i romszog
tovibbi oldalaira esnek (I1.). Ebben a téglalapban PQ R.S =2:3.

BB Tegyiik fel, hogy az ABC hi a CT magassig a két hasonl6.
bontja. Hasonl hromszogekben a szigek paronként egyenldk, tovibba a 7 cstesndl mindkét
részhiromszogben derékszog van, ezért két eset Iehetséges:

1. Az ATC, valamint a BTC hiromszogekben a C csticsndl T
ugyanakkora szogek vannak. Ebben az esetben természetesen
CBT = o, ami igazolja, hogy az ABC hiromszog
egyenl§ sziri.

L. Az ATC hiromszig C csteséndl ugyanakborssabg van, mint
a BTC hiromszg B csiicsindl. Ez esetben CATS = BCTS:
'y az dbrdn azonos modnn jelolt szogek megegyeznek.
Az ABC hiromszog belss szigeinek Ssszege:

o+ f+ (k) =180
amibdl o+ = 90° vagyis a héromszg C esicsdndl derck-
szbg van.

) a) Az AED hiromszighdz hasonlé az FEB hi
wbick,a D é B cstiondl 1évok pedig vilosnbgen
cgyeznck.
b) A GDE hummvog ha onlu az ABE hdl’()"‘k
szigl
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¢) Az AED és FEB hiromszgek hasonlésdga alapjdn:
AE _D.

Az ABE ¢ GDE hiromszdgek hasonlosiga alapjdn:
EG _DE
AETEB
Mivel a két egyenlség jobb oldaln ugyanaz a tort il ezért a bal oldalak is megegyeznek, amit
itrendezve éppen a bizonyitandd AE® = EF - EG cgyenldséget kapjuk.

) Hiizzuk be az AB’ és AB szakaszokat Ekkor az dbrin azonos
modon megjelolt szigek ugyanazon a koriven nyugszanak,
fay a erileti sadgek técle slapiin lneg:gy:mek Ebbl

z APB a szogek

megegyeznek, és ezérta oy héromszog hasonl6 egymishoz.
A megfelel oldalak ardnya:

PA- P4

PB " PB’

Az egyenlséget ftrendezve a bizonyitands dllitdst kapjuk.

) Az.a) részfeladat eredménye alapidn a PA-PB szorzat éréke
a P duend hiir helyzetétdl fiiggetienil dllando. Vegyiik
ezérta P és O pontokon dtmend AB" hirt (Id. dbra). EKkor

PA . mig PB

PA-PB=(r-x)-(r+x)

2 o Hasaljuk a do st A HAI hiromsabg basonl az
GI i szen az [ cstiesnil c \mgek ndk

mvmbbu Vﬂllovoﬂek 1évén AHI% = GEI<, és igy

szig megfelel szdgei megeayeznek. ‘Anasondsis dninya az

egymisnak megfeleld AH és GE oldalak arinydval egyenls, 4/ e

ami a feltételek szerint ; Ebbol adoddan persze IM =2- IK, N A

és ehhez hmoméan M.

2-JL. Egyszerdi szimolds mutatja,

hogy IK = —, ahol a az ABCD négyzet oldaldnak hossza.

&
Ekkor vmonl 2 HAI hiromszg terilete Ty = 5 +ahozz hasonls EGI hiromszg terilete

< & fgy az EJGI sirkiny terilete Ty ==

Tpgy =4-T,
k61 it 3

Asiirkdny teriilete a Kartonlap teriiletének 33,33%-a.

b) A sirkdny teriilete 3 m?.
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A BCl \égyszog hiimégyszog, hiszena BC oldala B’ és €’
estsokbal egyarint deélaat aat Iz, gy mindet pont
Wiseskeak RO erakae Thldso kel BRKG vlazont
az Aﬁc haromsz indl I:vn ~zogel ﬂjclﬂll ugy

CBC'%=180°- . anibal konetke Bis

leljesul Jeloljiik D-vel az A csicsb6l a BC* e;,yenesm llitott

merdlegesnek az ABC héromszdg koré irt korrel vald misik
metszésponji. Mivel £z AD cgyenes az AC'' hiromstg
C oldalihoz tartoz6 magassigvonala, ezért BADS = 90°
amit tgy is értelmezhetiink, hogy az ABC hiromszog koré irt kérében a CD Kiriven 90° —
magysigd kel zdg yugsei. A kertled stk Gelelapjin CBDS = 907 B srnten tlest
Tekintsiik most az ABD héromszget. A B estiesndl I6v6 szogre igaz, hogy:

igy a hfromszog derkszogd. s . hogy a kiré it kirénck O kizéppontia
beesi kasz felezGpontjdval. Mivel az O pont egyben az ABC hiromszdy
irhat6 korének kozéppontja is, ezért a feladat dllitdsit igazoltuk.

) Az dbrén azonos médon jelolt szogek a keriileti szgek tétele
alapjéin megegyeznek, hiszen az a-val jelolt szogek az ABCD
négyszig koré irt korben a (rovidebb) BC kiriven, a f-val
jelolt szogek pedig a (szintén rovidebb) AB kiriven nyugvé
Kerileti szogek. Ebbol addddan a BPA hiromszog két szoge
megegyezik a BCD hiromszig két szogével, igy a két harom-
sz0g hasonl6 egyméshoz.
Afeliételek szerint:
ABD% = ABP< + PBD% =
= CBD + DBP% = CBP<,
ezért az ABD hiromszog két szoge megegyezik a PBC hiromszog két szogével, igy a két
hiromszog szintén hasonl6 egyméshoz. Ezzel igazoltuk, hogy a BP szakasz az ABC hirom-
szijget két olyan részre viigja szét, amelyek koziil a BPA hiromszig a BCD héromszighiyz,
a PBC hiromszog pedig az ABD hiromszoghtz hasonlo.
b) A BPA és BCD héromszdgek hasonlosdga alapjdn:
ABL. BD,
AP DC’
AB-DC=BD-AP. (1)

Az ABD és PBC hiiror

szgek hasonlGsiga alapjan:
AD PG
BD BC'

AD-BC=BD-PC. ()
z (1) és (2) dsszefiiggések megfeleld oldalait sszeadva azt kapjuk, hogy
AB-DC +AD-BC=BD-AP +BD-PC =
=BD-(AP + PC) = BD-AC.
A kapot egyenlség szrin  himégysat szemkot oldalainak szorztbsaege megegyerik
az dtlok szorzatdval.
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Tavolsagok meghatarozasa hasonlésag segitségével,
hegyesszogek szogfiiggvényei — megoldasok

PZI) Az épiiletek magassdga: @) 40; b) 64; ¢) 112 méter.

PR A felvoné megkozelitdleg 294 m magasra visz.

5B A padldstér legnagyobb magassdga 7.5 m.

EID A helyesen kitdltot tiblazat:

@ m 9
9om  40em  diem ﬁ @ 40 - " = g W
12 3 12 3 3 ? % ?
Zm  ®m  am B = S > 2 2 z
£ 56 3 56 56 kS 56 3
3dm  seem  Gsom o B = 4 = = > 2
21k 54km 579k 03627 0936 0389 2571 0936 03627 2571 0389

| ey F2My=yX S =8 PRy Ny oMy M

e i e it e i i

EI8 A szerkesziés a defini
érhetd a

alapjn tériénhet. A feladatokban szerepl6, a hosszegységgel dssze nem

F3 A keresett szigfiiggvények értékei

KovetkezG I pommm pm v pm——
tiblizatban lithatjuk: —_—

sha  csa Mo clga

PO ST SV, A -2
7650 09813 01925 50070 01962
2612 04725 08813 0532 18650
141 02066 09716 02435 41074
546" 08151 05793 14071 07107
368 0590 08007 07481 13367
474 07361 06769 10875 09195

o 00 oSt osue 30777
5 OI7% 0% 0N 56713
%

09511 03090 30777 03249

B o=4,75°% 51,66° 33,24°.
7= 66,08 77.03% 28.1°

=62,02% 28,92° 15.8°
70,44°% 16,14% 35,6°
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[2415]
[2419]
am
am
am
am
am

aB
am
am

A helyesen Kitltott tabldzat (=):

Alehajté 2,34 m mélyre visz.

4fom  13em  4301om 72410 1759°

Alejt6 megkozeltGleg 42.5 m magasra visz.

506em  12cm 52 cm 76,66" 1334
Az it hossza megkozelitdleg 2518 méter.

f0om  4705m im 122 78
A napsugarak a talajra 53,13°-ban érkeznek.

936m  1298m 16m 35°48' 5412
Egy csavarmenet 2,47 mm magas

csina ccosax c a 90 -a
A templom toronydréjdt 55,22° emelkedési
szogben litjuk

Afolyd megkozelitleg 113 m széles.
Az énekes 41 méter tavol van.

A létra alja a falt6] legfeljebb 1,22 m tivolsdgra lehet.

Haa hdmnhl(\g dtfogdja ¢, akkor a befogdi ¢-sin 50° lletve c-cos 50° Mivel a keriilet 70 cm,

felirhat
elihato 4+ cesin50° + ¢ cos 50° = 70,

{gy az dtfogé hossza: 20
- =2906.

1+ 5in50° + cos 50°

A hdromszog oldalai 29,06 cm, 22,26 cm és 18,68 cm hossziiak.
Mivel a hegyesszg szinusza %,m zdggel szemben 16vG befog és az ditfogd arinya 5: 13.

Legyen az dtfogd 13, a szoggel szemben 16vG befogé Sx hosszisdgd. A mésik befogd hossza
Pitagorasz tétele alapjdn 12x hosszsdgd.

a) Ahegyesszig koszinusza %

b) Ahdromszog terilete: 212X 1

2= .04 = x=0,2.

A hdromszg oldalainak hosszatehdt 1 m, 24 m és 2,6 m.

Legyenek a derékszogd hiromszog befogdi a illetve b hosszi-
sigiiak. Mivel az egy csiiesbol

indul6 silyvonal felezi a szem-

Kozt oldalt, az bra alapjdn felithatok a kovetkezs Pitagora:
tételek: 2 b 9

aY, 2

2
Az egyenletrendszer megold:
Az a oldallal szemben levs o szdgre tehit felithatd, hogy tg.
Ahdromszog hegyesszogei: 36.87° és 53.13%
Mivel egy racionlis és cgy irraciondlis szdm hinyadosa irr
irraciondlis szdm.

Mise e rciondi i i i 1l
tudjuk eldonteni, hogy raciondlis vagy zim.

ondlis szam, cosa, tgar és clgar

szdm s, sin o ériékérdl nem
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EZED Vegyiink fel egy egységnyi befogdji ABC egyenl§ sziri derék- =
sz haromszoget, amelynek AB dtfogdja V2 hosszisigd.
Az A esiicsndl lev 45°-0s hegyesszog szogfelezGe a szemkizti
egységnyi befogdt a szomszédos oldalak ardnydban, vag
1:v2 .\mnyh:m osztja.
BC hdo"() D jdnak a derékszog

=DE).

esiiestol vett tdvolsd

1+ «/ 1+72 ¢
Tekintsiik az ADC derékszigd hiromsziget, amelynek cgyik
hegyesszisge 22.5° A

A hdromszighen a szoggel szemben levs befogs hossza s
egységnyi. 1+V2

asz0g melletti befogd hossza

b 1+2 1
Tehit 1g22,5° = —==2-1.
s 1 1442
D A két szoget tekinthetjik egy derckszogd haromszog két hegyesszigének.
a) Ahdromszog hasonlGsdgtdl eltekintve egyértelmien adott, ezért vehetjik az dtfogjit egység-
nyinek. Legyen a két befogé hossza a és b. A Pitagorasz-tétel alapjan: a* + b? = 1. A feltétel

sze

[
Az egyenletrendszert megoldva: a=0.8 és b= 0,
sinar=08 = o=53.13° és f=3687°
b) A szigeket megszerkeszthetjiik egy 3 és 4 egység befogdji derékszogl hiromszog hegyesszo-
geiként.
Az ABC hiromszdgben C-nél dcrékswg van. Az
7. az dtfogd felezGpontja F
erért vehejitk a CT szakaszt 12,2 CF ko 37 egységnyinek.

fogshoz tartoz6 magassig talppontja legyen

c 124 i

Thalész tételének megforditdsa alap
az dtfogd felezdpontja, FA = FB = F
A CFT hiromszogben a Pitagorasz-tétel alapjdn:

a derékszogd hiromszog koré irt korének kozéppontja
7.

TF=\377-122=35.
A CTA derékszogi hiromszigben:
=126 TA=35+37=72
A Pitagorasz-tétel alapdn:
CA=\122+722 = /5328 V3T
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A CTA derékszigii hiromszogben:

12 1

2737 A 3

Az ABC hiromszogben az el6z6ek alapjin CA = 12-4/37  illetve AB =237 =74, vagyis:
12-V37 _6-37
sinf= = .

74 37

Tehit a héromsziigben a hegyesszogek szinuszai:

sina =

é

Vegyiink egy olyan ABC egyenld szdri hiromszget, Am:lynek
az AB alapon fekvG szigei 72°-osak. Az fbra szerint az A csiics-
b6l KiindulG bels szogfelez két egyenl szird ha\romszo"rc
bontja az ABC héromszoget. Legyen AB=AD=DC= 1,

DB =x. Az ABC, illetve a BDA hiromszogek szogei p: roniént

cayenlGk, tehit ABCA ~BDAA

Akét hasonl6 hi 6 i 6

Az x csak poritiv lehet, mivel szakasz hosszit jeloli, ezért:

-1

DB

Az ABD egyent ket mmmswg szirai 1, alapja x egység hosszd. Az alaphoz tartoz6 magas-
sigot behiizva adé

Teht sin 18° ‘/"T

A derékszigd hiromszogben az egyik befogd 13 cm, a misik befogé hossza pératlan szdm, tehdt
2+ 1 alaki (n természetes szim). A Pitagorasz-tétel alapjdn az dtfog6:
Jen+ 17413 =an? + 40+ 1+169 = fAn - (n+ 1) +170.
Kt iton bizonyitjuk, hogy az ftfog hossza imraciondlis szdm.

Tegyiik fel, hogy raciondlis, vagyis felirhat6 s alakban (p, ¢ természetes szdm):

In

p

A D+ 170 =

q

Az egyenldség mindkét oldaldt négyzetre emelve, majd g>-tel beszorozva adédik:
[4n -+ 1) +170]- g% = p>




am

am

am

am

a2 piros kitevdjd hatvnyon szerepel.
hatvényon szerepel,
g bal oldaldnak

dsdl (eve
vel oszthatd, de 4-gyel nem, tehit az egyenk
an a 2 hatvénykitevje piratlan.

Az egyenldség jobb, illetve bal oldaldn a 2 hatvinykitevdie kiilonbozo paritdsi. Ez ellentmond
aszimelmélet alapiételének, vagyis az ftfog hossza nem lehet raciondlis szdm, tehdt az dtfogé
hossza irraciondlis szdm.

Az ABC, ACC,,
a Pitagorasz-tétel alapj
rendre:

2C, 1 derékszogdi hiromszigben
jin‘az AC.AC). .... AC,, dtfogdk hossza

V2,3,

Ekkor felirhat6:

Qo g+ g, =

Az el6z6 dsszegnek egyetlen tagja sem kisebb, mint % teht
n
1 1
LonLovmecge,
Nl k
‘g akkor 4l fenn, ha n = 1
Ezzel belfuk, hogy tgay +1gn + ... +1g0, 2 clg e,

(Osszefiiggések hegyesszogek szogfiiggvényei ki
nevezetes szogek szogfiiggvényei — megoldasok

Akifejezések egyszertbb alakijai:

a) sino; b) sine; ol d1;

e) sina - cos .

Az a), b) & ¢) részben a ctga, illetve a tg ot frjuk fel sina és cosar segitségével, majd alakit-

sunk ki kzos nevezot. Haszndljuk fel, hogy sinor + cos?er = 1.
A d) részben felirhatjuk, hogy:

(sin? 0 +cos? ) =sin e +3-sin*ar -cos?a + 3-sin’a - cos' o + cosSar =
sinfe + cos®ar +3-siner - coser-(sin’a + cos? @),
Mivel sin’a + cos?a = 1, ezért:
1 =sin®a +cos®a+3-sin*a- cos’a,
ami éppen a bizonyitandé egyenlsce.

Hasznljuk a potszogekre vonatkoz dsszefiiggéseket:

at; b 02
Akifejezések pontos értékei:

7
a) L J:: ol




IR A helyesen kitoltot tblizat: T3

3

5
096 ~ 09788

- o

B8 a) a>45%  b) <45
D A kifejezések egyszeriibh alakjai:

2o cosa+] 2 singcosa +sina+coa_ (sina+cosa”

: +cos
sina+ cosa sina+ cosa sina+ cosa
b) A 2439. feladat d) részébol:
. sin®a + cosar= 1 - 3-sin2ar- cosa,
valamint
sinto+ costa = (sin?a + cos?@)? - 2-sin’ - cos e = | - 2- sin’a: cos? .

Ezeket felhaszndlva:
2:(sinCoc+ cos%@) 3+ (sin*a + coste) =
=2-(1-3-sin’a-cos?@) - 3-(1 - 2-sinax- cos’e) = -1.
Akifejezés értéke 1

Ismeretes, hogy birmely porit
an az esetben lesz 2, ha a

inak és reciprokiinak az sszege legi

s libb 2, és az dsszeg csak
zdm 1.

Mivel tex reciproka ctg.x, az egyenldség csak akkor teljesiil, ha tgx= I, azaz x= %.

A 2435. feladat eredményét haszndljuk:

sntgr= 51 o720 sinise

5-2.45 _25-10.45
5 5 ’




Tekintsiink egy egységnyi dt ékszog hi amelynek egyik sge . A hi-
romszg befogsi sine, illetve cos .
Teriletét a befogok szorzaténak feleként szimitjuk:
Ismeretes, hogy adott tfogdi derékszie hi G deréksziet hirom-
szbg terilete a legnagyobb, igy sin - cos akkor a Iegndgyuhh ha o=45°

sing-cosa < sinds*cosdse= 2. 32 1

22 32

Tehita sina- cosa kifejezés maximuma % amelyet = 45° esetén vesz fel
Tekintsiink cgy cgységnyi AB dtfogcji deréksziigt hiromszo- m
gl amelynek ik hegyesadge . A iromszig bfogd sinc
illetve [N

Ahéram‘zon-ccycnlollcnsc“ alapjin a befogok dsszege nagyobb
az dtfogonl, tehit

Be kell még blmnyanunk hogy sina+cosa V2. &
56 tfogé mint dtmérd folé emeljiink Thalész- “
brt. A C derekszbgl csics ex e

en a koron mozoghat. Méj kfel

a Con 1l BC egyeneste az AC oldal hosszt, fzy C” pontl
Jutuk: Az ACC” hionsangegyen kel deéisang, tehde pr stiog 45° A BC*
zakasz h kell fels6 becslést adnunk.
anl az AB adott, a C* pont az AB hir 45°os li6sz0gkorivén van, amelynek kozéppontja az
AB iy F felezGpontja. Ennek a korivnek a hirja BC", ami akkor lesz a leghosszabb. ha éppen
alit6kor dtmérdje, vagyis dthalad az AB koriv F felezéspontian. Ez alapjdn BC’ akkor a leg-
nagyobb, ha az ABC hiromszog egyenld szird derékszigd hiromszog.
Tehdt sin o + cos e akkor maximdlis, ha o = 45° tehit

sina+ cosar < sind5° + cos45° = V2.

A 2444, feladat b) részébol:
sina+ costar=1-2-si
sindr+cosbor = (sin*er + cos* 0)? - 2 sin'ar - costor =
=(1-2-sin2a - cos?a@)?- 2 -sin*a - cos*ar,
vagyis
sin® o+ cos®, 4-sin’a-cos? o +2-sin - cost

Ezeket felhaszndlva:
2-(sin e +costa + sin et - cos o) ~ (sinber + cosbed) =

~(1-sin?a-cos?a) — (1-4-sin*a - cos’ar +2-sin‘ e - cos* ) =
=2-d-sin2ar-cosPer+2-sina-cost e — 1 +4-sin2ar - cosPer—2-siner - cos*
Akifejezés értcke tehdt 1.
> > . 5 L
Mivel s 1, valamint 1 + ctg?a = illetve 1414 L az egyenlet
o

bal oldala § .,,y s oot sin
1+2-(tg2a+ctga) + 2

Ismeretes, hogy bérmely pozitv szimnak és a reciprokdnak az dsszege legaldbb 2, tchit a bal oldal
legalfbb 1 +4 +2 =7. Tgy nincs olyan o hegyesszog. amely teljesitené az egyenlGséget.
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Haromszdgek kiilonbdzd adatainak meghatarozasa
szogfiiggvények segitségével — megoldasok

EE A hiromszog szogei: 66,42°, 66,42° és 47,16°

3,74° 53,13° és 53,13

) Az inga végpontjdnak két széls6 helyzete kzotti tavolsdg 6,5 cm.

EZE Akét szomszédos fog il berirt seisget megkapjuk, ha cgy olyan ceyenl sziri hiromszog szir-
sziogét 8 egyenlG részre osztjuk, amelynel pia zira 38 em hossz. A szrszogre:

) A hdromszog szogei:

sin =2 o aoe3se
2138

G i 6]
Alombseprd két szomszédos foga

sjl =7,94° szget zdr be.
P A hdromszg oldalai: 14138 cm, 83,82 cm és 83,82 cm.
Ahelyesen Kitglitt dblizat (a > 0

Oldalak szama Beirt kor Kore irt kar
5 10cm 6,88 cm 851cm
12 3,62 cm 6,76 cm 7em
9 655em 9en asBan
o
" ¢ 2.9 2. m\@
n
180°
n 2 WT r
n 2-5n!%" Ao’ A

B A kizépponti szig: 77.36°

) MegkozelitGleg 7,71 em hossza hirhoz tartozik 40°-os keriileti szog.
PI) A kir sugara 6,55 cm.

20 A kerilleti szog lehet 20.49° vagy 159.51°

EI7 Az oldallal szemkozti szog lehet 23,58° vagy 156.42°.
I8 A hiromszog teriilete: a) 408,95 dm?; ) 430 dm?; ) 329,40 dm?.
) A hdromszog sz
@15 A paralelogramma teriilete: ) 258,58 dm? ) 420 dm? c) 269.97 dm?.
I A paralelogramma teriilete 596,16 cm2,

ai 1588 cm, az alapja 14,05 cm hossza

@0 a) A szabilyos tizszog teriilete 769.4 cm?. b) A szabilyos hétszog teriilete 363,4 cm?.

<) Aszabilyos cm?

sz0g teriilete 1 -

180°
1
n
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) A teriiletek ardnya:

6% -sinds5°
e [
yoleszsg 2
Tty 6.5

A nyoleszog teriilete a hatsziig teriiletének 61,24 szdzaléka.
) A koré it kor sugara 10,12 cm.

ekl i b el A belt e tdppein i van

b6l kiindul6 belsd szdgfelezon. Mivel egy kor érintdje
.uemlega az érintési pontba hiizott sugdrra, az OEA hiromszog
derékszogd. Ezért felithatd:

A beirt kor kozéppontia, a derékszogd a beirt kimek a befngnkkdl vett érintési pontjai
négyzetet hatdroznak meg. Tehdt CE =2 és CA =2+ 6,34 = 8,34 cm.
Az ABC hiromszog tol

Ahdromszisg oldalai: 8.34 cm, 5,84 cm és 10,18 cm.
FZH) Legyen a hiromszig alapja a, a szdrai b hosszisigiak.
A héromszosg alaphoz tartoz6 magassdgdt behizva:
Zib =c0s72°35", amibGl a=2b-cos72°35

A feladat feltétele szerint a + b = 20, tehit: 55

2b-c0s72°35" + b =20, amibdl b=—""———=~125I;
20057235 +1

a=2-1251c0s72°35" =749,
A hdromszsg oldalai: 12,51 em, 12,51 cm s 7,49 cm.

a) Ahdromszog szdra 343 cm.
b) A hdromszog teriilete 587,0 cm?.
¢) Ahdromszog beirt korének a sugara 9.9 cm.
d) Ahdromszog kré it kirének a sugara 25,1 cm.
Ahdromszog szogei 54, 65° és 61°
a) A hdromszog teriilete: 2R?-sina-sin f-siny = 513,0 cm?,
) A héromszog legtovidebb m magassiga a leghosszabb a oldalhor tatovik, ami a héromszg
legnagyobb « szigével szemben van. Az oldal hos
Alegrovidebb magassgot a héromszog teriiletéb6] szmithatjuk:

2T ARYisinaisnpising o o g sinyai2823 oo

a
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¢) Ahdromszog keriilete: 2R - (sina+ sin f+ siny) = 103,6 cm
d) Ahdromszig beirt kirének a sugara: r=

s
Tekintsik a focipdlydt feliinézetben. A kapu AB szélessége 7.35 m.
Rajzoljuk meg azt a kort, amelyik dthalad az A és B pontokon,
valamint érinti a két oldalvonalat. Ennek a kimek a sugara 25 m.
Ismert, hogy egy szakasz folé emelt o szog ldtGkoriven kiviili
pontokbol a szakasz a-ndl kisebb szog alatt latszik.
Ennek alapjdn az oldalvonal mentén az a pont, amelybdl a kapu

a legnagyobb szog alatt litszik, a kor és az oldalvonal érintés
pontja. Ebbol a pontbdl a kapu éppen akkora szogben litszik,
mint a 25 m sugard korben a 7,35 m hosszisdgd hirhoz tartozd.
keriileti szog. A kr sugara, a hir hossza és a keriileti szog
o5

=99cm.

Kozott ismert dsszefiigeés alapjdn:
sina=2 =13 g4
2r 2-25
A partjelz6 legfeljebb 8.45° szogben lithatja a 735
aput.

2475

) Anyoleszog beirt krének a sugara 12,07 cm.

b) A nyoleszog kiré irt kirének a sugara 13,07 cm.

¢) Anyoleszog teriilete megkozelitdleg 483 cm?.

d) A szabilyos nyoleszog egy oldala a kizéppontjdbol 45%0s
szig alatt litszik, ¢s egy bels6 szoge 135°. Az dbrn lithat x,
y szl hosszt egy olyan derckszogi h.nromuop,bul
szémithatjuk, amelynek hegyesszoge 67.5° dtfogdja 10 cm:

x=10-5in67.5°=924 & y=10-cos67.5°=3.83.

Atengelyes szimmetria miatt a leghosszabb 4tl6t a ré merdle-
‘ges dtlok két 9,24 cm, lletve két 3,83 em-es részekre osztjik.

-8

B Legyen az ABC hiromszog BC oldaldnak felezdpontja F, az AC oldaldnak felezdpontja E, va-
lamint a :ulyvonnL\k hossza AF =9 cm és BE = 12 cm. Tudjuk, hogy a h.nromswg silyvonalai
hArmm.lnlek y az ABC hiromszog S silypontja az AF silyvonalat AS = 6 cm, illetve

3 em hownisiat sakaszokra bonga. Ugyanizy £ = 4 om, iletve S Fom

Az ABF és az ABC hnmm\zugek BF és BC oldalaihoz tartoz6 magassigai egyenldk, valamint:

=l

*BC; Tapr wiromsaog = 5 * TaBC hisomsaog

2

A BSF ésa BAF hiromszogek FS és FA olda-
laihoz tartoz6 magassdgai egyenldk, valamint:

Fs=Ll.m,
3

s hiromszig = T:w héromszig-
Tehiit

Tisr niromszvg = ¢ * TABC hiromszog-
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A BSF hiromszog teriilete Kiszdmithat6, mivel adott két oldaldnak hossza és az dltaluk bezirt szog,

amely 75° vagy 105

1,59 e

75 _8-3-5inl05"
)

8.
Tasr niromsasg =~

Az ABC hromszog teriilete ennek hatszorosa: 69,54
A héromszisg két oldala legyen a, illetve b. Ha a két oldal dltal bezdrt szdig 7, akkor:

@b ST _yab-
2

8- mewwus =8
A hegyesszig szinuszinak definicidja alapjdn siny < 1 = dab-siny < 4ab.
lapjén: 4ab=4-(Jab)' <4- (“ s ”] (@+by?.

A szmtani és mértani kozép

Ezzel az dllitast bebizonyitottuk.

zefiigg

Az ABC hiromszisg oldalainak hossza a szokisos jeloléssel legyen
a, b és c, szogeinek nagysiga a, B és y. A hiromszog B cstcsd-
bl indulé magassig talppontja legyen B a C csiicsibol induld

magassdg talppontja legyen C".

A BCBC’ négyszidg himégyszog, mivel a B és € pontokat tar-
talmazza a BC Thalész-kore.

egy 1evebel S T
56 szidggel, ezért az AC'B' hiromszog szigei péronként egyenlok 2
az ABC hiromszg szogeivel, tehit a két hdromszog hasonl.

Amegfelel oldalak ardnya: 2= 2. Az AC'C derékszogt hiromszoghl AC'= b-cosa, tehit:

ach
BC__4 o pe=a-cosa
bocosa b

Az ABC hiromszog a hosszisigi AB alapjhoz tartoz6 m magassdgdnak talppontja 7, a magas-
sigpontja M, amely a feliétel szerint m-nck a C-hez kiszelebbi harmadolGpontja
Az AMT héromszog hasonlé a CTB hdromszoghoz, mivel mind-

kettGben a 7-nél I6vG szog 90°, illetve a TAM és TCB szogek g
merdleges sziri hegyesszogek. h

A két hiromszogben a megfelel befogdk ardnya egyenls:

B
= = a=5077
7

2
A hdromszdg szogei: 50,77° 50.77° és 78.46°

210



Tekintsiik a mellékelt dbrit.
) Akor CB hirja a Pitagorasz-tétellel:
&+ =922m,
Ahirhoz tartoz6 CAB kerilleti szog az ADC
hiromszighdl szgfiiggvénnyel szimolhatd:

ta=t = a=73%
54

Ismeretes, hogy a kir sugardt egy hirjdnak és a hozzd tartoz6 kerilleti szognek a segitségével
dmolhatjuk:
922
-sin7,39°

Akir sugara 35,84 m.

b) A hid legnagyobb magassdgdt megkaphatjuk gy, hogy a kir sugardnak hosszibol kivonjuk
az AB hirjdnak a kr kozéppontjdtdl vett tévolsdgdt.

.84 —/35,847 =302 = 16,23 m.

A hid legnagyobb magassdga
¢) Az x hosszisigi tart6oszlop hossznak meg-
hatdrozdséhoz tekintsiik azt a kort, amely-
nek része a Korives tartoszerkezet. Az oszlop
X talppontjdnak A-16 vett tivolsigaa 60 m
hatod része, azaz 10 m.
Az AB hiirra merleges hir a kor kozéppont-
jit6l 20 méter tivolsdgra van, igy hosszi-
nak a fele:

X
PPALLY 5
Fsm

dvolsig az AB
hiirnak a kor kochponu&lél Vet tivolsiga:

35847307

Ez alapjén:
x+4/35,847 - 307 = /35,847 - 207,
x=10.13m.

Az x hosszisigi tartGoszlop hossza megkizelitdleg 10,1 m.
Hasonl6an az  hosszsdgd tartGoszlop hossza megkozelitdleg 14.8 m.
A fiiggSleges tartdoszlopok tehdt rendre 10,1, 14,8, 16,2, 14,8 és 10,1 méter hossziiak.

Sikbeli és térbeli szamitasok a szogfiiggvények segitségével
— megoldasok

FZI) A téglalap dtlGinak a hosszabbik oldalakkal bezdrt szige éppenaz
atlok dltal bezdrt szognek a fele. v

Ha a églalap hosszabbik oldala 25 cm, akkor a misik oldal: <@)
25-1221°=9,60. 4 ‘
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Ha a téglalap rovidebbik oldala 25 cm, akkor a mdsik oldal:

g21°
Atéglalap kerilete lehet:

~65,13.

2:(25+9,60) = 69,20 cm

vagy
2:(25+65,13) =

B0 A trapéz szogei: 55° 55° 125° és 125°

180,26 cm.

I Haa szimmetikus trapéz hosszabbik alapja 21 cm, akkor  trapéz misik alapja 3.45 em.

Haa

Ha a szimmetrikus trapéz paralelogramma, akkor a masik alapja is 21 cm.

EID A trapéz teriilete 154542 cm?.
B3 A szimmetrikus trapéz lehet hirtrapéz, vagy

metrikus trapéz rovidebbik alapja 21 cm, akkor a trapéz mésik alapja 38,55 cm.

Mindkét esetben
cgy olyan téglalapba, amelyik dtGja 8 cm. Ez az
6 a téglalap egyik oldalival 40°-0s szdget
Zir be.
Teriilete:

1=8:5in40° 8- cos 40° =

1,51 em?.

BT A kozos kiilsG érintok dltal bezirt szog 17,25°
A kiizs belsd érintdk dltal bezirt szog 81.08°.

B0 A korszelet terilete 18,06 cm?.

P Akétrész teriilete 65,27 em?, illetve 1190,73 em?.

I A hulladék 4,46 szizalék.

I A lampabiira dtmérdje 26 cm.

I A hegy magass
mctg18°24° + m-c1g22°43 = 8000 =

jel

Ahegy magassdga: 1483 m.

EIB A melickelt dbra ahpjin

Az egyenletrendszert megoldva adddik, hogy x =200 m.
dromszognek
ja, amelynek hegyesszige 50,2° és a vele szemben levs

A varjd dltal megtett [ Gt annak a derékszog
az dtfog
befogdja 220 m:

220
502"
A varjd dltal megtett it 286 m.

=286.

212

m=

ik m-mel. Felirhatjuk a kovetkezs egyenletet:

8000

aAglg2d +e1g2243

=1483.
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I Tekintsiik a mellékelt dbrdt. A hegy DC magassiga legyen .

Az ACD derékszogii hiromszogben: 0
AC=m-ctg21°32" e m

A BCD derékszogi hiromszogben: 4 &
BC=m-ctg19°42"

APitagorasz-tételt felirva az ABC derékszog hiromszogben: g% 14z

1,22+ (m-ctg21°32') = (m- ctg 19°42'2.
Az egyenletet megoldva m = 1,022.
Ahegy magassiga 1022 m.
I Tekintsiik a mellékelt dbrit
) Agila magassiga TCE derhsatgf biromsatghen sainol-
hatgs ET=20-5in65°~ 1813 cm.
b) Az alaplap Gt a TCE derékszogd hiromszoghdl szimit-
hatjuk:
AC=2:20-cos65°.
AC _2:20-cos65°
2 2
¢) Az oldallap és az alaplap p szoge a TFE szog. A TFE derékszogd hdromszogben:
ET
tgh= = = B=T176"
p=tr = B

Az alapél:
BC=

=11,95cm.

) Két szomszédos oldalél dltal bezirt o szig a BEC egyenl§ szird hiromszogbl szimithato:

sin2=EC o gz
2 EC
@) Az érintdk dlal bezdrt szog: 106,26" b) Az érintGszakasz hossza: 6 cm.

,6 cm.

¢) Az érintési pontok tavols

B A trapéz ket alapjéinak szdmtani kivzepe a kizépvonal hossza, fgy .
az alapok sszege 52 cm. Az érinténégyszogek tétele alapjdn az —
alapok hossznak dsszege a két cayenld szdr hosszinak dsszege. Vi B\
Aszir hossza 52:2=26 cm. A trapéz magas beithat6 kor

sugardnak keétszerese: 24 cm.

al meghatdrozott derékszog
ato:

sina=2 5 a=678
2

Atrapéz szigei: 67,387 67,38% 112,62% 112,62%

B A derékszogd hiromszog — 6sigto! adot, igy vehetjiik az tfogét
é akétszeletét 1, illetve 4 egysé ‘Abefogététel alapjdn a rovidebbik befogs

F V5 egység

mszig kisebb o hegyesszige szdmithat6 szogfiiggvénnyel:

A hummuog hegyesszigei: 26,57°; illetve 63.43°.
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D A kiils6 érintok 14,2505 szoget zdrmak be.
Akét kir kizéppontjdnak tivolsiiga 8,06 cm, ami nagyobb, mint a kirok sugarainak dsszege, tehit
akét kor nem metszi egymé

B a) Egyene:
seeri

0ssza az brdn Ifthaté jelilés

V607 =207

z6gét megh:

Az e Kils6 érint6 hossza:
Az i & i ivhossz kozéppor

az dbrin jelolt o szoget kiszimil

2:705% 5461 ca.
360°

360°-2-70,53°

Az i ivhossz 2107

Az i"ivhossz 2:30 -7+ =114,58 cm

360°
Aszij hossza: 2e + i +i'=252,33 em.

b) Keresztezett szijhajtds esetén hasonlGan jdrhatunk el.
=607 =407 =205 cm.

i 6s i* fvhossz kozépponti szdgét meghatdrozhatjuk, ha az
dbrdn jelolt B szoget kiszamitjuk:

cosp= ﬂ = p=4819°

Az f bels§ érintd hossza:

Az i ivhossz: 210+ 7+ M =4599 cm.
Az i ivhossz: 2v30-n-w=l37.96cm.
360°

A sz hossza: 2 + i + = 273,39 cm,

D A gabonakorok al lefedett teriltet kell meghatdroznunk. A mind-
ket kor dltal lefedett rés terilete a két egybeviig korszelet terii-
letének Gsszege. Ezen korszelet kizépponti szoge meghatdroz-
haté:

w2230 o g
2750
Akbrszelet terilete: 40794 m
Aok dltal lefedett terilet: 2. 50%7 ~2-407.94 = 14884
Abevérelkiesése tehit: 1.4884-4000-20 = 119000 forint.

4884 ha.

EED A mellékelt sematikus dbrit tekintve a hegy may pesig vl
tik. Az A megfigyelési pontbol a hegy esiicsa akl

a it Rl o Bt

AM egyenese. Az O cs

fr az. AOM derékszogd hamm;zou
levG o szog az O kozéppontd,

6375 kom sugarts korben a 250 km howst feher tarior Kovép.
ponti szog:

250
2.6378-7

360°=2,247°.
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2503

Az emlitett hdromszgben szdmolva:

A0
22 cosar,
MA

T8 __ 02,47 = h=4,908.
@78+ h

Ahegy tehit legaldbb 4908 m magas.

Az dbra jelléseit haszndlva a kozelebbi hegy esicsa legyen €,
ativolabbic pedig B
El6szir a kozelebbi hegy DC magassigit hatirozzuk meg.
A CDA hiromszogben: —o— = (g26°, /
x+200 Y
A CDE hiromszogben: ™ =1g42°. i DF E a0 A
x

Az egyenletrendszer megoldisibol adddik:
_200-1g26° - 1g42°
T gar-1g26°
Akizelebbi hegyesiics a siksig felett 213 m-re van.

A BT magassig meghatdrozdsa hasonlé médon torténhet a BTE és a BTA hiromszogek segit-
ségével

A tévolabbi hegycsiics a siksig felett 408 m-re van.

Az dbra jelolGseivel: a siki BT = 150 m magasra
visz. Az ABT derékszogi hiromszogben:

m =212,83.

Az ADE hiromszogben:

gl
=01

A BCE hiromszgben:

isig az ADE héromszgbol szimithat6:
_601,62-194,92
cosl1®

AE =41431
A BE és AE szakaszok hosszinak dsszege a siklG dltal megtett it, amely megkozelitGleg 622 méter.
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Az dbrdn az S pont Szeged helyét jelzi, 1 egyenes a Fold tengelye,
R asugara,
Az § pontnak 1 egyenestdl vett tivolsdga:

R-c0s46°15" = 4410 km.
A ¢ tengely korill elfordulva § pont 23,95 6ra alatt akkora utat
tesz meg, mint egy 4410 km sugari kor k:w!elc Ezént Szeged

a Fold tengelye koriil -’L‘:—'Q ~1157Kkm \Lbewé;,g\.l forog.

megmarads nyoleszdg szimmetrikus a (églalap szimmetria-
tengelyeire, tehdt az dbrdn lithat6 modon négy egybeviigd derck-
sadgthiromszoget kel evigni gl csicsaibl, A meg-
marado nyoleszig egyens oldald, tehit a hiromszogek x és
befogéira leIJe\u ekel! hogy:

13-2y=11-2¢
V==

Az clsé egyenletbdl kifejezve x-et, majd a mésodikba beirva az

Visszahelyettesitve valamelyik egyenletbe x

Szogfiiggvénnyel szamithatok a 3 és 4 befogdji derckszogd hiromszog hegyesszogei:
36,87

3°= 126,87 illetve b= 180°~

Anyoleszig szogei: = 180°—
A kor kozéppontja a szabdlyos haromszog O kozéppontja.
Az dbrdn lithat6 ABC szabdlyos hiromszig AB oldaldnak felezG-
pontja 7. a esticsokhoz kiszelebbi negyedelpontok D és E.
Abhoz, hogy megmondjuk, a kor terilletének hany szizaléka
esik a hdromszogon kiviil, ki kell szimolni a kir DE hirja dltal
létrehozott kisebbik korszelet terilletét. Ehhez szilkségiink van
akor sugardra és a DOE kozépponti szogre.

AzOT 212 cm oldali szabilyos hi g magas-
sdgdnak harmada:

Akér sugara szmi szoghol:
r=y(2- f) +3=\2Tem.
Az a kizépponti szisg felére felithato:
a_ 3
=2 o a=g1a0
8272
Akisebbik korszelet teriilete:

T =T S ()

216

7 v21).sinbl, 7y,
360° 2

4

=y
b od

25y +84 =0 misodfoki
cgyenlethez jutunk. Innen y-ra 21 vagy 4 adodik, de ezek kol csak az )

4 lehet megoldis.

36,87°= 143,13

¢
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2508

Akomek a Kivil es6 vagyis

AKor teriiletének =
20n

A hdromszog kiron kiviil es6 teriiletének Kiszdmit
akor és a haromszig kiszos teriletét;

3 _[(V21) 7 -138) < 10,18cm?

100=20,9 szdzaléka esik a hiromszigon kiviil.

dhoz a hiromsz0g teriiletébdl kivonjuk

Tekintsitk a mellékelt dbrét. Az emlékmd helyét jelolje £,

a park kozéppontjdt K.

Akét szomszédos tsvény dltal bezdrt szg a 360° nyolcada,

azaz 45 Az dbra tengelyesen szimmetrikus DL egyenesére,

igy elegends meghatdrozni az EL, EA, EB, EC és ED tsvé-
nyek hosszit.

ElGszor EL és ED hos
EL=300-70=230m;
ED=3004+70=370m.

Az EB szakasz merdleges KE-re, igy a KEB derékszogl hiromszogbdl a Pitagorasz-tétel

alapjin:
EB=1J300%-70% =291,72 m.
Az EC és EA tsvények hosszinak dsszege éppen CH tivolsiggal egyenlG, ami a kor egy
hirja,
A hiimak a kor K kozéppontjdtol vett tivolsga a KTE egyenl§ széini derékszogd hirom-
sz6gbol szmithatd:
KT =KE-sin45°=70

in4s5°=35-42=49,5m.

€T=13002-(35-2) = 295,89 m

Mivel KT=TE, a CE dsvény hossza 295,89 +49,5 = 34539 m.
EH =295.89 49,5 ~ 246,39 m.

Ez alapjén:

Az dsvények hossza megkozelitdleg:
EL=230m; EA=EH=24639m; EB=EG=291,72m;
EC=EF=34539m; DE=370m.

Ahdromszég alapja legyen a, a hozz tartoz6 magassiiga m,
anégyzetoldala x hosszisigi. A feladat feliétele szerint

mea
ca. (1)

=, amibél 4

Az dbra jeloléseit haszndlva, az ABC és DEC hiromszog B
sagel pronként egyeni tehit ABCA ~ DECA. I
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Az (1) és (2) egyenleteket Gsszevetve, majd rendezve:
a+m
4-a-m=(a+mp

m?

2-a-m+

0=(m-ay
Ez ut6bbi egyenl6ség akkor teljesiil ha m = a. A hiromszog alapon fekv o szogének tangense:
> a=6343

m
tga=""
a

2

Ah:imm\wg szibgei: 63,43, 6343 65 53,14%

Avom\lknwu trlet sagysignlegyen T. Az b Lot k 6 by, valamint a by sk Kiok

ivolsiga éppen a sugaruk hossza.
Tch.&l a k, & k: Kirok kozos részének terilete egy 6 cm sugard
Kiir 120%0s kizépponti szdgéhez tartoz korszelet teriiletének
akétszerese:

Hasonl6an a ky és k, korok kozos részének terilete: 44,18 cm?.
Tekintsiik a k; és ky, valamint a ky és ky korok kozos része dltal lefedet teriiletet.
Ezt a teriiletet kétféleképpen szim 4418-T.

Kiszdmithat6 a teriilet ugy is, hogy
a C kozéppontd, 6 cm sugard, 110°-0s korc
terletéhez hozziadjuk a , 65 by valaminta kz
és ky kirok kozos része teriileténck a felét:

6% %42 ~-44,18=78,72 cm?.

Akétféle médon szdmitott teriilet egyenld:
2:.44,18-T=7872 = T=964cm’

A vonalkizott teriilet tehdt 9,64 cm?.

A repilgép 6378 + 8 = 6386 km sugard Koriven repiil. A sema-

tikus dbrdt tekintve, ha a szemlél6 az A pontban van, akkor |
arepiildgép szimira addig tart6zkodik a litdhatdr felett, amig /
a BC kriven végigrepiil. A BC koriv o kdzépponti szogére tel- 8 1‘
jesiil, hogy: om0

o _6378

cosZ=22 o =574
276386
5

A repiiligép dltal megtett it: 2-6386 -7
639.43
00

378 _ 639,43 km
60°

Eztazutat 1= =0,91 6ra alat teszi meg.

A repiildgép kiiilbeliil 55 percig tart6zkodik a litohatdr felett.
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@ED

[2512]

[2513]

[2514]
2515
ED
ED

Vegyes feladatok II. — megoldasok

a) Akifejezés éréke 0.

b) Akifejezés egyszertbb alakja ctg? .
) Akifejezés értéke 1.

d) Akifejezés énéke 1.

) Akifejezs egyszerlibb alakja tga.

a) Akifejezés pontos értéke 3
b) Akifejezés pontos értéke 0,25.
<) Akifejezés pontos értéke 0.

60
@ Asaisg koszinusza 2, tangense 1L & kotangense 0.
61’ 60 1
21 2
b) Asog szinusza E mngeme = és Kotangense 7
15
€ Aszdg seinusza 1=, koszinusza 12 és kotangense <.
| 3 1
d) Aszog szinusza Koszinusza —— és tangense

N

io

A keletkezett részek hossza 1,99 em, 2,15 cm, 2,54 cm és 3,32 cm.

Az akna megkiszelitGleg 50 m mély.

Amisik alap 16,41 cm, a misik szdr 3.9 em hosszi.

Az oldalak hossza 20,32 és 15,24 cm.

Ismeretes, hogy egy héromszig kizépvonala a hiromszoghol egy az eredetihez hasonl6 hrom-
sibget mets . A hasonldsd arinya - tehit a Kizépvonalal lemetszett hiromszg tertlete

az eredeti hdroms

2 teriileténck negyede.
Az s el hasendl v 3, ABCD sepsbiggichdabinak
felezdpontj
A mmbum az AC anoja ket cgybevigs hiromszdgre bontja.
Az ABC hiromszog kozépvonala EF, igy az EBF hiromszog
teriilete negyede az ABC hiromszog teriletének, illetve nyol-
cada a rombus? teriiletének. HasonlGan a rombusy teriiletének
nyolead része a GFC, HGD és HAE hiromszogek teriilete is.
Tehit az EFGH négyszig terilete fele a rombus teriileténck.
Ha a rombusz oldala a, akkor teriiletének felére felirhato:

= a=1695.

“Tehdt a rombusz oldala 16,95
Megjegycé: Aombusat a saggatont vorallal el éponaai i o2 EFGH négysatg oldalai
nyole darab hiromszigre daraboljdk f os szimmal jelolt hiromszogek teriilete pronként
meacayerik,fay essel oz didarabolisal vinyosan s igazolhats, hogy a7 EFGH négyarbe et
lete fele a rombusz teriiletének.
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[2519]
[2520]

[2:21]

[2522]

[2523]

[252:]

[2525]

[2525]

Akrt a két egyenes két 131,92 cm? és egy 188,32 em? teriiletii részre osztja.
Tekintsiik az dbra jeloléseit. A folyd AB széles-
ségére felithatjuk
100+AB
20
= AB=20-ctg6°10°~ 100 =85.
Afolyd szélessége megkozelitdleg 85 m.

=ctg610' =

Tekintsiik a mellékelt dbrit. Legyen a torony ma-
gassiga x. Az y tévolsdg szimithato;
400-ctg21°

y
Tovibbi felithats:
ELLLUNPSY
Y

Az egyenletrendszert megoldva adédik, hogy
x=21. Atorony magassiga 21 m.

a) és b) rész esetén a kifejezés éncke egyszerdisités utdn 1

) Négyzetre emelve, majd dsszevonva a kifejezés: 443 -tgar-ctgar =

@ adadik, hogy a kifejezés: &

=sinta+

d) Felhaszndlva, hogy
) Amisodik tortben ctg -t dtirva:

-3
wo  age-3_ we g
e aga 1-3-ga

a
T

ga
a) A szirak 30,78 cm hossziak.

b) A szithoz tartoz6 magassig 17.21 em,

©) Ahdromszog teriilete 264,86 cm?.

Mivel a beirt kiir befog6kkal vet érintési pontjai, a beirt kiir kozéppontja és a derékszogi csi

V2 em.
A2470. feladat gondolatmenete alapn az itfog6 41,51 cm.

négyzetet hatdroznak meg, a beirt kir sugara 12 M2

@) Arombusz dtl6i: 9,52 cm és 28,45 cm.
b) Arombuszba irt kor sugara a rombusz magassagdnak fele: 4,51 cm.
) Arombusz teriilete 135,41 cm?.

Legyen a rombusz oldala a. Mivel a rombusz tl6i merdlegesen felezik egymdst és felezik a csi-
«

csoknil 16vG szogeket, felithat: sin

= ileve sin2 =L, Akeust ssszeadvas
2 272

sinZasinfo LS
2" 272" % 2
Innen az s Kizvetlentil addik, hiszen a rombuss kerilete 4a.
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beit ardinak két azaz 20 cm.
Az dbra jeloléseit haszndlva:
Az AED derékszigi hiromszoghdl:

AD=

a)

<2128 aE=—2
700 i
A BFC deréksziset hiromszgbol:
pe=—2_~2031; pr=—22 A b
Sinso° 280"

Az érinténégyszogek tétele alapjdn:
AB+DC=AD+BC=

= §
Sin70° " sin80°
Tehiit a trapéz terilete:

{5 * )
i 3 S8 <4159 o

- m-(a+c)
Taper==—5—
b) Mivel AB+DC=2DC+AE + BF, ezért:
20 20
=2DC+—— = DC=1
Sin80° Ig7()“ 1280°
Amésik alap kiszdmitdsa: AB = DC+ AE + BF =262
Atrapéz szirai 21.28 é 20,31 em, az alapjai 15,39 és 26,2 em hossziak.
EFD a) Akét emelet kozotti magassdg 22-17 =374 cm.
Akérdéses o szog tangense;

tga= 224 =2051°
Afelvon hajldsszoge tehdt 20,51°
b) Alejt6 hossza:
=10,68 m.
Afelvoné —07 53,4 masodpere alatt ér fel.
Az dbra jeloléseit haszndlva: AT = 3 2
A2 ATD dertksiog hiromsighen Piagorasz-ételbl
AD =109 V|
A TBD derékszogi hiromszoghdl:
10 b o>
@TBDS = o = TBDE=398° isT &

inak hossza /109, és ehhez a hirhoz tartoz6 keriileti szog 39,87

Tehiit a trapéz koré frt kor egy hi
szefiiggés alapj

Innen az ismert

Re 109
2-5in39

=8,16.
9,8

Atrapéz kié it kor sugara 8,16 cm.
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“Tekintsiik az dbra jeloléseit. A BCF derékszogl
hiromszoigben az AB alaphoz tartoz6 magassig:

cr=-2 _1678cm.
1250°
Tehit @ magassdg mint dmérd folé it kor
sugara 8.39 cm:
0C=0E=0F=839,
A7 OEC cgyenld szt hiromszigben: COES
ponti szisge tehit $0°, A kir hiromszzon
Korszelet teriletének kétszeres

80°~50°~ 50°=80° Akisr CE hirjdnak a kozép-
il es6 teriilete a 80°-0s kivzépponti sz0ghoz tartozd.

8,392 -sin80°
2

T=2.(839.7 =28,91

zw

AKkor és a hiromszog kizos részének teriilete tehit 8,397 728,91 = 192,12 em?.

intes terep sikja legyen a DCE hamm\zuk sikj
hclyel jelilje E pont. A repilGeép repiilési magassiga h, és egy
percalattaz A pontbéla B pomm é. Ampulér’Cp «,gy perc alatt
10 km utat tesz meg, tehdt AB =
Az ECD derékszigl haummzogbcn a dcrckszo-vu esiies C-nél
van. Oldalainak hosszdt fejezzik ki h-val.

Az ACE héromszogbdl: EC = h-ctg35°

A BDE héromszogh6l: ED = h-cig25°.

Az ECD derékszogi hiromszogben felirva a Pitagorasz-tételt:
(h-ctg35°2 +10% =(h-ctg25

100

A repiiligép repilési magassiga megkozelitdleg 6251 m.
Atestitlok hossza VA30 em.

a) A BH test k az oldalélekkel bezart o szige a BDH derék-
sz0g( hiromszogbol hatirozhaté meg:
20

= a=1947"

cosar

Jas0

b) A BH testitionak az alapélekkel bezrt ﬂ stige a BGH derék-
sz hdromszogh6l hatdrozhatG meg
5

= B=7637"

cosp

) A BH etinak oz ldallpokbal bz  sabge a BGH de.
réksziy 25gh0l hatirozhatd meg. a v szdg éppen a
stiog pmvoge‘ agyis 72 13.63°

) A B shlSoak o saplapokial eskt & szge a BDH de-
rékszisgs hiromszgbl hatdrozhatd meg, a 5 sz éppen
az @ szg potszoge, vagyis 8 = 70,53,
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BB Az dbra jelolés: nmvmm a famagassiga DC,

dmyéka DB a BAC szog derékszog. )
Az ABC u
—— = ABCX=T7226°
0, xz
Az ABD derékszogd hiromszogben: i 2

Az ABC derékszog@ hiromszogben:

972260 = 204 PC el 404,
489

Afamagassiga 14.24 m.

Ismeretes, hogy az ABC hiromszogben az oldalakat a szokdsos
Gdon jelolve, a beirt kor érintési pontjainak a csticsoktl vett

tavolsiga s —a, s— b &

1 a hdromsziig beirt korének kozéppont

bels6 sziigfelezk
metszéspontja szolgdltatia, lg% kifejezhets az AOT derékszigi

hiromszogbdl: tg % =—"— (r a beirt kir sugara).
275

A hiromszg teriiletét kétféleképpen szimolhatjuk. Egyrészt
a beirt kor 7 sugardval, mésrészt a Heron-képlettel

ser=ys-(s-a)(s-b)-(s-c), amibsl

Haa hdromszog dtfogdjnak hossza 3, a beirt ki sugara 7, akkor 8,
a beirt korhiz a csicsokbol hizott érintdszakaszok hosszinak

.
cgyenlGségébol Kovetkezden a befogk hossza x +, illewve .
vy ‘

A dertis g hiomszogben Piagorass el alapjin:
Ce P+ (2x+ 1) = (3x)2

Atrendezéssel adodik:

22+ Gur —4x?

s sor g "
Mivel © értéke nem Ichet negativ,
X

A derékszgd hiromszog Kisebb o szogére felithatd, hogy:

rrx _Lor 11 234317 114317
% 3x 33 2 3 6
Ahdromszg hegyesszogei 31,37° és 58,63°

sina =
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B Ahdromszog szogei: @ =50° B =60° és y=70°

Mivel a héromszog hegyesszogd, az oldalakra kifelé rajzolt félkor mindegyike kivil esik a hirom-

stidg koré irhatd kirén. Ahhoz, hogy a kérdést megvilaszoljuk, elég a felkerok teriileténck dssze-

26b61 kivonni a hiromszog kré irt korének a haromszigon kiviil esd teriiletét.

A héromsziig oldalait az ismert 6sszefiiggés alapjdn szdmolhatjuk:
0-5in 50°, +20-5in60° és ¢=2-20-sin70°%
ra kifelé rajzolt félkorok sugarai az oldalhosszak fele, ezért teriletik dsszege:
[(20-5in50°)2 + (20 - 5in 60°)? + (20 - 5in70°)] =

7 22007 - (5in?50° + sin260° + 5in>70°) = 1394,
A héromszisg koré it kisrének a hiromszogon kiviil esG teriilete szmolhat tgy, hogy a kor terii-
letébdl kivonjuk a hiromszog teriiletét:
20%- 7~ 2-20%5in 50°- 5in 60°- $in 70° = 757,3.

A kérdéses teriilet a két teriilet kiilonbsége: 636,7 cm”.

a

>

A hdromszog old:

B Az dbra jeloléseit hasznlva a hegy m magassigdval szamithatok
akovetkez6 tivolsigok:
AT=m-ctgd0”,
BT =m-cig50°,
CT=m-ctg60°.
Az ACT hiromszig AC oldalinak felezéspontja B. Erre a pontra
lukmzve a héromszoget, az credeti s tikrzott hiromszg cgyitt o
alkot. Ismeretes, hogy 7007
oldali hosssinak négyzetosszege egyenld az dldi hosszdnak Ty
négyzetdsszegével, ezért felithatG:
2-(m-ctgd0°)? +2-(m - ctg60°)? =
14002
2-c1g240°+ 2 c1g?60° — 4 - c1g?50°
m=1685.

2 m-cig50°)? +1400%

m?

Ahegy magassdga 1685 méter.

B Az dbrén a turistaa C pontban van, a hegyesics helyét F, a hegy-
csics tikorkepét a t6ban F* pont jeloli. A 16 tikrének szintje
az ¢ egyenes. A tengerszint feletti magassdgokbol. illetve a tik-
r5z6déshol adodsa

TF=TF =2000-500 = 1500 m.
Az FBC, illetve az F'BC hiromszogben:
1500

1g28°= . lletve 1g52°=

x+1500
=

Az egyenletrendszert megoldva: x = 619.52; y = 1656.

a) Aturista a tengerszint felett 619,5 +500 = 1119.5 méterre van,

b) Az FC tivolsig az FBC derékszigl hiromszightl szimithaté: FC =
Aturista légvonalban a szemkozi hegyestestl 1875,5 méterre van.
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Tekintsiik az dbra jeloléseit. Legyen az alapél
él 4

31, a7 oldalél 4x hosszisigi. Az oldalla - L
nak hossza Dv .
Toljuk el a C'B dtlét
B-be keriljon. Az s Vetponta s /Is
legyen B
Feladatunk az ABB” szg kiszdmoldsa () i e \ex
e AT hivomsag gyen it
hossza S5x. Az AB’ 8 %
hats av AL cgycnl‘ 5

-
o

yos
b 72" kool a7 adalokbol kamuk

AB” 6°=6-x-sin 36"
Tehitaz ABB" gyenls szird hiromszig alapja 6--sin36", szira Sx. A hiromszig  szirsz-
gére felithatd;

= B=413°

Az AB’ é BC' dtlok 41,3° szoget zirak be egymdssal.

Vektorok é 6), vektorok
dsszetevdkre — megoldasok

nbozd iranyu

D A szerkesztések a vektorméveletek defin

B0 Hasz

@B a)3-d-2-b;
b) (V2+1)-(5 -

alapjdn elvégezhetdk.

ljuk a vektormiveletek defi

~1428cm
) Az dbra alapjdn (=) 5 o
B V
CB
FEB Alejtovel pirhuzamos erd: ~ 10598 N. A
Alejtdre merleges erd: 200-c0332° = 169,61 N. 4 g

B A vektor végpontja a DC oldal D-hez kivzelebbi harmadoldpontja.

EE) A hdrom vektort egy
szbget zdrmak be.

0z fiizve szabdlyos haromsziget kapunk. A vektorok egyméssal 120%-0s
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I Ha a hrom vektor paronként 120°-0s szoget zdr be, akkor dsszegiik nullvektor. A minimalis hossz

nulla. A maximilis hossz 15 cm. Ekkor a hdrom vektor azonos dlldst és azonos irdny.
FEI A nullvektor egyenld az ellentettjével

) Az dbra alapj

AC=AB+AD é BD=AD - AB.

Mivel az ABD héroms

2 6 cm oldali szabilyos hiromszo:
BDI=6 cm.

Az AC @l6 egy 6 cm oldali szabiilyos hiromszog magassfgdnak
Keétszerese:

A s 8

FEHD Az dbrén lithat6 modon toljuk el a két vektort egy kivzos O kezdd-
pontba, és a vektorok végpontjai legyenck A és B.
Afeladat feltétele szerint az ABO héromszog derékszog, va
mint az OA itfogé hossza hiromszorosa az AB befogé hosz- 0o 7 4
szinak.

Akét vektor dltal bezrt o szig szogfiiggvény segitségével szamithato:

Akét vektor dltal bezirt szog tehdt 70,53

[25:: O %
&EB A 0 dsra vonatkoz6. alapjdn a szerkesztés elvégezhetd.
P A vektorfelbontds egyérielmiségébsl adédoan:

a) a=2,p

b) a-2p=2a, illetve f=4= a=-8;
) a=2p=0, illetve 5o~ f+27=0=

Tehit: &

rnrs=ﬁ)+éz5+ﬁ+§

T A harmadol6pontba mutat6 vektorol

) A pontokba mutat6 vektorok:
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B Az egy csiesbol iinduld oldalélek vektorai legyenck @, b és 2.

Alapitldk vektorai ezekkel kifejezve: ’
G+b, b+¢ & T+d

A testdtlo vektora:

G+b+e.
A feladatban szerepl6 hét vektor osszege:

a+b+c+(a+b)+(b+2)+(@+a)+(a+b+e

A vektorok ésszege éppen a csticsbol kiinduld testatls vektordnak a négyszerese.

B A keresett vektorok:
) OH

& f)OD=a+e-b;

ektorok legyenek @, b és €. Az 2, [ és g lapkozéppontokba
Ggével elillithatdk:

Az egyenletrendszert @, b és
a

ismeretlenekre megoldva adodik:

¢
+g-f b=e+f-§ & F+i

) a) Az FE vektor a hromszog kozépvonaldnak a vektora, tehdt pérhuzamos az AB vektorral és
fele olyan hosszi:

A C pontb6l az AB szakasz mutaté vektorok

segitségével kifejezhetjik:

b) Az eldzGek alapjdn:

|7E|

Ahiromszég AB oldalihor tartoz6 magassigénak talppontja

legyen T. Tudjuk, hogy a CTB derékszigi hiromszog TB

belogdia 9 am, valamint:

70°= CT=9-1g70%

A TKC derékszog hiromszogbl Pitagorasz-tétel alapjdn:
[CK|= 37+ (9-1g70°7 = 24,91 [\

Tehit [CK| < 24,91 em.
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Az A csiics képe Snmaga, tehdt 0-b6l A-ba
mutat6 vektor d.
csics képe B, akkora BB’ szakasz B~
hoz kozelebbi harmadol6pontja az A pont,
ezért az ismert képlet alapjdn:
a2 BeE o o3e
3
Hasonldan adédik:

@ BC=b és CD:
re bonthat6, az dbrdn jelolt vekto-

rok egyenldscgét kihaszndlva:
AC=i+h, AE=

Tehit:
AB+AC+ AE + AF=a+(a+5)+ (5 +

=2.(@+b+e

2.AD.

. Ezen vektorok ellentett

Legyen ED = ¥, F(
illetve FB=-3.
Az EF vektort kétféleképpen is kifejezhetjiik:
EF=ED+DC+CF=%+i-5,
EA+AB+BF=-%+b+3.
Akét egyenletet dsszeadva adddik, hogy:

i+h

3. Mivel £ és F harmadol6pontok, ezért
-2-3
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A BCQP négyszig PB és QC oldalait az dbrén Lithaté médon
wanynsuk vektorokkeént. Mivel az d és b vck!ora feladat felié-
tele alapyi az dltaluk kifesz
mmhuv_ Az Bsszegiik ektoa ezt a két vekior szogét, vagyis
az i+ b vekior pirhuzamos az ABC hiromszig A cstcsdbol
indul6 belsG szigfelezGiével. A BCOP négyszognek EF kiszép-
vonala, fgy a 2564. feladat alapj

Ezzel |g.uo||uk hogy EF egyenes pirhuzamos az ABC hiromszog A esiesdbol indul6 bels

stogleleziével.

) Legyen O egy tetszdleges, de rogzitett vonatkoztatdsi pont.
Egy pontba mutats helyvektort jeloljiink ugyanolyan kisbetdvel,
mint a pont betdjelét.
Az dbrén lithat6 ABCD tetraéder AC élének felezGpontia E,
BC élének felezopontja F, BD élének felezGpontja G és AD 4
dlének felezopontja H. Az O vonatkoztatisi pontbol egy szakasz.
felezdpontjdba mutat6 helyvekior a végpontokba mutat hely-
ani kisz e

vektorok

Mivel a négyszog két szemben 16v6 oldaldnak vekiora egyenld, a két szemben 16v6 oldal pirhuza-
mos és egyenl6 hossz.

Beliuk, hogy az EFGH négysat parlelogramma. Hosonldanfichatunk ol birmely Kt szem-
Kzt élpdrbol

Egy tetraéder bmmcly kcx szemkozti élpdrjanak felezpontjai paralelogrammat alkotnak.

Vektorok alkalmazasa a sikban és a térben — megoldasok
) 0D =04 +0C - OB
T Az ABCD paralelogramma A st

b6l az dtlginak O metszéspontjdba mutatd vekior:
ey
yro

Az O pontot eltolva 2- BC

-b vektorral 0" “pontot kapjuk:

v2.5od*Sb

A0’ = A0 o
Az A csiiesbol az eltolt paralelogramma dtlginak metszéspontjdba mutat6 vektor:

7
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Asik egy tetszdleges O pontjdbol az dbra pontjaiba mutat6 hely-
vektorokat jeloljik ugyanolyan kisbetdvel, mint az dbrdn 16vG betd.
Az dbrén lithaté ABCD négyszog oldalainak felezGpontjai E, F,
G és H. Bizonyitandd, hogy e+ +§+i =a+b+¢ +d.
Egy vonatkoztatdsi pontbdl egy szakasz felezdpontjdba mutat6
helyvektor a végpontokba mutatG helyvekiorok szdmtani kozepe:

l() d+b
n
0P o) as ()
) Az dbra alapjin:
cs 55 <
AF=—.
7

A szabilyos hiromszog koré it korének kozéppontia a hirom-
saiog silypontja s egyben, tehdt O pont harmadolja a CF sly-
vonalat. Az A vonatkoztatasi pontbol CF szakasz harma-
dolGpontjdba mutat6 vektort a szakasz végpontjaiba mutaté
vektorok segitségével kifejezhetjiik:

T
ey A I
; 2.5 HAC AB+AC.

B

@D o 5-12o4d b) b=4-p-3-G

Abizon

2570. feladat alapjdn torténhet.
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EEE) Az ABC hiromszog silypontjdbl a BDC hdrom:
d-a
=

stlypontjdba mutat6 vektor:

D) Jelsljiik egy tetszdleges, de rogzitett vonatkoztatdsi pontbél az egyes pontok helyvektorait
ugyanazzal a kisbetdvel, mint amelyik pontba mutat
A siilypontra vonatkoz6 dsszefiiggés alapjdn:
?7E+l;+(" L _E+f4E
FEl 2L
AE+BF +CG=(¢-a)+(f-b)+(g-c)=(¢+F+8)-(a+5+2)=3-(p-7)=3-SP.
amit bizonyftani kellett.
) Az AB oldalél felezdpontjdbol a tetraéder slypontjdba mutatd vektor:
c+d-a-

) Egy vonatkoztatisi pontbol egy szakasz. jdba mutat6 helyvektor a mutaté
helyvektorok szimtani kizepe.
Atetraéder D csiesdbol az ABC alaplap Cleinek felezdpontjaiba mutat vektorokat az A, B és C
esticsokba mutat6 vektorok segitségével felirhatjuk:

a+b b+e

. és
2 2

A D csiieshdl az ABC é i dltal hiroms
mutat6 vektort a felezdpontokba mutatd vektorok szimtani kozepeként kapjul

a+b b+e d+d
bl N
2 Yo _a+bee
| :

Eza vekior azonos a D estiesbol az ABC hiromszog silypontjdba mutatd vektorral.
BB «) A DE vektor felirhaté két vektor kiilonbségeként:

DE=¢-b.
b) A vektorosszeadds paralelogrammaszablya alapjdn:
AC=a+b, illeve AE=.
Az A cstiesb6la CE oldalél F felezGpontjdba mutat6 vektor
AC & AE szimtani kozepe:
GFodthrE
2

©) Az A estiesb6l a BCE héromszisg csiicsaiba mutat6 vektorok:
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B0 Egy tetsz0leges vonatkoztatsi pontbol az ABC hiromszog silypontjdba mutat6 helyvekior a csii-
csokba mutatd helyvektorok szdmtani kozepe:

d+b+e
3
A vonatkoztatasi pontbdl a hdromszig AB, BC és CA oldalainak felezdpontjaiba mutaté vektorok
rendre:

A stlypontbdl a hiromsziig oldalainak felezspontjaiba mutatd vektorok:
2

a+b _a+b+c_i+h

T 6

b+¢ _d+b+e _b+i-2-a
2 3 [

G+a_d+b+d_c+a-2:b
2 3 6

AfelezGpontokba mutat6 vektorok sszege nullvektor.

EED A sokszog oldalait  kirbe™ mint vektorokat irdnyitva, osszegik nullvektor.

2008 + FaoosFy 4z oldalvektorok
B+ FyFy + ...+ FgFaons + Fagaghy =

egével egyenld:

EHB Ha hirom vekior Gssrege nllvktor, akkor aokat cgymishor fiave az lsS vekior keaddponta
caybeesik a harmadik vé alkot. ElG tatni, hogy a hiromszog
silyvonalait mint vektorokat ik irdnyitva, azok sszege nullvektor:

Legyem:k 2 Ab‘C mmmuug oldalaibél képzett vekiorol
. CA ¢ Ezen hdrom vektor dsszege nullvektor.

Az dbra ,elmmz hasznlva az AB oldal felezdpontja E,a BC ol-

dal felezGpontja F és az AC oldal felezGpontja G.

Az i, b és & vektorok segitségével fllitsuk el6 a stlyvonalak

vektorait:

AF

+3 B=a+l & T
2 2

Ezek dsszege:

AF +BG+CE=2-(a+b+¢)=0,

vagyis a silyvonalak szakaszait el lehet gy tolni, hogy azok egy hiromszdg oldalait alkossdk

EE0 Ismert, hogy birmely ési pontbol eg iba mutatd helyvektort ki lehet
seimfai  vonatkotaris pontl a cstesokba mutatd helyvektork st Kszpeként. Legyen
most a vonatkoz nt éppen az ABCD tetraéder § silypontja. Ebbdl a pontbol a csic:
mutaté nelyvekmmk.n Jelnl ljiik ugyanolyan kisbetiivel, mint a csiics betdjele. Az el6zGek nlApJ

d+b+e+d
4

K
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Mivel egy pontb6l nmagdba irdnyitott vektor a nullvektor:

# 5 = a+beced=d

Egy tetraéder stlypontjébol a csticsokba mutat6 vektorok ésszege nullvektor.

258,

Az dbra jelléseit haszndlva a meghosszabbitott lapitlok vek-
torai:

(04 +03), -

i s £
S 13
(06 +0¢). W
e
Ismert, hogy egy vumnkommu pontbél egy hiromszog sily- 0 4 5
pontjdba mutatd helyvektor a csticsokba mutaté helyvektorok 7]

Cimtani Kesepe, ehitar O exicabdla BT hiromszbg  siy-

pontidba mutat vektor:

3
2

=My ey A B e B
s (04 +0C)+> (04 +0G)+> -(0G + BC)
ﬁioam;um _2 2 - 2 =0A+0G +0C.

chl 0 pontbél az E pontba mutaté helyvektor is OA+0G +0C, az E és az S pontok azo-

Az, b é & vektorok végpontjai Jegpenek A, 5 s C. Tgyik el hogy pont 2 AR sakasn
m:n ardnyban osztja tgy. hogy A

Ismert, hogy ¢ vektor elGdll a kovc!kczo ’llakbnn

d+mb

n+m

Ezt irhatjuk a kovetkez6 formdban:

ned+m
nem

pem - nem

Mivel —— +——
nem n+m

HasonlGan bizonyithat6 az

=1, az dllitdst bizonyftottuk.

litds, haa C az AB szakaszon kiviil van.

Aza, b é

vektorok végpontjai legyenek A, B és C. Ekkor:
AC=¢-d=a-i+(1-0)-b-a=(1-a)-(b-a)=(1-0)- AB.
Az AB é AC vektorok pérhuzamosak, tehtaz @, b és & vektorok végpontjai egy egyenesre esnek.

@D Legyenck az ABC hiromszg oldalaibél képzett vektorok:
BC=.CA=b és AB =Z. Ezen hirom vekior hiromszoiget alkot,
osszegiik nullvektor.

Ha hérom vektor dsszege nullvekior, akkor azokat egymdshoz
fizve az elsG vekior kezddpontja cgybeesik a harmadik vég-
pontjdval, tehdt hiromszoget alkot.

Ez alapjdn elég megmutatni, hogy az AA', BB
Gsszege is nullvektor.

CC' vektorok
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Mivel az A, B’ és C" pontok a megfelel oldalakat azonos ardnyban osztj

BB _AC Ly
BC CA  AB
amibsl kivetkezik, hogy:

BA'=1-BC=1-a,

Ezek dsszegére adédik:
AR+ BB +CC = +1)-(a+5+¢)
Tehdt az AA, BB’ és CC* szakaszokat egy hiromszogeé lehet

Az fbra jeldléseit haszndlva elég beldni, hogy |2
iszen az i+ b vektor a paralelogrammaszably alapjn a stly-
vonal vektordnak kétszerese.

Az G vektor ~90%os forgatottja @’ a b vektor ~90°-os forga-
tottja -5, Ezalapjdn az d+ b vektomak is ~90°-0s forgatottja
az EF = ~ b’ vektor. A forgatds tavolsigtart6 transzforms
ezért @+ b és EF vektorok egyenld hossziak.

Tehdt az EF a hiromszog C cstesibol indul6 sdlyvonaldnak
Ketszerese.

A tobbi silyvonalra is hasonlGan bizonyithat6 az dl

A hdromszog beirt korének kozéppontjdt a bels
metszéspontja adja.
Tudjuk, hogy egy hiromszog belsG szigfelezse a szemkizti
oldalt a szomszédos oldalak ardnydban osztja.
Az ABC hiromszig A csiicsdbol indul6 belsG szogfelezs az a
hosszisdgi oldalt egy olyan D belsd pontban metszi, amelyre
igaz, hogy BD:DC = c:b. A BD szakasz hossza tehdt:

a L

bre

Az ABC hiromszg B esticsingl levs belss szogfelezGie az AD szakaszt a hiromszog befrt
kirének K kizéppontjdban metszi. Ez a szogfelez6 az ABD héromszog B csiicsdndl levd belss
szbgfelezdie is, tehdt az AD oldalt a szomszédos oldalak ardnydban oszja

szogfelezok

Samenba P pont 3 B sakass aon osiSponte sy 4 1, akkor egy rogritett
0 vonatoztat égponiok @ és b helyveklmalm a P oszt6pont
P helyvekiorira fenndl a kovetkez omcmgg s
ned+m-b

nem
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Az O vonatkoztatisi pontot tekintve az A, B és C esiicsok helyvektorai rendre d. b s .
Mivel BD:DC = ¢: b, az osztépont helyvektordra vonatkozd képlet szerint:
B+

0D =

b+c

Mivel
AK _b+e
KD a

ezért

e biBret
—_adsr0-08_“ PO T sarbBecs

0K
a+(b+o) a+(b+o) atbtc
Tehit a beirt kor kizéppontjdba mutatd vektor:

oR-@idtbbrce
atbe

B Egy tetszGleges, de régrieit O vonatkoriatdsi pontbol az ABC
dromszog A, B és aiba mutat6 helyvektorok legyenek
rendre d, b s ¢, valamint az A,B,C, hiromszog A, By és C
csficsaiba mutat helyvektorok rendre by és 7. Ha az adot

@, b, és ¢ vektorok felhaszndldsdval az @, b és & vekiorok szer-
kesztésére eljdrdst tudunk adni, akkor

ére eljdrds x feladatot megoldottuk ‘
Mivel az A pont felezi a CC; szakasz, felirhato: .L

L+
2

i

Hasonléan:

Az (1) egyenlet kétszeresét hozzdadva a (2) egyenlethez, adodik:
4.a+2:8=2-3+2.G+b+h = 4-a=2-G+5+h, @)

A (4) egyenlet kétszeresét a (3) egyenlethez adva:
8:d+2-b=4-G+2-b+2-b+a+a = 8-d=4-G+2-b+a+a.

Ez ut6bbi egyenletbdl -t kifejezve:

454254
HasonlGan:
pod @2 L 4 Br2ar
7 7

Ezek alapjdn az @, b 6s ¢ vektorok szerkeszthetdk az @, by és ¢ vektorok ismeretében.
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8 5 65 5. A
Az AB oldal B-hez kivzelebbi harmadoldpontja legyen X, a BC

oldal B-hez kiszelebbi harmadoldpontja legyen Y. s
A BYSX négyszgaz § silypont harmadolé fgamian %
paralelogramma:
SY=XB é SX=VB. 5
Ezért: T
$5¢=5K + XS =VB+XS.
&

S5, =S4 7S, = XB + 75,
Mive  hromsatg oldahir iflésazbdlyoshiromszogeket zoltunk:

EbbGl adédéan XS. vektor az XB vektor ~120°o0s forgatottja, és az Y vektor az VS, vektor
12005 forgatottja.

Tehit az SS

forgatottja.

Ez azt jelenti, hogy az SS¢ vektor az 5§, vektor —120°os forgatottja.

HasonlGan beldthatd, hogy az S5, vektor az SS¢. vektor ~120°-os forgatottja.

Tehdt S,8,S,: haromszog szabdlyos. és silypontja S.

adott -

Vektorok a vektor

BB A szerkesziés sordn haszndlhatjuk a pérhuzamos szel6k tételét és a magassdgtételt.
FED A 2595. feladatnak megfelelGen jarhatunk el.
1) ) Az x tengelyre vonatkozd tiikrozéskor a vektor elsé koordintdja marad viltozatlanul, a mé-
sodik koordintja az ellentettjére viltozi
b) Az y tengelyre vonatkoz6 tikrozéskor a vektor mésodik koordindtdja marad véliozatlanul,
a2 ls6 Koordinitdja az ellenttér valtori.
) Azorigtra vonatkors a & és masodik djais az ellentettjére vil-

d) Az origén dthalad6 és az x tengely pozitiv felével 45°-0s sz et beziird egyenesre vonatkoz6.
tiikrzéskor a vektor els6 és masodik koordindtdja felcseréladik.

FED a) A helyvektorok végpontjdnak halmaza az x tengely.
b) Ahelyvektorok végpontidnak halmaza az y tengely.
oA éepontji 2 . amely az y tengelyta -3 pontjdban
metszi és az x tengellyel pérhuzamos,
d) A helyvektorok végpontjdnak halmaza egy olyan egyenes, amely az x tengelyt a 2 pontjdban
metszi és az y tengellyel pérhuzamos,

236
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D @) Haanégyzet oldala 10 egység hosszi, akkor az dtldja 10 2. 57
A kozéppontjdnak a csiicsoktdl vett tavolsiga 5-2. Tehdt a)
sok helyvektorai g b
(5:v20), (0:5-v2), (-5-2:0) &s (0:-5-2). 3
b) Anéeyzet oldla 10 cgység hossza, fey az oldalaknak a tenge- R, AR P
Iyekil vet tvolsigs S ogysé, vagyis  cisportok hely-
vektor: .
B a) (8:-12); ) (126;-189).
ED o [0,5- o) (5:126);
d) (1,375, 0475),
FID a) AB(-13;-4); b) AB(-17; 10); ) AB(V3 -6);

d) AB(a-8;5-b).

0 Egy szakasz vekiordt megkaphatjuk tigy, hogy a végpont helyvekiordbol kivonjuk a kezdGpont

helyvektordt. Tehdt: g g s
AB(-6:4), BC(7;2) é CA(-1:-6).
Ezen vektorok tsszege a nullvektor.

P Az A pont képének helyvektordt megkaphatjuk tgy, hogy az A pont helyvektordhoz hozzdadjuk
a7 vektort. Az A pont képének helyvektora: (3: 8). Az A pont képe:

a) A3 8); b) A4 11); o) AN3-2:8); d) A(0: 0).

P A négy pont négysziget hatdroz meg & AB(3, -5, illetve CD(3;
anégy pont dlial meghatdrozott négyszog szemben levd oldal
tehdt paralelogrammét hatdroznak meg.

B0 Az AB(1; 2) és az AC(2004; 4008). Mivel az AC = 2004 AB, az AB és AC vektorok pérhuza-
mosak, teht a B é C végpontjaik A-val egy egyenesbe esnek,

Bebizonyitottuk, hogy az A(4; 7). B(5: 9) és C(2008: 4015) pontok egy egyenesre esnek.

. Mivel a két vektor egyenlG,
drhuzamosak s egyenlG hossziak,

B Egy szabilyos hatszog oldalai a koré frt korének kozéppontjdbol 60°%0s szog alatt litszanak,
tehit a hatszdg koré irt korének sugara éppen a hatszdg oldala.
) Az ABCDEE smabdlyon ezl & enters Mescketjen 2z
x tengely por
Mivel a ha[\mg oldaln 5 egység hossz, a hatszo
Korének sugara is 5 egység = A(
A hatszbg B, C, E s F cstcsénak koordindtdi cltjelesen
eay olyan derékszogd hiromszognek a befogdi, amelyek egyik
hegyesszoge 60°, dtfogdja 5 egység.

Tehit:
E AR
2




b) Ha az ABCDEF szabiilyos hatszig A csticsa az y tengely
pozitiv felére illeszkedik, akkor:

BB a) A helyvektorok végpontjainak halmaza az els6 és harmadik siknegyed szisgfelzdi.
b) A helyvektorok végpontjainak halmaza a misodik és negyedik stknegyed szogfelz6i.
¢) Ahelyvektorok végpontjainak halmaza az els és misodik siknegyed szigfelz0i
d) A helyvektorok végpontjainak halmaza az elsG és negyedik stknegyed szogfelz0i.
¢) Ahelyvektorok végpontjainak halmaza a négy siknegyed szogfelzGi.

Prep- 11] vektor ket koordindtjdra egyszerre kell teljesiilni, hogy:

=250 & pr+p-1220.
5p

56 egyenlGtlenség megolddsa: 2<p <.

Amisodik egyenlétlenség megoldisa: p 23 vagy p < —4.

Az két egyenlGilenség kozos megoldisa: 3<p <.

Ez ut6bbi cgyenllenségrendszert a 4 egészek clégitik ki.

Tehdt kit olyan p egész sudm van, amelyre s 9
nitdja nemnegativ: p=3 és

e p- IZ] helyvektor mindkét koordi-

(5n+2 2 6 o o ni+6 7
N b mésodik koordindtdja mds alakba dtirva: ¥ = p 414+ ——
- n- -
. T e
Mivel n cgéu. ez akifejezés akkor egész, by~ egész.
"
A — Kifejeats akkor lesz egész, ha n - 1 oszt6ja a T-nek. Az n— 1 lehet: =7,-1,1,7

n-1
A misodik koordindta tehdt akkor egész, ha n =6, 0, 2 vagy 8.

Ezen n-ck kirziil az els6 koording

5”4"2 L *6J helyvektor mindkét koordindtdja 1= 2 é 1= 6 esetén egész.

kn=2és

-6 eselén egést.

Tehit a .,[
n-

Az els6 koordindtdk Ssszege:
! 1

e
ke(k+1) 2008-2009

1
—+
1272
Atorieket elemi tortekre bontva:
Ly
1272

THE T —

ke (k+ 1) 20082009

i@ 1 1
ot

K k1772008 2009
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AkiszbilsG tagok Bsszege 0, igy az els6 koordindtdk dsszege:
(oL 2008

72009 2009°

odik koordindtak osszege:
142434 ok K +... 4200742008 =
- w =2017036.

Az dsszegvektor tehdt:
20085017036
2009

Vegyes feladatok I1l. — megoldasok

EIR a) 20 egység: b) 1932 egység;
¢) 14,14 egység; d) 684 egység;
) 0egység.

) Az ereds mindkét esetben nullvektor.

i i i
I A felezdpontokat Gsszekits vektor:

BB Az dbra alay o D @
aB=4C, DB
22
s =
AD=2G.DE
7 &

A 5

Az AC + DB hosszaaz AB hosszinak kétszerese, vagyis 4 egység.

6D Az -

2 o1 6 [ ceyséanyihossad vekiorok. A parlelogrammaszabdly alapiin et vekior ombuszt
@

I3

[51

feszit ki, amelynek dtlGja felezi az anndl a cs
2.

iesniil levé szoget, amelybdl kiindul, tehdt az llitds

b) SA

a) SA+3B+5C

¢) SA+SB-5C=SA+SB+SC-2-5C=-2-5C a.
Py I-des ¢

F8) A harmadolGpontba mutat6 vektor:
2.5+y_2-(2.d-5-5)+(3-5-4
3 3 3
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) Tekintsitk a mellékelt dbrét, és haszndljuk fel, hogy:
AC =AB +BC, valamint AD=BC.

A bal oldalt alakitva éppen a jobb oldalhoz jutunk:

BT a) AB(3:10), BC(1;-6) és CA(-4;—4). b A'(f

0 C°8: 1), d) A négyszog paralelogrammma,
TR A két 576156 kutya dltal Kifejtett erd dsszege a kozépsd kutya irdnydba mutat, és nagysdga:
2:200-c0s 22° = 37087 N.
Ehhez a vektorhoz adjuk még a harmadik kutya dltal kifejtett 200 N nagysdgd vektort. A hdrom
Kutya 570.87 N erovel hizza a szint.

) Jeloljiik egy tetszoleges, de rogzitett vonatkoztatisi pontbl az egyes pontok helyvekiorait
ugyanazzal a kisbetdvel, mint amelyik pontba vezet. A felezGpont képlete alapjin szimolunk:

a+h

frjuk fel az AB, CD és PQ szakaszok felezGpontjaiba mutat6 vektorokat.
Azt kell bizonyitani, hogy a kovetkezs vektorok végpontjai egy egyenesre esnek:
L axb_ e+d B
Jbxd 2 T 2 _arbresd
2 2 4
zegének a fele éppen a harmadik vektor, ezért a hirom vektor végpontja
s PQ felezSpontja felezi az AB és CD szakaszok felezGpontjai dltal meg-

Mivel a két elsé vekto
cgy egyenesbe esik,
hatdrozott szakaszt.
BB x=-106sy=1.
B Egy tetszdleges, de koztatdisi pontbol a hatszog csiesaiba vezetd vekiorok legyenck
az adott kiiljdrdsi irdny szerint d, b, &, d, . J. A felezSpontokba mutat6 vektorok ezek segitsé-
‘gével kifejezhetdk:

L
2
Az O pontb6l az FyFFs hiromszog silypontjdba mutat6 vektor:

L a+b e+d e+f
h+h+fi__2 2 2 _d+b+c+d+e+]
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[2625]

[2629]

Az O pontbdl az F; Fy Fy hiromszog silypontjba mutat6 vektor:
b+ d+é f+a
s bthith__2 2 2 _a+b+c+d+i+f
2 3 3 6

Az O pontb6l kiinduld FF3Fy és FFy Fy hiromszogek silypontjdba mutats vekiorok egyenlk,
tehit a két héromszog silypontja azonos,

A feltétel szerint az AB(x - 4
olyan o valés

5) és AC(-11; 14) vekiorok pirhuzamosak, tehit Iétezik cg,
szam, hogy AB=a- +(-11). Felhaszndlva, hogy 15 = - 14:

Jeliliik egy tetszoleges, de rogzitett vonatkoztatdsi pontbl az egyes pontok helyvektorait ugya
azzal a Kisbetdivel, mint amelyik pontba vezet.

A P pont A-ra vonatkozd tiikorképe legyen Py, P, B-re vonatkoz6 tiikirképe P, és fgy tovibb.
Be kell bizonyitani, hogy a P, ésa P pontok azonosak.

Atikriszések miatt:

d-¢=a-b b-ad=0,
vagyis P és P, helyvektora egyenld, tehit P és P; pontok azonosak.

A2567. feladat
a BD szemko;

Tl

i pontbl az AC és
‘mutaté helyvektor

Ugyanakkor tudjuk, hogy egy tetraéder silypontjdba mutat6 helyvekiort k. Iehet sdmiani
Koztatdsi pontbdl a csticsokba mutatd helyvektorok szamtani kizepeként

vonat-

a+b+e+d
Lzt

Mivel az O pontbl a silypontba mutat6 helyvektor azonos az FH szakasz felezGpontjdnak hely-

vektordval, a sdlypont és az FH szakasz felezopontja ugyanaz a pont.

Hasonl6an jdrhatunk el bérmely két szemkozi 6l esetén.

Egy tetraéder silypontja felezi a szemkozti élek felez0pontjait osszekotd szakaszokat.

Ezzel azt is bebizonyitotuk, hogy egy tetraéderben a szemkiszti élek felezGpontjait dsszekits

szakaszok felezve metszik egymist.
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D) Legyen az EF felezGpontja X és BC felezGpontia V. o
A2564. feladat alapjdn: .
5o BE+CF
2 i
A BE vektor ~90%-0s forgatottja BA, vektor ~90°-0s
forgatottja pedig AC.
Ebbol kovetkezik, hogy:

BE +CF=2-YX,
s ennck a vekiomak a ~90°-0s forgatottja
BA+AC =BC.
Ez azt jelenti, hogy XY tévolsdg a BC tivolsdg fele, teht X valdbana BC dtmérGji koron van

) Egy vonatkoztatdsi pontb6l egy szakasz felezGpontjdba mutaté
helyvektor a végpontokba mutat6 helyvektorok szimtani kizepe.
az AB hir E i 6

Akir O kozéy
merdleges AB-re, és

Ugyanigy az O pontbSl a CD hir F felezipontjdba mutatd vektor
merdleges CD-re, és:

oF oc + W)‘

2
Mivel a két hir merdleges egymdsra.
lak vektorainak dsszege:

az OEMF négyszig téglalap, amelynek dtlgvektora az olda-

FE+W:0A+OK+OC+OD.
2 2
Tehit: o
OA+0B+0C +0D=2-0M.

R Jeloljiik egy tetszleges, de rogzitett vonatkoztatsi pontb6l

az egyes pontok helyvektorait ugyanazzal a kisbetdvel, mint g
amelyik pontba vezetnek. A

Ugyanigy:
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Tehdt:

vagyis az AC oldal pirhuzamos az A,B, oldallal

Hasonl6an adédik, hogy a BC oldal pérhuzamos az A,C, oldallal és az AB oldal pérhuzamos
a B,C, oldallal

gy az ABC és az A,B,C, hiromszigek oldalai pérhuzamosak, tehdt a két hiromszog hasonlo.
Amegoldisbol az is kitdnik, hogy a hasonlGsig ardnya -

Ahasonl6 sikidomok teriiletének ardnya a hasonldsdg ardnydnak a négyzete, tehdt:

Th .y hiromsaig _ 1

C—
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10.5. SZOGFUGGVENYEK

A szinusz- és koszinuszfiiggvény definicidja,
egyszerii tulajdonsagai — megoldasok

BB a) Poritiv. b) Poritiv.
¢) Negativ. d) Mivel sin3>0, cos4 <0, ezért negativ.

D A kovetkez tiblizatot kapjuk:

zzmzzmnmwzmnzx
& TEE

el B et R - ﬁ e
2 2 T 2 2 ) .
s T Y .101££1
& 2 2 2 2 2 2 & 2
Nl
&) e d) -
<) %: d) 0z
) 0; d) 1z e 0; f) g:
b) 0.
A ggveny g ja— a
2630 7] i b 7
5
i
o P 4 e
s ymshti=s)
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e) , f )
o yesfeed)os :

NG N R
P = " y

-
Ty
k
) 4 y=2-(1-sinx)
;
A
m F
d 2
P
o I I XA A [\) LYV,
0)
et

@D o sin%<sinl,

@ o) x=0;

b) sin(-0,2)>sin|

b)x=m

b c) sin2>sin3;

o) x=

d) sin(x-2) =sin2,
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b =
f] y=snfer3)
NG = ia N
of g
o ,1 ) 5
: B
= Ty e T T T
{’i y=-snfe-3
e) ¥ £ 7
§ y=sin2x ; y:m[u
B i o = e E3 3 [ = x X
5 H : H
4 o
Pl 7 . B
yesn
| e
E R S L S 5 e
4 H
FER a) Afiigevény [—n:— banés [%;Jr}ban csok- 7

Ken, [7”- g] -ban nG. Afg helyen minimuma, %%

n . o 7
a % helyen pedig maxinuma van. A minimum \/
-

értéke —3, a maximum értéke 1.

b) Afiigavény [—n; —Zg]rm" & [% n]—bun csoke

1~y

Ken, [ 2= ”]-ban 1864 =2 helyen b
373 3

z .
muma, a 5 helyen pedig maximuma van

A minimum értéke ~3, a maximum értéke |
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¢) A megadott fiiggvény [-m; 0]-ban konstans, 7

[n: g]rb:n n6, [% lr:[rben pedig csokken.

z -
A Z helyen maximuma van, értéke itt 2, mini-

muma 0, ezt [-7; 0]-ban és 7-ben veszi fel.

d) Megjegyzés:

0, ha sinx20,

Isinx| - sinx=
~2-sinx, ha sinx<0.

D Példiul:
a) a=60°, 120° 420%
) @=1272413487%
an Sn
D @) =+ 2km, illetve 7 +2nm, kun € Z;

Ox=Ztkn kez;
3

|
y=snx+lsnx|
E Ea
=Isnxl-sinx *
y=Isnxi-shx
B3 3 ey
-+

b) @=210°.330° 570%
d) or=340°, 560°, 700°

b)x= ZT” + 2, illetve 47" +2nm kneZ;

) x=§ +ka, illetve 27” +nm kneZ.

B0 ) Vegyiik észre, hngy‘a 204 30° = o helyettesi- 7
tessel csak a sin = . eayenletet kel megoldani. 1 | ymsna
utina
- E3 3 I
X =k 180% k€ Z; x = 60°+n-180% n € Z. : g d o
b) Helyettesitéssel a sina = 7% egyenletet kell i
y=sna

megoldan fiiggvénygrafikonnal.
Visszahelyettesftés utdn a megolddsok:

¢) Hasonléan az a) és b) feladat megoldasihoz, 7
ité: 1 egyenletet kapjuk,

helyettesitéssel a s
amibdl visszahelyetes
I, ez
2472

utdn a megoldds

y=sna
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és utdn a

Visszahelyettesités utin a megoldsok:
ZkT”, keZ; 2,

nez.

£) Vegyiik észre, hogy 2-vel osztds utdn: =

sin (4)( 3 g] 5

= sina=

udna i =
ri=ZatE e e BT Loy
%2 T

) d-gyel osztds, majd négyzetgydkvonds utdn: 7

helyettesités utdn a megolddsok:
x B

y=lsnal

I nez
973
B0 a) B); o) A); d) B).
D ) 10w nZ o2 @ o) dm =
2 7 5
@D o 7
L ymen y=snx
=N Fa - HEE

AUnSxS T+ 2 keZ: %+2An<x<%"+ Um, ke Z;
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-
i

d)

nincs megoldds, mert -1 < sinx < 1;

d
4 ' 2 [
L e
%4 g e
i
4 = 1 F.
2-vel val6 osztds utdn: smx>7E, 2-vel val6 osztds utdn: sinx < 2

Iy dkrex< By ok ke Zs
6 6

8
o yslsad
i H
7 H

dtalakitds utdn: |sinx| >0, x# kr, k € Z.

D ) Alakitsuk dt az eredeti egyenlGlenséget:

. B
2 +=|>-1 sinfx+=[>-
N sln[x 4J> - s...[\ 4]

7%”42”5.\'57% + 2k keZ;

o

Vegyik észre, hogy fey csaka sinar> Y2 egyenlGilenséget kell figgvénygrafikonok segit

ségével megoldani. A grafikonok a 2646. feladat d) pontjdban lithat6k. A megoldas:

I om<a< T adkn ke,
4 4

amib6l:

S dtm<x s BT ok,
4 )

,g+2kn<x<rz+2km keZ.
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b) (~2)-vel val6 osztds utin:

Grafikonnal megoldand6 a sinar> - f egyenlGtlenség (1d. 2646, feladat d) pontja).

Amegoldds:
I akn<a< s ke,
[ 4
amibsl:
[ PP DL
4 2 4
%”uas;s”"»,kn. kez.

€) 2-vel val osztds utdn:

2-s|n[.r7%)<«/§ = vn[,

Grafikonnal megoldand6 a sinar < ? egyenlGilenség (Id. 2649. feladat b) pontja).
A megoldis:

7%+2kx<a<%¢2kn. keZ,

amibél: % = &
~Sh e km<x - <42k
3 63

I dkr<x<Ea2kn, keZ.
6 2

d) Hasonléan az el6z6 feladatokhoz:
7§+an£a547”+2km kez,

amibol: B
Zaokn<oe-Z< sk,
3 373
sn
knSx<Eakn keZ.
B a) 2-vel val6 osztds utdn: 5

o ol
Isinxl<=.
2

A megoldis:

ZitnsxsZotn kez.
6 6
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b) Alakitsuk dt az egyenldilenséget

.| .
L Isinxl>

amib6l:

unxz{i vagy sinx<
Amegoldis:
X kw2 E ot vagy ~Fadknsx<-E4dkn keZ.
4 4 4 4
Rovidebben:

T irsxs ikn kez
3 3

¢) A sin|x| felbontdsa:
sinly=] Sn® ha x20,
—sinx, ha x<0.

A megoldis:

“2n+2km<x<-n+2kn kSO keZ
vagy

742k <x<2m42kn k20,keZ.

szakaszokbol dll. Piros
12k 2k + 1)- 2[-ban (k € Z) 6,
12k~ 1)- : 2kn[-ban (k € Z) csiskken,
szélsdrtéke nines,

) Afiggvény éntke sk k €2 helyen,a grafkon gyeres
fliggvény.

b) Afiiggvény |-; z[-ban n6.

Az x=-x helyen minimuma van, értéke —.
Az x= 7 helyen maximuma van, ériéke 7. )
s g x i s
) Amegadott fiiggvény piros, [ 7 E]'ben & E]rhen 16, i
[ % ]-ban & [% n] ben cskken. 9

A —7:0; 7 helyen minimuma van, itt értéke 0.

. 4
A= € % helyen maximuma van, it éréke 1.

251
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A koszinuszfiiggvény grafikonja, egyenletek,

egyenldtienségek — megoldasok
B o) H

y=eosx-1

b)

4

y=cosx+2

o ; o p
| yeonfeed) : y-ocen
NG NGy T A N G
5 ]
o : £ A el
S ; v
;
8 7 h) ”
T e i
3 3
i) ¥

E e e S

;
:
,

L
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n) "
T ER &
T
[265:] n)x:%. o) x=
@ a) cosl >cosl.5; b) cos1 =cos(-1); ) cosl>cos3.
ED o) r b
.
= T e T
5 ¥
o , &) P
E 72 B q ERra
7 z 7 z =) 2
yees(ce 31 Z \
e) f
N (] i
4
2 " ,
il _ecles
5
T3 Nt
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2

yelosxj2
[—Lo]-hcn s [fzn}ben n6. \/\/
4 2 =

Maximuma van a -, 0, 7 helyeken, értéke 3.

) o) [77!. —ﬂ—hen & E»; g]rb:n esokken,

Minimuma van a % & g helyeken, értéke 2.

b [—n,—%’]rm & [% z]rben csikken,

[—5—”: E:lrhen nG.
66

s o
Minimuma van a —?" helyen, értéke 1.

Maximuma van a % helyen, éricke 3.

) Bontsuk fel az abszoliit értéket:
2-cosx, ha cosx20,
0, ha cosx<0.

[77[; %}hen & [% n}bcn Konstans,

[—Lo]-txen 06, [u. E}-bcn esikken
4 2.

leos x|+ cos.x ={

¥ =loosxl+cosx

Minimuma van a [—n

5 r!]—bcn. értéke 0, maximuma van x=0 helyen, értéke 2.
FE) Példdul:

a) o= 45°,315°, 405 b

) @=320° 4007 680°; )

1507 2107 510°
=230°, 4905, 590°.

+2mm neZ.
3 y

+2%n, ke Z.

@D o) x = %»,zmksz; x

Rovidebben: x=x7

3
b) Hasonléan az ) feladathoz:

X fkm ke
2
) x=2%n keZ

) x :% +2kn, keZ; x, = % +2nm, n € Z. Rovidebben: x= :% +2kn ke Z.

254



Y

SZOGFUGGVENYEK

&) x =7% +2km ke Z; x, % +2n7, n € Z. Rovidebben: x = x% +2%n, keZ.

f) Nincs megoldds.
) Nines megoldds.

h) Atalakitds utdn: cosx 2 Megolddso +2nm neZ.

2
Rovidebben: x = _37" +2%km ke Z.

i) Atlakitds utdn: cosx= -?. Megoldisok: x, %" +2hm ke Z; x; = 5?” +2m neZ.

Rovidebben: x =+ 5—6’5 +2kn, ke Z.
70,53° + k-360° k € Z; x,=70,53° +n-360° n € Z.
lebben: x = £70,53° + k- 360°, k € Z.

66,42°+ k-360°, k € Z; x, = 66,42° + n-360°, n € Z.
lebben: x = +66,42° + k- 360°, k € Z.

FI a) A fiiggvény grafikonja a 2653. feladat c) pontjdban lithat. A megolds:

ve|-Eroum 3T, kez.
4 4

b) Afiiggvény grafikonja a 2653. feladat h) pontjdban lithaté. A megoldas:

xe]&zkml”a,zm[, keZ.
2 2
¢) Afiiggvény grafikonja a 2653, feladat 1) pontjdban lthat6. A megoldds:
xe |-n+dkm n+ dkn [, keZ.
d) Afiiggvény grafikonja a 2653. feladat k) pontjdban lithato. A megolds:
xeR|x#-n+2kn, keZ.
) Az egyenleteket a 2646. feladathoz hasonlGan lehet megoldani.

a) Helyettesitsiink 2x = -t igy a cos; % cgyenletet kell megoldanunk. A megoldasok:

a,=%+2m keZ & a2=5?”+2hr. leZ,
amibdl:
x,=%+kﬂ. keZ & .‘2=%”+m leZ.
b) Az a) feladathoz hasonldan o= 2x + 60° helyetesftéssel a megoldsok:
o =60°+k360° k€ Z b5 oy =300°+1-360°, [ € Z,

amib6l:
X =k-180% keZ & xp=120°+1-180° [ Z.
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¢) Az a) feladathoz hasonlGan o= 3x - g helyettesitéssel a megolddsok:

m:%e,kaksZ & o 7§+2I7!.IEZ.
amibol:

x\:7l+z"T”‘kez & x;

d) Az a) feladathoz hasonléan o zﬁ% helyettesitéssel a megoldisok:

v%+2kmkez & o= %*ZIW,IEZ.

amibdl:

amibdl:

amibol:
N=kT keZ & x;

M miez.
P

) 4-vel val6 oszts utdn:

T
cotv=g e ool

Mind a négy siknegyedben keressiink megoldast:

B oa=2x+ % helyettesit

cos’a=1 & lcosal=1 & cosa=%1

A megoldisok:
=2%mkeZ b oy=n+2mlcZ,

amibdl:
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i) d-gyel valo osztds és a=3x— g helyettesités utn:

ges 3 V3 3
cosPa=> & leosal="" & cosa=t ",
1 2 2
Mivel mind a négy siknegyedben keresiink megoldst:
=-Zioun ez,

o —%+2kmkel. a

a‘=%+2mﬂ, mez, a4=7?"+znn, nez,

amibol:

Egyszertbben:

j) Hasonl6an az el6z6 feladathoz:

q=2E 4ok ke,
2

3o 1z,
4

ln

+2nm neZ.

x,:%"umm meZ, x =t

Egyszertbben:

o1

+im leZ.

n=TErin keZ & x,
7 2

FI0 @) Amegolds:
xe [-Z+2umZerka|, kez.
2 2

b) Mindig teljesil, mert -1 < cosx < 1.

) Amegol

ve|Zroumt v oun|, kez
3 3
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d) Amegoldis:
xe |-ZssmZaskn|, keZ.
i

) Amegoldis:
ve [2Zioum s oka|, kez
4 4

/) Helyettesitéssel:
cos2x < 2 = cosas

Visszahelyettesités utén a megold:
ve|Zeim2Erkn|, ez
37

) 2-vel osztva és helyettesitve:
2-cos] h77]>ﬁ = cosa>-
Visszahelyettesités utdn a megoldds:

xs]s—”wm%”un[. keZ.

VZ

1) 2-vel osztva és helyetiesitve:
2-cos| 3‘+§}zﬂ/§ = cosaz

Visszahelyettesftés utdn a megoldas:
LA ZkT"] keZ.

i) Haszndljuk ki, hogy cos.x pros fiiggvény:
(3 z
ESRMTTE S

Helyettesitéssel tehdt a coscr >% egyenlGtlenséget kapjuk.
ahelyettesités utdn a megol

A ¢) pont grafikonja alay
x€ 2kﬂ:2—:+2kn , keZ.
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Jj) Helyettesitéssel:
cosdr<0 = cosar<0.
sités utdin a megolds:

]EJ—” i L"[ keZ.

8 2'8 2

BB Mivel a szinusz- s koszinuszfiiggvény értéke abszolit ériékben 1-nél nem nagyobb, ezért:
sin®x<sinx és cosx < cos?x.

fay azt kaptuk, hogy

+o

GH
g . z "
Az f éntéke akkor 1, ha |sinx| = I vagy |cosx|= 1, tehdt x=0, % esetén.

fx).

in2x =

sinx —sin’x -5

A megoldis: f(~x)
BB A megoldis: f(-x) =/(x).

BT a) Haszndljuk fel, hogy sinx + cos?x = 1:

1
1-cos?x) - leosx|<—,
( ) 3

~4-lcosx|<1,

4-4-cos?
4-cos?x+4-lcosx|~3>0,
4-lcosx|? +4-lcosx| -3>0.
Legyen p=|cosx|. Ekkor 4p +4p —3> 0, ahonnan p < —% vagy p>3.
Visszahelyettesitve: |cosx| < % vagy leosxl < % Csak ez uGbbinak van megoldisa:
Zikn<x<Zikmkez.
3 3

b) Anevezs miatt cosx#0, azaz x % % +km, k€ Z. Alakitsuk it az egyenlGséget:
2

cosx
5-4-(1-co’x)-d-cosx o

cosx
drcostx-drcosvtl

cosx
(2-cosx -1y

cosx
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A kapott hinyados szémldl6ja nemnegativ
Ahdnyados akkor 0, ha a szdmldlGja nulla, azaz ha 2-cos x
2 megoldisok:

%umkez és %nuuez

Ahinyados negativ, ha a nevezéje negativ, azaz ha cos.x < 0. Ekkor a megoldds:

§+Znn<x<%+2nm nez.

Az dbrizolt fiiggvények hozzérendelési szabilyai:

a

3 2
Akkor értelmezett az egyenldség, ha x 0. Alakitsuk dt az egyenletet:

in, 171]4-1: b(x)=cos x+% ~2; c(¥)=2-sin2y; d(x]:%»‘in—

a2-2-cosy-x+1=0.

Akapott misodfoki egyenlet megolds

2-cosyt /: co’y-4 2 cosyi22 [eos?y ! Gy

Ez akkor, 6s csak akkor létezik valds x-re, ha siny =0, vagyis y =k, k € Z.
Ha y=2nr, akkor x= 1; ha y = (20 + 1) -7, akkor

Akeresett szimpirok tehit:
(1;2nm) & (-1;2n+1)-m), neZ

Haszndljuk a megoldéképletet:

A megoldisok tehit:
yi=-l+sina é y,

A bizonyitandé egyenlitlenség bal oldali fgy alakithatjuk
1

o
N tglx-(I-tgn)

VLS SO U (5 ER N S
“Tar g oo (wr ) e doga

Ha 0<x<§, akkor 0<tgx< 1, ezért ——+1gx>2, és a szdmta
tex

& mértani kozép ki

ceyenlGilenség alapiin 0 < tg.v-(1 ~tg) < 1, czzel ckvivalens: ——— >4,
I tgx-(1-tgn)

Ezek alapjin:

P S
tex-(1-1gn
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Mivel cos’x < 1 és cos2x< | minden k € R esetén:

2-cos?x+3-cos2x < 5.
Mivel az egyenlGség bal oldald
csak akkor teljesiilhet, ha sin

ha cosx =1, akkor sinx

sin2x< 1 é
1 és cos.

cosx< 1, ezért 4-sin2x+ cosx <5, az egyenlGség
1. Ez a ket feltétel egyszerre nem teljesil, hiszen
0, és fgy sin2x=0. Az egyenletnek tehdt nines valds gyt

A tangens- és kotangensfiiggvény — megoldasok
@B o y m .
y=ufe-3) y=tgisn)

) 7 e

W) A hdrom fiiggvény grafikonja az dbrdn ldthat6.

@B o 7-Z‘+kn<x<§+kx‘ keZ;

b)-Erkn<x<Zskm keZ;
4 4

o 37”+I<7!<x<rr+kn. kez;

:I)kn<x<§+kmksz.

@D o

=y
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"
y=2x y=talxl

) Amegolddsok:

b) Abrizoljuk a fiiggvényt az a:% — x helyettesftéssel.

Visszahelyettesités utdn a megolddsok:

¢) Abrézoljuk a fiigevényt az o= x — % helyettesitéssel.

Visszahelyettesités utdn a megoldisok:
Zvkmexsvhn keZ.
3 2

d) Alakitsuk dt a bal oldalt:
3-tglx-4-tgx+1 =3 tgx-1)-(tgx-1)<0.
Tényezénkénl keressitk meg a zérushelyeket, majd tartsunk
eldjelvizsgdlatot.
A megoldsok:
0,32+k7:<x<§+lun keZ.

7] &k
5%
My=coe
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n)k-§<x<§«k %,kel‘. b) -2m+ dkn<x <dkm, ke Z:
o) -Z skngx<Ekn kez; D E vkn<x<t vkn kez;
12 3 4 2
O -Ziknsx<-Zakn & Taknsx<Zokn ke
2 4 4 2

f)§+kn£x$%+kmkél.

EFD ) A fiigevény |-Z:0 |-ban csikken, [0;Z| -ben nG, a 0 helyen
iggvény |- 5 ¥

minimuma van, értéke itt 0.

b) A fiiggvény ]

D A fiiggvény legkisebb ériéke 2, ezt az x = = -nél veszi fel, legnagyobb ériéke nincs.

Megjegyzés: tgx +ctg

e+ i 22, mivel ]U: z [-on atgx pozitiv.

@ o Ahul nldul értéke minden x-re 1, gy az egyenlet ckvivalens a kovetkezvel: tg[x + ] 3
=k keZ; 4

b)1+k T3 ikE kez, 9Z ek Zex<ZikEkez:
R 82 ERR
&) x=kn keZ.

Mivel 0<x< E esetén tgx 20, és lgx szigortan 6, ezért kiemelés utdn:
gx-(2-1gx).

p kozti egye..lmemége(
et N T

12102~ tg).

Alkalmazzuk a s;

Az egyenlGség csak akkor igaz, ha tgx =2 — tgx, azaz tgx =1, x= %
Ha tgx > 2, akkor 2-tgx - tg2x <0.

fgy a fiiggvény legnagyobb értéke 1, és ezt x= grnél veszi fel.
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k a tortet

Alakitsuk dt az f-et definidl6 kifejezést, bovi

sinx sinx
nx o+ g cosx

cosx+elgx

x 1+cosx
X Lasiny

(cosx+—] sin

Mivel az értelmezési tartomdnyban 0 </ cos x| sinx| < 1, cosx és sinx korldtossdga miatt mind-
ket trt szdmlilGja és nevezdje poritiv, tehdt f ériéke pozitiv.

A tgx miatt cosx#0. A megadott értelmezési tartomdnyban cos.x pozitiv, ezért:
sinx
1-cosx <% —sinx,
cosx

coxx-(l7coui<~mr(lfcoxx).

Mivel az adott értelmezési (1-cosx) >0, fgy fisités utdn a cosx < sinx
egyenltlenséget kapjuk. Ennek megoldsa az adott |ntenmllumm|

Zax<l.

4 2

Abr.uoljuk J-n; a[-ben az f(x) = és g(x)=2 - x fiige-

.
L7
Az dbrérdl lcolvashatd, hogy a keresett gyok 1.2 és 1,3 kozott
van, zsebszimolégép hasznilatdval eljuthatunk az x = 1.27
éntékhez.

és =

0 a) A szinuszfiigavény potsziges osszefiiggésébol "
Iithaté, hogy g(x) x, xe [-m; x). ;
A fiiggvény [-7; 0]-ban nG, [0; 7]-ban esikken.
Minimuma van a 7 és  helyen, ériéke —1.
Maximuma van az x = 0 helyen, értcke 1.

b) A fiiggvény }—— ]rm csokken, majd

3
~Z.Z | ban ng.
44 v

helyen, értéke 0, —_—

Minimuma van az x =

T a) Mivel [sinx| <1, 0<sin2v< 1, fgy I <sin®x+1<2.
Az f minimlis értéke 1, ezt az x = kr (k € Z) alaki helyeken veszi fel.

Az f maximdlis értéke 2, ezt a % +n7 (n € Z) alaki helyeken veszi fel.
b) Atalakitds utfin: g(x) =3 + cosx, tehft 3 < g(x) <4, hiszen 0<cos’r < 1, ha xeR.
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. 2.3 ———
mésodfoks cgyenlet cgyik gydke 23351, ez nem lehet koszinuszérick, a misik

inusza.

Jf. ez mir lehet egy szm kos
A megoldsok: x, = 0,96 + 2km, k € Z és x, =533 + 2nm, ne Z.
ED o) x, = %+kﬂ,kel.x:— z

b)x = %+4kv§.ksz,x1:7%+4n %,HEZ.

o) xy=kmkeZ x=Z+2m- % nez
[

&) =k-E keZ v=n% nez.
2 4

I Azonos dtalakitisokkal az egyenlet igy irhato:

sinx + costx = (sin?. r+cos- Y - 2-si
= 1. kapjuk:
© 2-sinx-(sin%x- 1) =0.
nx=0 vagy |sinx| = 1. fgy a megolddsok:

Kivonva az I-ct, és tudva, hogy sin2x+ c
~2:sin?x- (1= sin?) =
Ez akkor teljesilhet, h

X =kt keZ, x

3 +2Im 1€Z; rovidebben: x=k 7. ke Z.

) Az egyenletigy ithato:
i 6-sin’x— 11-sinx+4=0.

Ebbol csak sinx=0,5 johet sz6ba megolddsként, és igy

n=E s2km keZ, 5=F +2mm nez.
6 6
D A fiigavény dtithats a kovetkezd alakra:

cos[x~Z|=sinx. ha Z<rsm
L 2 2

BB a) Ekvivalens dtalakitdst végziink:

f 0sx > 1= sinx.

sinx >0 (hiszen —1 <
po7\uvnak Kell lemnie (az egyenlﬂ

ezért az egyenldtlenség bal oldaldnak ha
gﬂ a feladat nem engedi). Vagyis cos x>0, tehi

- dkn<x<Zaokn keZ.
2 2

Négyzetre emelés utin:
& 0>2-sin%x - sinx

aminek a megoldsa:
-0.5<sinx<1, x:7+kﬂ, A—+2kn<x<?+zm kez.

Tehit az egyenldtlenség megoldisa:

+2kn<A<§+2kmkeZ.
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b) Felismerve, hogy a bal oldal sin ‘+%):cosx é sm%:%, az egyenlet sinx-szel valé
osztiisa utdn a kovetkez alakban irhat6 fel:
1
—= = o = tgx=v2
BT T
Eobel x=096+ k.

Alakitsuk it a fiiggvény hozzdrendelési szabdlyi
intx— sinx - 2-cos’x

inx—2-(1 - sinx) =

= (sinx—1)-(3-sinx +2),

fey a fiiggvény zérushelyét a (sinx —1)- (3 sinx + 2) =0 egyenlet ad
2 z

1, vagy
sin

L azaz xy =2 vagy x, =387+ 2k, x; =555+ 20w,k n € Z.

A [-7: 7]-ba es6 zérushelyek: x; =

=073, xy=-241.

BB Mivel sinx + cos.x legnagyobb értéke /2, ezért a nevezs +/3 - /2 mindig pozitiv. Az egyenldt-
lenség tehit akkor és csak akkor teljes szAmlflo pozitiv:

 ha
e |

sinx - —>0,
4

7 1

Isinxl> =

2

A megolds: .
I phn<x<>Z skm keZ.
6 6

EED Mivel 0<x< 7 esetén 0<x+%.czc’rt:

x|
o+
6

tehdt

sin

%

sinfx+Z]-1.
6

Az egyenlet fgy ithaté cos

A megoldképletet alkalmazva:
Vet N0-v3) Vel -Vl
2 2 2 2

(i) 5 5 .

B1£(W3-1)

= i

Tehdt a megolddsok:
kS
>

; 7 intervallumban az egyenletnek 4 gydke van.

sinx=1 & sin
2

EDbol azt kapjuk, hogy a
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A cos?x £>o egyenltlenség akkor és csak

1 y=leos x|
akkor igaz, ha lcosx|>
i 7z

A grafikonrl leolvashaté a megolds:

3 x___m 3
=EERL-En, =Ry, ——KILR
471ty
B a) Ertelmezési tartomény: sinx # 0, azaz x # kr, k € Z.
sinx-otgy=
cosx
siny - S8X
sinx
cosx=0,

z

+km keZ.

b) A tgx és ctgx értelmezési tartomdnya miatt sin.x # 0 és cos.x # 0. A feladatnak nines megoldasa.
¢) Ertelmezési tartomdny: x # kx, k € Z.
3eetgr=

cosx,

cosx,
sinx
cosx=0,

x=Zkn keZ.

2

Ha cos.x# 0, akor nincs megolds, mert a kovetkezot kapjuk:

d) cos.x =0 esetén nines megoldds, mert ekkor sin.

¢) Ertelmezési tartomdny: a tangens miatt x # 2 + k7, k € Z, € a nevezs miatt sinx # 0, azaz.
x#i le 2
sinx

tgx

©

amibl a megolddsok:
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‘megoldds, ezért oszthatunk cos
cosx+/3-sinx

sinx
1+43.—
cosx

8) Az egyenlet dtalakitdsa:

cosx — cos?x =0,
cos?x-(cosx~1)=0.

A kapott szorzat akkor lesz 0, ha cos.x = 0 vagy cosx—

Z+kmksZ 5 =2n, € Z.

X
1

am Aluggvenyl értelmezs képlelel\u tényezdje x szerint, misodik ényezdje 47 szerint periodikus,
izy

at periddusa 4

Az egyenletnek a val6s szamok kirében nincs megolddsa, mert azonos dtalakitdssal a kovetkezs

alakra hozhat6:

@2 +2)
Abal oldal 22-nél nem Kisebb, a jobb oldal pedig nem pozitfy.

~cos?y.

B A jobb oldal gy irhat6: 2 - (y - 3)? < 2, és az egyenlGsg csak akkor teljesiil, ha )

Abal uld.\lun tgx> 0, clgr = ——, gy tgx+clgx > 2, és az egyenldség csak akkor igaz, ha
tgx

BB Alkalmazzuk a tanult képletet:
1=14:16-sin110°= 14-16-5in70° = 210,5.

G Itisa éplete vezet

£=10-10-5in100° = 100+ sin80° = 98.5.




SZOGFUGGVENYEK

B A hdromszig koré irt kor sugardnak kiszdmitdsa:
b=2-Rosinf, waz 8=2 R-sin71 36

amibsl
R=422cm.
Ahidnyz6 szog:
= 180°-2:71,36°=37,28°
Ahéromsziig terilete:

bebesina _ 64:5in37.28°
T2

=1938 cm%

e: 360°:8 = 45°, igy:

a) Aszabdlyos nyuluwgk zépponti
& R

n45° T

o= 72 + Toyolessng

Kétféleképpen Ocluva ey Kis hiroms g eriletetét:

45° _ R-a-sin67,
R-0.7071 0-0‘9239‘
R=13,07 dm.

Ebbol kapjuk, hogy:
Ty = 60,4 dm? 65 Tyopeqsiy = 483,2 dm?,
Tehdt a nyoleszig kiré irhaté kor sugara 13,07 dm, a nyoleszog teriilete pedig 483.2 dm?.

b) Aszabilyos dtszig kizépponti szoge: 360°:5 = 72°
Kétféleképpen felirva egy kis héromszog teriletetét:
RR <|n72" Rea: s\ni4

K. 095I0—10 08090
R=85cm.

“Tehit 8.5 em sugard korbe frhatunk egy 10 cm-es oldald sza-
bly oget.

A hdromszog ismert oldaldra felirhat6:
a=2-R-sina,
6.8=2-R-sin38",
R=552cm.

)
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A szabilyos kilencszog kozépponti szoge: 360°:9 = 40°.
frjuk fel a kilencszog teriiletetét:

080=9. R R:sind0®
2

e
2160=9- R?-0,6427,

=37342,

R=1932dm.

Teht a kilencszog koré irhat6 kor sugara 19,32 dm.

BT A hiir hosszira felirhato:
h=2-R-sing, =
34=2:87-sina,
Akeriileti s70g a-nak a fele, tehdt 25,18°.

B Az ABS hromszdg teriilete harmada az ABC hiromszog terii-

letének, igy a tanult képlet alapjén az ABC hromszg terilete: &
(AR 3. sin720 =342, .
A 5
a

Az dbra alapjén a trapéz teriilete:

a
> x
1= (@ cosora)asina=at-(1 +cose)-sin, 05as T K]
Elég meghatdrozni a kivetkez6 fiiggvény maximu : X
s =(1+cose)-1-cosla =

=T+ cosep’-(1-cos@), 0<a<?

lisdval ezt kapjuk:

A szémtani és mértani kozép ki egyenlGtlenség felhasz

[ (1+cosa)+3-(1- cosm];[g]‘
4

(1+cose)*-3-(1 - cosa) 2)

ésitt az egyenlGiég csak akkor igaz, ha 1+ cos =3 - 3-cos o, azaz:
cosa=L, a=
2

5
Akeresett maximum tehdt o= 60° esetében érhetG el.
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A forgds o sugara x, magassdga m,
pedig a. Az adott értékek Kozt a kovetkezs dsszefiiggésck
dllnak fenn: I
coser”
Mivel a forgiiskip térfogata:
var 4\
. 3
igy
—— ., O<a<Z.
sina-(1-sinZe) 2

Mivel V minimumét keressiik, elég meghatdrozni sin o+ (1 - sin® ) maximumdt 0 < o< - esetén.
A szdmtani és mértani kozép kizti egyenltlenség szerint: 2

2-sina-(1- sinlu)zs(“i

Az egyenlség csak akor igaz, ha:

2.sina= 1 -sina, azaz sin@=-==05773, fey @

NG

Atrapéz teriletét a félkor r sugardval és a-val [0<a < ) iay
irhatjuk fel:
sina+r2-sine - coser

(sina +sine - cosa).

Az f(x)

Keressiik. Elég meghatdrozni a kovetkez6 szorzat maximumét:

" z o
@+ sina-cos e, 05 o< 7 figavény maximumit

st
16

3-sin?er-(1+ cose)?

“(1-cosa)- (1+cosay’ <

3-(1- coso) + 3+ (1 + cosa)*
4

aszimtani és mértani kozép kozti egyenlotlenség alapjdn.
Az egyenlség csak akkor teljesiil, ha:

3-(I-cos@)=1+cose, azaz cos

Vegyes feladatok — megoldasok

FIEI) A fiigevény grafikonja az dbrén lithat.

a) cos5n b) sinTn
) 1g800° = 1g80° = 5.6713; d) etg500° = cig 140°

~1g50°=-1,1917.

27
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BB a) x> sin[x- 2}, x> cos(x=2E) xrs —sinfx+ 3%
3 4 3

b) x> cos(x+7), X+ —cosx, stm[x—

) x> 1 =sinx, x>—>l+cos[x+§]. x> 1+ sin(x - 1);
(o
&) x> 2+ cos2x, x>—>2+sm(2x+2

o xrrtgfr-Z) xrrigfraZE
g 3 2| 3 )

n ch.g[p%]u, Ammg[”%]

@ , b) F

y=sn+x) y=-sinx,

/. E] B 7 — G B a7

y=to(z-x)

2

EED «) ET:R; b) ET: R\{—+k %Hm, kez}:

) ET: R\{—+kn keZy d) ET: n(\{—+k:r. dkmkel};

) ET: R\{—+k

£) ET:R\ {kn; §+kn, kez},
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) , b )
o) o
|

1)

EE R TN e

Xy =42k keZ, x

Z 42k, keZ.
4

a) -1 <f(0)<0; b) 1<g) <3 ) -3<h(x)< d) -1 <i(x)<3.
a) frjuk be az ismert értékeket:
€0360° - 5in60° V3i_2 _1-3
SInG0° +cos60° NERY I
Gyoktelenités utdn:
(-B) _143-2:V3_4-2.3_2.43-4_ 5 o
1-3 -2 -2 2

b) frjuk be az ismert értékeket:

co
2.1g45°-3  2.1-3
~cos(180° — @), ezért

) Mivel cos
€05 20°=—c0s 160°, cos40° = ~cos 140°, cos60° =

Tovibbd cos 180° =1, igy az osszeg értéke is -1 lesz.
d) Mivel tgor=—1g(180° - @), ezért
1220° = ~1g160° 1240
Tovibbi tg 180°
Hasznljuk fel a potszoges dsszefiiggéseket a gondolkoddsndl.
a) a(v-nél:

c0s120° cos80° = ~cos 100°

=-tg140°, 1g60°=~1g120°, 1280°=~tg100°.

. iy az dsszeg ériéke is O lesz.

A ™ (3 .
cos|x - Z|=cos|-(Z - x| = cos| T - x|=sinx.
(3ol (3-=fs)
inx+ sinx = 2-sin.x fiiggvényt kell dbrézolni.
b) b(x)nél: - a
sinfx - Z]=sin|- (£ -x
(-3l
Tehita b(x) = cosx+ (~cosx) = 0 fiiggvényt kell dbrézolni.

. (m
in[Z - x|=—cosx.
2

©) c(x)-nél: mivel sinx + cos’x = 1, ezérta c(x) = I fiiggvényt kell dbrazolni.

d) d(x)-nél: mivel (cos?x + sin’. =1, ezérta d(x) =1 fiiggvényt kell dbrizolni.
¢) ex)nél: - - -
cos|x - Z|=cos|-(Z x| =cos[Z - x
2 2 2

Tehit az e(x) = sinx - sin.x = 0 fiiggvényt kell dbrézolni.




Y

MEGOLDASOK - 10. EVFOLYAM

) Amegoldasok:

u)o<x<§:

Un< xS+ 2T k20, keZ;
—m4 < xS 20w, n<0, neZ.

b) Amegolddsok:

“ZadnsxsZeokn kez.
2 2

) Amegoldisok:

anx<%+k1r. k20, keZ:

3
-3 tnm<xsnm n<0 neZ.

d) Amegoldsok:

km<x<T +km k20, keZ;

2
.4
-3 tnmsx<nmn<0.neZ.

x
Ztkm keZ.
2

—12+2kn. keZés

d) x=60°+k-180°% k€ Z.

B osx<E,
12

) ,r b

b Ecx<E,
7 7

i y=lsnxl
e 3 g
=l
17
A yleesxl
= ZC R T
P Fymesia

a) Haszniljuk fel, hogy ~cos o= cos (7 -a). A megolds: x = % +k keZ.

) 225° < x < 360°%
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a) Ertelmezési tartomdny: cosx # 1, azaz x# 2k, k € Z.
sinx
T+cosx

—a

=sinx,

1-cos?x

2x —sinx =0,

x-(sinx —1)=0.

Ha sinx = 0, akkor x = km, k € Z, az értelmezési tartomdny miatt a megoldds:
Xy =+ 2%k keZ.

Ha (sinx—1) = 0, akkor a megoldds:

b) Ha cos?x =0, akkor nincs megoldds.

Ha cos?x#0, azaz.\’=§+kx, kez:

osx,

=3,
ligxl=V3.
Ha tgx =3, a megoldis:
Z ik keZ.
3
Ha tgx = -3, a megoldds: N
n=Ziiniez

0, akkor nincs megoldis.
Ha cos?x #0, azaz x# g + k. k € Z, akkor oszthatunk vele:
x-3-sinx-3-

6-cos

6-3-1g7x-3-1gx =0,
2-1g? 0.

—1ga

i (1), = 1 6s (1g),

A mésodfoki egyenlet megoldi

Ha tgx =1, a megolds:
r|:§+kn. keZ.
Ha tgxr= -2, a megoldds:
n=-ll+inleZ.




¢) Ertelmezé
Szorozzunk be cos x-szel:

Ha sinx =0, akkor:

f) Awrendezés utén:

akkor a megoldasok:

x=

=Zikn keZ.
6

artomdny: cosx # 0, azaz x # % +km, keZ.

sin[sinx+ L)<
2

x=kn keZ.

I dnleZ & xy=lE42mmmeZ
6 6
cos?x+4-cosx=3-3-cos’x,

4-cos?x+4-cosx -3=0,

—4+16+48

(cos);»

Z 4 okn keZ.
3

1, azaz sinx =1 vagy sinx

x=Z sk kez.
2
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51 A s+ cosx = helyettesiessel a Kovetkez misodioki egyenletet kpjuk:
13:+8

Ennek gyokei: 2, = % 2= 1. Mivel sinx+cosx="2 nem lehet a valds szdmok kirében, igy

sinx+ cos = I, ahonnan:
x=2kn vagy w=1+dkmkeZ.

) Azegyenlet igy ithat6:

sinx+cosx +(sinx +cosx)?
(sinx +€osx)-(1+5in x +cos.) =0

Tehit vagy sin.x+cosx = 0 vagy sinx+cosx=—1.

Ha sinx+cosx =0, cos-szel osztva (cos.x # 0): tgx =1, tehdt:

x,:%umksz.

Ha sinx +cos akkor:

(Ez ut6bbi eset fsdl 4 liggvé

A fiiggvények grafikonja az brn lithato.

Az dbra szimmetrikus az x =" egyenesre, ebbdl kovetkeznek

s
az azonossigok. (Az dbrin csak 0 <x < l:— esetén szemléltettiik.)

a) Az egyenlétlenség igy

[res

z
, x#n T, neZ.
2

Ismert, hogy ha a > 0, akkor a+ Ly 2, ezért mivel tg>x> 0, igy ez minden olyan esetben
igaz, amikor tg2x# 1, azaz |tgx| # I, tehat ha:

x2Zsk L kez
riLs

b) Az egyenlGtlenség igy irhat6:

sintx—6-sinx+5>0.
Helyettesitsiink sin’x = p-t, igy a p*~ 6p + 5> 0 zérushelyei: p =5 és p =1 miatt akkor és
csak akkor lehet igaz, ha

sin2x<1 vagy sinZr>5.
Az ut6bbi nem lehetséges, fgy a megolddsok csak azok az x-ck, amelyekre |sinx| < 1, tehdt:

x2Zikm keZ.
2
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osmx, x € R grafikonjérél leolvashato, hogy az

©) A két fiiggvény, £(x) = sinmx és g(x)
cgyenldtlenség akkor és csak akkor igaz, ha:

Liskex<daonez
4 4

Megjegyzés: Ugyeljiink arra, hogy csak sin > cos o egyenldtienséget kell megoldanunk arra,
majd o= mx-et helyettesiteni.
&) Haatgr=""0 s ; +km, k € Z azonosségot haszndljuk, akkor az egyenlotlenség fgy fthato:
cosx
" inx
Tsine< 2 4 cos,
cosx
ahonnan ekvivalens dtalakitdsokkal ezt kapjuk:
1-cosx <2 (1 cos.).
cosx
Ha cos.x# 1, azaz x# 2k, akkor 1 - cos.x> 0, tehd elég megoldani az

inx
1<

=igx
cosx
cgyenldtlenséget. Ennck a kovetkezs x ériékek tesznek eleget:

Z pkn<x<Zaknkez
4 2

1, akkor nincs megoldds x-re.
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10.6. VALOSZINUSEG-SZAMITAS
Események — megoldasok

a) Tgen, igen, nem, igen.
b) & ¢) {g6l; nem g6l}, {kosdr jo; kosdr nem j6}, -, cserepek szdma.
@) {1,2,3,...,19,20); ) {0,1,2);
) {-20,-19, ..., =1, 1. .... 19,20}.
a) Igen. b) 8<x<13
¢) Rudi j6: (9.5 << 10.5); rudi nem j6: {x<9.5 vagy 10,5 <x}; 10 cm-nél rovidebb: {x < 10).
a) (1,2,3,..,29);
b) A={1,2,3,4,5), B={20,21,22,...,29}, C=(2,3,5,7,11,13,17,19,23,29}.
¢) A=(6,7,8, ...,29) = {legaldbb 6.-ra hizunk kirdlyt};
B={1.2.3, ... 19) = {legfeljebb 19.-re hizunk kirdlyt};
C=1{1,4,6,...,28) = [elsGre vagy Osszetett sorszimra hizunk kirdlyt)
d) Biztos esemény példdul: (legfeljebb 32.-re hizunk kirdlyt).
Lehetetlen esemény példaul: 29.-re sem hizunk kirdlyt)
a) (3.4,5....,18).
b) Biztos esemény: {poziti Gsszeget dobunk ). Lehetetlen esemény: {20-ndl twbbet dobunk )
a) {piros, zold, fehér).
b) {(p: p): (pi 2): (pi £); (2 2): (2 p)i
©) ((pspY: (pr 2): (pi s (22 2): (22 ).
d) (s s pY: (s s 23 (P pi £: (3 23 2); (pi 23 0): (23 22 ),
) {(p3 )5 (P 203 (s )5 (23 203 (25 P (23 5 (6 p; (£ 203 (1 D).

3 (£ p) (f: 2)}

G a) Alehetséges kimenetelek tiblizata: Zaon 8 K6 R o
Z) Al séges ki Jizat i i
e EE D J s
!i J zs )

a) Alehetséges kimenetelek tibldzata: i o st s s, e
L R e e PP
) Mindkettt ugyanannyi elemi esemény valdsitja [
meg. oo | ||t e
[ [T TR R T I
4 T » = i -
5 i L 5 - 2
o [t e
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Miiveletek eseményekkel — megoldasok

a) A= (nincs fej}: B=(vanfej): C=(0.1vagy3 fej}: D =lehetetlen.
b) Nem.
¢) Igen, {mind irds) s {pontosan kettG fej).

a) €s b)nél az eseményeket az dbriin ithatjuk:
©) A+ B biztos, A-B, A-B-C lehetetlen. —
d) Példdul A és B-C, illetve A+ B és A-B.

) 31-2= 12, illetve 31-3! =36 b) Igaz. € 3122224,
a) Azesemények szovegesen:
A+ B = (16kot vagy tizest vagy fszt hizunk);

A-B= ((0k tizest vagy tok dszt hizunk);
B-C= (dszt hizunk);
kot vagy figurds lapot hizunk);
szdmozott 16k lapot hiizunk);
k fszt hiizunk) .

b)1Al=8. |B]
la+Bl= =4,1a+Cl=20, |C-Al=4,1A-B-Cl=

a) E=A; +C-B; H=C-D.

b) Igen, akivetkez6 pirok: A és C. E. G vagy H: B és D vagy F; C és G: D és F. G vagy H;
FéG.

G0 a) A+ B;

al

E.

b) F=A-B; G=E-D; H=(E+D)-E-D.
¢)A-B-C; A-D; B-(C+E-D)+A-B-(E+D)-E-D+A-(C+E-D).
B8 a) (A-B\C=(A-B)-C;

b)A+B+C;
¢) A+B+C=A-
d) (A-B)+(B-C)+(A- c)

&) (A+C\B=(A+0C) B

) (A+B)-(A+C)-(B+C)=AB-BC-AC.
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) A megjellt korivek a bal oldali dbrén lithatok.
b) A+B+C=(125,20; 1: 18:4; 13;6; 10; 15; 2} (sirga korcikk a jobb oldali dbrdn);

C-A+B } (narancssérga koreikk a jobb oldali dbrdn);
B-D=B;
A+B+C+D={17;3; 19 11; 14,9} (z0ld korcikk a jobb oldali dbran).

¢) Bérmely ket, kivéve az A és C pirt
d) A bekovetkezése maga utdn vonja C bekovetkezését.

Kisérletek, gy isag, relativ gy
—megoldasok

-

a) Géza: %

52 Tams: - =~0,37; Ferenc: 1>
19 2

b) Ferencre kel bizni a szabadrigdsok elvégzését
20

.12 8
B0 a) Piros: —=0,3; kék: —=0,2; s: 0.5.
@0 a) Piros: o i E

b) Piros: 30 db (100-0,3 = 30); kék: 20 db (100-0.2 = 20); sdrga: 50 db (100-0,5 = 50).
L

Legfeliebb 11.

Legaldbb négy.

=

=

A indi ikus modellje —

@ 2 =025
16

281
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a) ;=o,43. b) %:o,zs.
BE —=0,i.
%

4
am

50
S o

2
% =08 x=12.

@ =02 x=20.
x
x

——=06x=18.
x+12

2
@m 1- =02 x=5.
0ex 0T

30 0a.

am =0,
360°

1 1
2770) —=0,1; b) —=0,1; c) 3-—==03.
o ) 935

1 s
@ . =0,397.
37

Példdul: {1;

:4) vagy (nem sszetett szdm dobdsa).

2773 b) Hetente egyszer.

@) Nem.
b) 31,32,41,42,43,51, 52,53, 54, 61, 62, 63, 64, 65, 11,22, 33,44, 55, 66, 21.
4
) 2 ~0,19.
5
oY oos2.
21

a)%:o,uoooﬂmm; b) ;—Xzo.mmomwv
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2776 b 2200167,
5t
b wﬁo_w;

2778

2779

@ Erdemes dl!zmunk a komplemenm eseményre, hiszen az a csupa irds (1 eset). Az
nyek szima 23, fg;

a) Feltehetjiik, hogy egyetlen Kis Misi jdr ebbe az osztdlyba:
P=too0m.
30

b) A 30 tanul6nak pontosan a fele szerepel a kinyitott napl6 jobb oldaldn:

) Az els6 10 tanul6 kozot:

Megjegyzés: Kis Misi esetében (és a mhmhen is) gondolkodhatunk tgy is, hogy 15 oldalpdmdl
nyilhat ki a napl6, majd az ott levG két tanul6 koziil vilaszt a tandr. Vagyis:

52
a) Ha felesapjuk a konyvet, egyszerre mindig két oldalt litunk. Azaz csak 180 lehetdség marad,
y valahol kinyissuk, ebbol 9 £6 fejezethatir:

P 2 _0.05.
b) A9 £ fejezet és a 95 = 45 szakaszhatir egyitt 54 oldalt foglal el:
54
p=3t
180

@) Akeresett valosziniiség:

=L _o04167.
%

b) Akedvezd esetek szama 1, az dsszes esetek szima 2424, fgy:
.0017361.




4

¢) Akedvez esetek szama it 31, az sszes cc:mké pedig 24-24-24:

—5=0,000434.
94"\

a) Minden szinbGl 8-8 darab van a csomagban. Ha nem tes
hizds utdn a még hizhatd lapok szdma eggyel csikken:

8-8-8-8
S3a130.29 00T

b) Figyeljiik meg, hogy a szdmldl6t nem befolydsolja a visszatevés, azonban a nevez6 mir nem

k vissza a lapokat, akkor minden

csikken. Azaz a valdsziniiség kevesebb lesz, méghozzi ~—————-szeresével:
32.32.32

g
P=——=0,00390625.
3¢

a) 3és 2 egyforma dolgot 5—

0-feleképpen tehetiink sorba. Mindannyiszor 87-6-féleképpen

hizhatunk pirosat a puma . 8- 7-féleképpen kot a tokok koziil
Az sszes esetek szima 32-31-30-29-28, fgy:
5t
3

8:7:6:8.7
2

0,00779.

32:31:30-29-28

ehetdsége nem viltozik. A 6bbi igen, mivel nem cstkken
az egyes lehetGségek szima sem a kedvez, sem az 6sszes esetek kozoit
51

8.8

121

P 0,009766.

325
) Mivelablstya ek  sorfban é o2 oslopiban , ha 2 gk oslogban valamelyk mestre
elhelyeziink egy bistyt, Akkur abban  scrban ds bisty e ehe. fgy a2l cazopban 8,
amésodikban mar csak 7, aztdn 6 stb. lehetGségiink van a bistydk
i 1. Ax faezes et mzin 5, ekkor ugyanis egymds mellé is Ichcunk a figurikat,
minden oszlopban nyolc helyre:

0,0024.

b) Ebben a részkérdésben az sszes esetek szima megegyezik az el6z6 példa kedvez eseteivel
(nem iitik egymdst), azaz 8!.
Akedvezo esetek o dlisihoz két dolgot kell iink: egyrészt minden sorban
ket tlomezs taldlhat6, cgy vildgos és egy sotét (példdul az elsd és utols sorban a ket sz€lss,
a negyedic s i sorban pedi a KinépsS négyes): misréat ezeka mezfk szimmetrikusan
helyezkednek el. Fellrol indulva szabadon vélaszthatunk az dtlémezok koy négy
sorban, azonban utdna mir a szimmetria miatt csak cey-cgy szabad lchelmegunk Van igen

000397,

Megjegyzés: Mindkét részben a sorok és oszlopok szerepe felcserélhetd.
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@ Az ot szim hatféleképpen egyezhet meg (kedvem esetek). Az Ssszes esetekhez barmelyik
Kockdval dobhatunk 6-félét: 6°,

P -0 00077.

b) Kis pokemél az egy killonbozo 5-féle kockam johet (megkilonbisztetve a kockikat). A kil
024 kocka 5-fle zdmot mutathat. A (6bbi négy 6-feleképpen Iehet egyformma. A kedvezG esetek
szdma igy 5 50, ebbdl:

P=20_00103
6

@m o A

or valdsziniisége:

b) Akét valésziniség egyenld.
B a) A rulettasztal szémtdblizata az fbrin lithato,
b) Minden sorban 3 szdm 4ll;

0,081.

(A0 nem tartozik a sorok kvzé.)
¢) Egy-egy oszlopban 12 szim dll:

=0,324.

(A0 nem tartozik hozzd egy oszlophoz sem.) Az elsG tucatban
ismétcsak 12 szm van, igy annak valdszintsége ugyanekkora.
d) Két szomszédos oszlopban 24 darab szdm talflhat6, fgy:

“Tehit 30 itékbol kb. 20-szor nyeriink. (Ez azt jelenti, hogy
Litkibban, mint hérom pirgetésenkeént ketszer erin
~ legaldbbis ez vdrhatd.)

1 3
am L =0027; b) P=2 0054 o P=2~n.0,027.
@ P=g b Fes ) P=i=n
d) 18 darab piros szin és 18 darab pératlan van a szdmok kozott, esélyiik fgy ugyanakkora:
=18 o486,
37

) Mivelaz sszesestek sma hat eaérta vlGsziniségei alapidn 4 6 B is 3-3
Kell hogy tartalmazzon. sorzatuk (meissetik)pedig 24 PEGAul A= (1:2:3), B2 (3
A-B=(23).

) 4 mostis 3 clemi «,s«,mcl\ybol ll, B azonban keudbol, sszegiik (egyesitésiik) négybol. Pél-
ddul: A= (1:2;3), B=(3:4), A+ B={1:2:3:4).

IR} Nem ismerik a pontos darabszdmokat, legyen példiul ajo csokikbal n darab. Ekkor 0,251 lejért
szavatossigi van. A keresett valdsziniiség:

-3clemi s
3:4]
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Megjegyzés: Tokéletes megoldds, ha a feladat elején vélasztunk egy ,kellemes” darabszdmot a j6
csokiknak, példdul 100-at. Ekkor 25 darab lejdrt szavatossdgd csoki volt a dobozban:
100

P

8.

125

B a) Ha csak egy irdnyban kozlekedik, akkor a 9 vagy a -9 pontba juthat el. Ha 8 egységet 1ép
az egyik, & egyet a msik irinyba, akkor a 7 vagy a -7 ponlba jut. Es fgy tovibb: lithatjuk,
hogy csak a paratlan szimokndl fejezheti be kilenc perces sétd

b) Szimoljuk dssze a rendelkezésre ll6 kilene per alatt bcjarhmc. sszes és kedvezd titvonalak

spfmi Mive minden perben ket b Kilokdhet gy gyséet.  klen pers i sosen
2 be a sétdt, ha ot percig

meg ezcket a moq,d\okm a kilenc perc alat, az nem érdekes. Ha + Gs — jelekkel
ik az egyes lépéseket, akkor dsszesen hét + és kettd — jelet kell lefmunk minden kilenc
1

9!
7121

jelbGl dlIG sorozatban. PEIdul: +, —, +, +, + +, -, +, +. Ezek szdma
valszintiség: o

. gy a kereselt

x+7+s

8
P=—=021; b) P=
a) 33 b)

zndlnunk, hiszen legfeljebb arra joviink rd, hogy nincs
s, A észkérdésnd duéhtink.a komple-
t5zet clemszdmd.

Valészindiségek szmitdsdndl a komplementer eseményre vald dttéréskor két dolgot is tehetiink:
felithatjuk az sszes eseménybol kivont ellentett eseményt; vagy kivonjuk a biztos esemény

BB ) Minden szinb6l 8 van a csomagban. Ha visszatevés nélkiil hizunk, akkor minden hizds utd
egayel csokken a csomag elemszma, és vele egyiitt az egyes szinek szima is. Ne feledjiik, még
23,2,2 azonos szini lapok 1ehmeues sorrendjeit s figyelembe kell venniink. A megolds:

8:7:6:8:7-87

2' 2!
32-31-30-29-28-27-26
ik, akkor az tj hizsndl nem

,013,

b) Ha a kivett lapokat visszat
szima: 7

kken a vilasztdsi lehetdségek

-87.82.82
322
p=3 .0128.
327
Megjegyzés: Az a) részfeladatban a csikkend szorzatokat felithattuk volna példdul a kovetkez
formdban is: 1
32
@2-7
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@) Kombinatorikdbl ismert a feladat: tegyiink sorba tbb dolgot, melyek kizott azonosak is vannak
diis:

az 1626 példdban is alkalmaznunk kc]lcu) A megoldi
o
B4120
b) A feladat dlml mcgm.lnn pillanatban az Gsszes esetek szdma 8, a kedvezd (ézsaszin) esetek

szdma 2, ig

) Két megoldiist is adnl\k A bonyolultabb szerint ha esak egy lilft nem vettink ki eddig,akkor

akivett 13 goly6t fiéleképp tehetjitk sorba. Az egyes szinekbol 81, 41, 21-féleképp

hiizhatunk golydkat. K nevesdben eyakorlatilag 14! szerepel - a végére elvileg nem hatjuk oda
az egyest (ahogy a 4! végére sem), de értékét ez nem befolydsolja:

14121

0,286.

Az egyszerdbb megoldis csak az utols6 golyora koncentrdl: a 14 golyd kozott 4 lila van, izy
I" 0,286 indiséggel lesz lila. e
utin a bonyolultabbol is megkapjuk az egyszerdbbet.
d) A hdrom szin 31-féleképp kovetheti egymist, azokon beliil a szokisos 81, 41, 21-féleképp
Kovetkezhetnek az egyes golyok. Az osszes esetek szima 141, igy:

azutolsé P=

a) Barmerre megy, 5-szor kell felfelé, s 5-szor jobbra Iépnie. Osszesen 10 16pés, ami 10 pere.
b) Ossze kell szimolnunk az dsszes lehetséges ttvonalat. Ezt megtehetjiik tigy, hogy a lehetséges

5 jobbra és 5 flfelé s sves sorrendjétdssveszimoljuk: <~ =252, Ezazonban nem ad

151
Gtmutatdst a kérdezett y
Az biztos, hogy a jirkdlds els (és ulolsé) néhiny 16pése
meghatirozott: az origébol csak (1; 1 0)-n it
vezet az it, ugyanis nem érinthef ¢ egyenest.
Iegyersik el magunknak  pontok mell, hnyéleképpen
thatunk e odsip gy az x tengely minden pontjdhoz I-cst

ell imi. A (3; 1)-hez viszont mir 2-1, hiszen (3; 0)-n és
(2; 1) it is odajuthatunk, azokba a pontokba viszont csak
1-1 itvonalon. Azaz minden pontban ahoz
juk vezetd pontok dtvonalit. fgy mi tudjuk lteni
vt Akéndéses tvonalak szama 14, Ellodrsésképpen ok el az e0bb Kiszdmolt sz
eseteket is. Ujra 252-t kapunk. fgy a keresett valomnm

egyenes alatt haladd esetekre.

== ~0,0556.
252

¢) Az y=x egyenesre szimmetrikus az elGz0 s ez az eset, igy valoszinGiségeik is egyenlok.

287
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d) Eszrevehetjiik, hogy b) és c) esetekben éppen a kérdezett esemény komplementerét szdmoltuk
ssze. Eaért:

Megjegyzések: A feladat 16bb dltaldnositdsi, bovitési Iehetdséget tartalmaz.

Az cayik eheiduég, b igy éneimeratk o feladatot, hogy
z y = x egyenest csak tlépni nem szabad titkozben, hozziémi

{ech. Oldjuk mog igy s a feladatot!

M hetd,hanem az 5 3, hanem pldiul 0 ) porba

tarta katica. Természetesen ekkor az

feletti ziik. Vigydzzunk, ekkor mdr nem lesz
eimmetikus az cgyones alat & 1t lpegeiés

o ondolkodhatunk, hogy az dltaldban (n; &) pontba
{and Katcabogdrma foit hasonld kéndéscker hogyan vilaszol-
hatndnk meg. Mi lenne ekkor a vizvilaszi6 egyenes?
Az sszes eseteknél kapott dbrit figyelmesen szemlélve, esetleg
ismerds alakzatot fedezhetiink fel a szimok rengetegében.
135°ban, negativ irdnyban elforditva Pascal-hiromsziger ka-
punk. Jobban belegondolva, teljesen egyértelm, hogy ezt kell lit-
nunk, hiszen kétoldalt 1-esek dlinak, a kozotik levd szimokat
pedig a hiromszog képy bilyénak megfelelen dlltjuk elG.

2 .x egyenes alatti és

B Akockikat kulunbozle»uk meg, és tegyik sorba (pl. sorszfmozzuk Gket). Két megoldist is adunk
az egyes lehetdségeks

Pi, 1. megoldiis. Az cgy pirt ekinthetjik dey. hogy ketts azonos és hirom azonos. Az tGbbiak
a feladat szempontjibdl egy csoportot alkotnak Kiilonbo: a

szabad helyre 6, a miésodikra 5, aztdn 4 és végil 3 IchetGségink van, egy rogzitett. A pir valé-
seiniisége:

Piir, 11 (IIL) megoldss. frjuk dssze, hiny lehe-
t6ség van a par Kialakitdsdra. A kockdk s
maival adjuk meg a7 azonos ériéket mutatGkat: (BRSO X s

(132), (1:3), (1:4), (1:5), (2: 3), (2:4). (23 5), 3 facka X 7 X x
(334), (3:5), (& 5).

4. kocka x x x 1
Még jobban ltszik, ha tiblizatba gyGitjik az
a Kat. 5. kocka x v | e | e

. utdna a szabad helyeken 5-, 4-, 3-félét dobhatunk. A md-
zont csak egyet, hiszen annak meg kell egyeznie az elsG x-szel
Természetesen az eredmény nem véltozik:
_10:6-5-4-3

=0,463.
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Drill, L megoldis. Ahelyzet nem vllozk  phos Képest, cak it hifom é két ceyorm ke
sink (az utbbi kettd jat szerepén). Tl iban viltozik, hogy - mivel
aszabad helyek szdma eggyel csokken — 6-5- 4-gyel it

3654

P

Drill, I1. megoldas. Alkalmazzuk a par masodik megolddsdnl bemutatott tabldzatot, ezzel ismét
10 lehetGségig jutunk. Most azonban az x-ek jelentik a kiilonbozG szdmokat, az iires helyeken
vannak az azonos dobdisok. Mivel eggyel kevesebb szabad helyiink van, ezért a szorztényezs
Végérdl lemarad a hdrmas:

PRRLE S

Full, I. megoldds. Itt mér (ényleg kettG és hirom azonos ériéket kell sorba raknunk. Azonban csak
két szabad helyiink van (a t5bbit meghatdrozz4k). igy:

0,0386.

Full, I1. megolds. Barmilyen furcsa, tdblizatunk még mindig a kordbban ldtott, csak képzeljiink
az iires helyekre példul y-t. [gy:

mﬁs

P = e = 0,0386.

Két pir, I. megoldds. Ebben az esetben k

. és egy ezekil

van, sortendjikre. ; 7t kapunk. Azonban a sorrendek Kzt nem szdmit kilnboznek,
ha a ket par szerepét felcseréljiik (5-5-6-6-2 ugyanaz, mint 6-6-5-5-2), fgy ezt még 2!-sal osztani
kell. A hdrom szabad helyre 6-5-4-félét dobhatunk. A keresett vnlu\zmn»é!,

-

Két pir, IL. megoldsis. Vegyiik a kordbbi tibl-
Zatot, csak most x-x és y-y jeldlje a két part.
Lithatjuk, hogy a pérhoz képest minden x-x 2Kk x x x y y
eset hdromszor fordul el6 az y-ok elhelyezkedése 3 yooka
it Ty nem 10, hanem 30 ehetoaéetn leas
apérok helyét kijelolni. Azonban x és y sercpe  4KGka y ¥y ¥
is feleserélhetd Kveg:mdmanyb:n nem kulonr o
boztetjiik meg a V- dobd-
coka, czént 361 ostanunk Kel's Ioheséses sorrndek szimt, ami 15. A szabad helyek szima
egayel csikkent a pirhoz képest (6-5-4). A keresett valészinliség:

15:6-5-4
Rape= 2534 02

FEE e e e e e e

drill, full.

Veégiil dlljon it a kérdésre adandd vilasz: pir, két pi
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a) Eredetileg annak az esélye, hogy Baldzs felel:

P

L0033,
30

Astrigula utin a szoftver tigy veszi, mintha Balldb tr kétszer lenne a napl6ba rva. Ezzel eggyel
novekszik az dsszes esetek és egayel a kedvezd” esetek szdmais:

2 0,0645.
31

Anbvekedési szorz6 a kettG hinyados =1,935

szeres. Szizalékban kifejezve a novekedés

985%08 lleve gy siula (eiéve, hogy a tobbicknek még nines ilyen) utdn a felelés valo-
seiniisége 93.5%-kal nagyo
b) Tcayuk fel, hogy Bl ~nak  striguldja van (a tobbieknek még nines). Ekkor a felelés vald-

i poltn
3040
Akivetkezs egyenlGlenséget kell megoldanunk a pozitfy egészek halmazdn:
1+n 50,5,
30+4n
Innen: wsE
¢) Legyen Baldzsnak n, Borisznak m striguldja (mdsnak nincs, n, m pozitiv egészek). Ekkor:
1+ 1+m
Poatirs = 30— Phoriss = 30— —
Bls T30 nem’ P T30 404 m
Afeltétel szerint azt akarjuk, hogy:
1+n 02 & 1+m 503,

304n+m 304n+m
Atalakitva mindkét egyenldtlenséget és megszabadulva a tizedes tortekidl, ezt kapjuk:
dn-m>25 & Tm-3u>80.
Mit kezdhetiink két egyenldtlensggel? AlapvetGen két vilasztdsi lehetGségiink van: probdl-
kuzunk  vagy rjzolunk. Keadjik a pobilkozésal Segt, ha et ket s Kieeaés Kooé
pos
3

an- 25>m>8"* Z
Az cls6 egyenltlenség miatt n> 6. Azonban n=7,8,9, 10-re sem kapunk megfeleld meg-
oldst, mert  hrmadik Kifjens e Kiseb z lsnél Vg 1= 11 megkapiuk sz s
két mogoldi egy kis tiblizatot a lehetséges 1, m pirokrol. Az adott
n-hez, megtaldlt Gsszes m énéket nem soroljuk fel, csak a legkiscbbet és a legnagyobbat.
1 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 271 28 29
717 18 18 18 19 19 20 20 21 21 21 2 2 23 2 24 24 2
Mgy, 18 22 26 30 34 38 42 46 50 54 58 62 66 70 74 78 82 86 90

lli’l["]

Ennyi felirdsbol mér megfogalmazhatunk két szabdlyszertiséget is: ha n egyesével noveks
akkor m,y;, viltakozva 3-2-2-es csoportokban teszi ugyanezt, m,y,, pedig n minden ugrasit
négyesével koveli.
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A misik lehetGség. ha kiilon-kiilon a két egyenlGtlenségre
mint két linedris fligevényre gondolunk, és dbrézoljuk Gket
a koordinita-rendszerben (n helyére x kertil, m szerepét

Satirozzuk be az egyenlGtlenségeknek megfelel§ tartomi-
nyokat. Mivel n és m csak egész értékek lehetnek, a kozs
részben talilhat egész koordintdji pontok. az . rdcsponiok
adjdk a megolddst.
Akdrhogyan is olduk meg a feladuor, végelen sok meg:
Baliizs és Borisz striguldi szimira, a megadott
hnmokon e
Megjegyzés: Oldjuk meg Ggy is a feladatot, ha azt keressiik, hogy mikor kisebb a fidk felelé-
sének valdszintisége a megadott 0.2 és 0.3 értékeknél
) Jetje N a Jolin oszdlytirsainak Kiosztot srigulkat, Ekkor 7 & felelésének valoszintise:
1

“304N
Ezt szeretnénk 0,01 ald csokkenteni:
=—=<0,01.
'le +N
Egyszer dtalakitdsokkal: N > 70.
Vegyes feladatok — megoldasok
P a) és b) esetén a szimegyenes é a megadott o
események dbrézoldsa a rajzon lthatd. = ® s pm—
e et

©) Biztos esemény: D, lehetetlen esemény: B. 3t

EI7 a) Hatos dobasok szima: (0; 13 2:3: 4; 5).
b) A dobott szimok dsszege: (5; 6; 5
©) At lehetetlen (hatos), ~B: biztos (mindkettG), C: lehetetlen (dobott dsszeg), D: biztos (hatos).

EIB a) Cés D.
b) A = {legaldbb 16-ot dobunk}; B = {pératlant dobunk}; € = {primet vagy 1-est dobunk };
D = {dsszetett szdmot vagy I-est dobunk).
) A+D={1;2; 3 14;15:16; 18; 20);
A-B-C=(16,18;20);
T 11;13;17;19).

ED

3 A-(B+C)=lehetetlen esemény.
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2505
a) 3éve: 0,17; 2éve: 0,19; tavaly: 0,18; b) még 64-et.

I -=04.

oLl
20

5.5
ED -=0,.
a5

oa0g
5t
20.28
@D o 2 ~0216; b ~0,04556; 2% 00468,
D " aim e
@ o I » o029,
3
BB o) L~0.167; b 2lo0,1389;
5 @

2813

o094
54

=0,000198.
0
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