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Tisztelt Olvas6!

Feladatoy(itemény-Sorozatunk egyedildlld a kizépiskolal matematika feladatgyitemények kozott
A konyvek felépiése pontosan koveti a Sokszind matematika tank=onyvcsalad koteteinek szerkezetst,
igy akik ezekbol a tankonyvekbol tanuinak, kbzvetlenil alkaimazhatiék az orai munka és az 6nélo
ayakorls, sot az éettségi fekészilés soran s

Ugyanakkor — mivel a feladatgyitemények felépitése természetesen megfelel a tantargy bels6 logika-
janak és az iskolakban dltalanosan alkaimazott kerettanterveknek — minden nehézség nélkil hasznal-
hatjék azok s, akik mds tankgnyvekbSl tanuliék, iltve tanitjdk a matematiat.

Afeladatok nagy szdma és véltozatossdga miatt a tanuiok bségesen taldinak a maguk szaméra kitizott
szintnek megfeleld gyakorlasiIehetdséget.igy a tankonyveket s a feladatgyiteményt gyt haszndlva
Kellg jartassagot szerezhetnek a feladatmegoldasban

Az egyes feezeek vegen tahald Vegyes fladalok tekintéstadnak azado feezet anyagabd, ezrt
ol seqithetk az atfogabb szamonkérés eldt felkeszlést.

A feladatok nehézségének jeldlése

Minden fejezetben harom kiilonboz6 szintre bontva talljuk a feladatokat:

EEIT)  Gyakorld feladatok: olyan feladatok, amelyek — akér a tandrakon, akar hazi feladatként —
elsegitik a megtanult ismeretek elmelyitését, (narancssdrga szind feladatsorszm)

GEED - Kazépsaind feladatok: a2 adottémakoroen mas temdkioz is kapesolods problémak,
melyek IGsegti a tantargy komplex ismétléset, a matematikai

kompetencidk elsajatitisa meHen az0k alkalmazasat. (kék szind feladatsorszam)

Emelt szinti feladatok: az emelt szintd érettségire valo felkészilést segitd problémak,

melyek nemesak megoldasuk nehézségében kilonboznek az el6zGektdl, hanem felvillantjak

‘2 matemaika sz6pségét is. (bords szind felavatsorszim)

A [elada(ok sorszamozésa

feladatainak a egyes koteteire utal.
A 9. évfolyam feladatai az 1001-es, a 10. évfolyam feladatai a 2001-es, a 11. évfolyamé a 3001-es,
a12. éviolyame pedig a 4001-es sorszamtol kezdddne
A 12.-25 Kietoen a négy év anyagat tekint rendszerezd Osszeoglls felacatl az 5001-¢5 Sor-
szamtol indulnak, ezaltal segiti a feladatok kozott valogatast az érettsegire torténd felkésziléskor.

Megoldasok

Afeladatgyitemény minden feladat megoldasat tartalmazza. A gyakorio feladatok esetén csak a vég-
eredményt kozoljik, mas esetekben pedig annyira részletezziik a megoldasokat, amennyire azt peda-
gogiai szemponthol sziikségesnek tartottuk.

Akitizott feladatok megoldsahoz jo munkat és j6 tanulast kivanunk!

A szerzok
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I a.f Tugavény helyettesitési énéke az x, helyen
A . szdm abszoldt énéke
(0] . sedm egésurésze.
{x) az x szdm tortrésze
I . szim négyzetgyoke
[ . szim n-edik gydke
alb 4z szim osadja a b szimnak
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9.1. KOMBINATORIKA, HALMAZOK

Szamoljuk dssze!
(0 a) Legfeljebb hanyfele kiilonbiozs tsszeget képezhetink az 1, 2, 3, 4 szimok ko tett bsszeadds-
vagy kivonisjelekkel?
b) frjuk fel, és szimitsuk ki az dsszegeket.
(I8 a) Hinyféle kiilonbiszd szimot dllithatunk el6 a 2, 2, 2, 2 szimok kivzé it ésszeadis- vagy kivondis-
jelekkel?
b) Szimitsuk ki ezeket az b
G Tekintsik az 1 -2 +3 -4 Gsszeget.
a) egy zérGjelpdr segitség
b) Hiny kiilinbiszs eredménye lesz fgy az dsszegnek?

zegeket.

M Katinak van n gy esupusz babifa. A babihor mic apor kil klapot,hiom ilnbtat izt
vala m kilonbzG szoknyit. Hinyféleképpen oltozithed fel bk a babdiat Kat, ha
cay sroknyit, ey bliztée ey Kalapotad 2

(I Bamabds nagy koncertrajongé, de negyedévente csak pontosan egy koncertet enged meg magdnak.

Jovéire janudrban 2, mérciusban 1, mdjusban 4, jdliusban, augusztusban és oktdberben 2-2-2 nagy
Koncert lesz mis-més eladokkal. Hanyféleképpen dllithatja ssze Bamabis a jovG évi koncert-
programjit?

(T Ha ma élne. Sherlock Holmes a Paddington llomisrol sdrga, rézsaszin vagy barna metréval jut-
hatna el a Baker Streetre. A Baker Street fels végér6l a York Bridge-en, a Hannover Gate-en vagy
ayalogoshidon éphene a Regent's Park etletére.Hinyeeképp jubatna a dllomdsrdl parkba,

k az emlitett dtvonalakat veszi igénybe? frjuk is fel ezeket az utakat.

M0 a) Osszesen hanyféle mondatot készithetiink a kivetkezs szavak, wﬁkmpuohlok Lafid”; tanul™;

LJOI” és a mondatvégi pont, felkidltdjel. illetve kérddjel segitségével
b) frjunk fel koziliik néhdnyat.
¢) Taldljunk ki olyan helyzeteket, amelyekben elhangozhatnak.
d) Van koztiik olyan, amelyik semmilyen helyzetben sem értelmes magyar mondat?

G Hény darab otjegy kettes szdmrendszerbeli szim van?



KOMBINATORIKA, HALMAZOK

WD) A képen lithat6 szekrény tetején kétfelé nyils ajt van. Alatta egy
nyitott konyvespole, az alatt pedig egy lefelé nyilo ajtaji birszekrény
taldlhato. A szekrény aljira szintén egy kétfelé nyilo részt épitettek.
A szekrénnyel szemben dllva hinyféle helyzetben lithatjuk kinyitva
vagy becsukva az Gsszes ajtot?

I @) Mondjuk ki a Pitagorasz-tételt.
b) Ha csak formdlisan ismerjitk az osszefiiggést, akkor dsszesen hinyféleképpen irhatjuk be
23,4, 5 svimokat a Plagoras-éiehen sserepld a. b & ¢ oidalak helyérer
¢) Ezek kivzil hiny esetben teljesiil az egyenlGség?

i Koo i i mondcny s
26 koesija van a isvasil
a) Hinyféle szerelvényt é!lilhat el bellik mindet
felhaszmilva, ha a &t mozdonyt Konvelenl egy-
mas misgé, de a kocsik elé teszi?
) Hinyltie,u épen et Ssaectiell &y s
sigh szerelvényt dllithat ossze bel

Ko alaki asztal mellett hérom szék van: egy a
dallu el Tk (o, hogyan dihe e 4z astal Koré
a) figyelembe vessziik, hogy ki il az ajt6, az ablak, illetve a kandallo fell;
b) csak az asztal melletti somendjitket vessziik figyelembe valamilyen kisrbejdrds szerint;
¢) csak annyit vesziink figyelembe, hogy ki kinek a smmued,n
B Az {1:2:3) halmaz elemeih a(2:4:6)
Kiilinbisz6 elemekhez kiilinbiszd clemeket.
@) Hinyféle hozzdrendelést (Tugevény) kaphatunk fey?
b) Adjunk meg i szabdlyt a lined

4j16 fel6l, egy az ablak mellett és egy a kan-
16, ha

D Hinyfcleképpen szinezhetiink ki egy
) 2x2-es négyzetet ket szinnel; b) 3x3-as négyzetet hérom szinnel;
ha minden sorban és oszlopban minden szin csak egyszer szerepel?

Egy tol6ajt6s ruhdsszekrény felsG és alsé részén is hirom-hirom
10lGajt6 csiiszik két pérhuzamos sinen. inen cstisznak a most
Kisepen d1 Wkt émk (el el el vanvak) a1 s
a6 podis a mso n (ezk s itk vaneal). A birom 416

A hélso amk mlvel cgy sinen mozognak nem tolhatk egymisra.

a) Hinyféle helyzetbe mozgathatjuk a fels6 rész hits6 sinén mozgo
ket 526156 ajtét?

b) Hinyféle helyzetbe mozgathatjuk a felsd rész dsszes ajtajt?

) A szekrénnyel szemben dllva hényféle dllapotban lithatjuk
az sszes ajtdt?

1
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Tekintsiink a
indulnak). Ird
Hany kiilnboz5 pontba mutathat az A-b6l indulé b+ + d vektor?

asikon egy ABCD deltoidot (a szomszédos egyenlG oldalak az A
witsuk valahogy az AB, AC és AD szakaszokat, igy kapjuk a b,

Halmazok

Dontsiik el, halmazok-e vagy sem a kovetkezok:
a) A= {az ostdly magas tanulGi);
b) B={azo
¢) €= {az osztdly azon tanulGi, akiknek tanulmdnyi dtlaga 5.8 matematikabol);
d) X = {az btos 1y
¢) Y= {az 6105 06 2000, évi 1. heti nyer6szimai).

ztdly 180 cm-nél magasabb tanul6i);

0 Adjuk meg utasitdssal a kovetkez halmazokat:
@) A={1:2:3;4;5), B=(134;9; 16;25; 36; 49; 64; 81);
b) C={a ] F;C).
{0 Abrézoljuk egyetien Venn-diagrammal az aldbbi halmazokat:
=(xezllxl<3);
a hagyomdnyos dobskockival dobhaté szamok);
=(rezls2=4).
KD EgyenlGk-e a kovetkezs halmazpirok?
a) A={xezZ|x?<5) és B= (-

B

b) C:{XGZ*

Lal s p=ws2no;

7

¢) (primszimok) és (csak 1-gyel és Snmagukkal oszthat6 egész szimok ;

d) (A és B kilonbiszs pontokt6l egyenld tivolsigra levd pontok )} és (AB szakasz felezomerle-
gesének pontjai)

(7 Egy pozitiv egész egyjegyl pozitiv oszidinak részhalmaza a kivetkez6: A = (1:2; 3:4: 5: 6: 8: 9).
a) Hény ilyen szim van? b) Melyik a legkisebb ilyen szdm?

72 Soroljuk fel az dbran lithat6 kdrtyafigurdk halmazénak dsszes kételemi részhalmazt.

& i\
) Soroljuk fel az

@) A=(a dobhat6 primszdmok | halmaz dsszes ré:
b) E = (a20-ndl kisebb pozitiv né imok) halmaz kételemd

12



KOMBINATORIKA, HALMAZOK

7 Adjunk meg tigy egy A halmazt, hogy teljesilljenck a kivetkezGk:
DcA BeA & (D)) cA

3} halmaz valédi részhalmazait.

an, amelyre A€ BE N, ha A = {1:2:3)?

{7 a) Soroljuk fel az A= (152
b) Hény olyan B halm:

(7 Legyen A a szabdlyos, B az eayenl s, C az. egyenl s deréksatg, D a dexészigl,
E az dltaldnos hdromszgek halm:

a) Dontsiik e, melyik dllitds igaz, és melyik hamis.
AcB, BcC, CcD, DcE

) Ve olyan almaz, amelynek bimelikc msc balmaz ésehalmaza? Van-e olyan bz,
amely bérmelyik mésiknak részhalm;

¢) Tekintsiink el az alakzatok méretétdl. Ekkor van-¢ olyan halmaz, amely véges?

i) Jelolic P a paralelogrammk, 7 a trapézok, R arombuszok, D a deltoidok halmazt, és tekintsik
a rajzon lithat a, b, ¢, d, ¢ alakzatokat is. Dontsiik el, hogy melyik igaz az aldbbi dllitdsok
il

kozi
1 2 1 2
1 2 1 2
@) RSP vagy PCR; b) PCTvagy TCP; ¢) PCDvagy DCP;

dyacPacT,aeD beD ceT.deR ceP.
W Abrézoljuk a fiizet S sikjdn a kovetkezG halmazokat:
melyek § egy adott P pontjdtGl pontosan 2 cm tdvolsgra vannak ) ;
melyek § egy s zrt szakaszdto] pontosan 1 cm tévolsdgra vannak);
) M= (S azon pontjai, melyek S egy ¢ egyeneséidl legfeljebb 2 em tévolsdgra vannak);
) M= (S aaon pontai, melyel: S gy it 1 lalapid lefelebh 2 cm volsigra vamnak).
(Ziirt az alakzat, ha minden hatrol6 és minden belsd pont s hozzd tartozik.)

@ Figyeljiik meg az alibbi Venn-diagramokat, és vélaszoljunk a kérdésekre.

t.ana 240 3

@) Milyen feltételek mellett lesz az els6 dbran vonalkdzdssal jelolt halmaz valodi részhalmaza
isodik dbrdn vonalkizdssal jelolt halmaznak?

b) Milyen feltételek mellett lesz az elsG két dbrdn vonalkizdssal jelolt halmaz egyenl§?
A < B. Mi a kapesolat a mésodik és a harmadik dbran vonalkdzdssal jeldlt
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D Jellie 7 a tér dsszes pontjainak halmazit, d(X; ¥) pedigaz X és ¥ alakzatok tévolsdgdt. Milyen
alakzatok lehetnek a kovetkezok? (Az r mindig pozitiv valGs szdmot jelil.)
a) {PeT|d(P; A)=r, ahol AT adott pont}:
b) {PeT|d(P;A)<r, ahol A & T adott pont};
¢) [PeT|d(P; A)=d(P; B), ahol A, B T kiilonbszs pontok };
d) {PeTld(P;e)=r, ahol e T adott egyenes}.

ED frjuk fel és szamoljuk dssze a hatelemd A = (1; 2: + 6} halmaz héromelemi részhal-
mazait.

B Az aldbbiakban 1,2, 3, 4 elemi halmazok kilonbozs elem részhalmazainak szimit kell dssze-
‘gytjteniink. Mivel az ires halmaz minden halmaznak részhalmaza, azt mar beituk.

@} 9,0} {.0,0} {0,0,0,d}
0 elemd részhalmaz 1 1 1 1

il

1 elemd részhalmaz

2 elemd részhalmaz =

|

3 elemd részhal

IL

4 elemd részhaimaz - - -

|

@) Toltsiik ki a tabldzat hidnyzo celldit.

b) Probiljuk meg kitaldlni, hogy az dtelemi halmazra milyen értékek adGdnak. Ha nem sikeriil,
{rjuk fel és szdmoljuk dssze a részhalmazokat.

A Végtelen szilloda egyetlen végtelen hossz folyosGjan — nevéhez hiven — végtelen sok egy-

digyas szoba van. A szobaajtok sorszamozdsa a recepei6 mellett kezd6dik: 1. 2, 3, ... Minden

szobdban van egy hangosbemonds: azon keresztil kérheti meg a recepeids a vendégeket, hogy

tegyenck meg valamit. A szdlloddban telt hdz van. Mire sz6litsa fel a mér bent laké vendégeket

arecepeiés, ha

a) gy bitagd csaldd érkezik;

b) aNagy Kinai Szakicskongresszus részvevai érkeznek végtelen sok (B, B, By .. jeld) végtelen

hossz autGbusszal (minden buszon s, 55, s3, .. sz4md ilés van)?

A eeepeids ek sem klldhet o s inden rkes e 4l vt el Htpeanl e

rmelyik scobiba eRlicietheia mar bent lakdka, Mindect iy kell mgtennie, hogy cyértelmi
Iyik iilésér lyik szobit kapja meg. i

is meg kel mondani, melyik szobdbol melyik szobdba koltszzenek.

o

(D Jelolje T atér osszes pontjainak halmazt, d(X; ¥) pedig az X és ¥ alakzatok tavolsdgit. Milyen
alakzatok lehetnek a kovetkez0k? (Az r mindig pozitiv valds szimot jelol.)
a) (PeT] ahol s € T adott zdrt szakasz);
) [PeT|dP;n<r, ahol 1 T adott zdrt téglalap};
¢) [PeTld(P: ) <r. ahol £ < T adott zirt téglatest}.




KOMBINATORIKA, HALMAZOK

Halmazmiiveletek

(3 Az A halmaz elemei a pozitiv primszémok, a B halmaz elemei pedig azok a szdzndl kisebb
pozitiv egész szimok, melyek szimjegycinck dsszege 7. Soroljuk fel az A A B halmaz elemeit.

@3 o Legyen ={152;3;4;5) és A =(2;4;5). Hiny olyan B halmaz van az univerzumban, amely
diszjunkt A-val? Soroljuk is fel Gket.

b) Legyen most U és A c U tetszdleges halmazok. frjunk fel olyan halmazokat, amelyek biztosan
junktak A-val.

Jellie U a hagyominyos dobdkockival dobhatd szimok halmazt. Tekintsiik mkuveLkem dobisok
halmazait: A = {primszdmok), B = X 6},
E={7-nél nagyobb szimok). ahol A, B. C, D, E < U. Keressiik meg kozdttik a d|s7.Ju|\k(
halmazpérokat.

(D Adottaz A= {1:2:3:4:5:6) ésa B=(1:3:5:7:9) halmaz.

@) Adjuk meg elemeik felsoroldsdval az A U B, A" B, A\B é B\A halmazokat.
b) Adjunk meg gy egy C halmazt, hogy a (B\C) C A legyen.

WED A két dbra alapjdn vlaszoljunk a kérdésekre.
a) Milyen kapesolat van a két Venn-diagramon
vonalkizassal jelolt halmazok kozott?
b) Adjuk meg mindkét halmazt legaldbb két-
két modon A-val, B-vel és halmazmivele-
tekkel.

{0 Adott hdrom halm:
a) Hatirozzuk meg az A\B, BC, A C és A U B halmazokat.
b) Hatdrozzuk meg az A\(B U C) halmazt.
¢) Abrizoljuk az A, B. C halmazokat Venn-diagrammal.

(0 Szemléltessik Venn-diagrammal az A, B, C < U halmazokat. Milyen kapesolatban vannak a fel-
adatokban szerepl halmazpirok?
a) (AUB\C & (A\C) U (B\C); b) AABAC 6 AUBUT;
) (B\A)UANC) é BU((ANCO\B).
@ Kttt kivekenSle waul A B
<t ys 21, Mely betdket atalmazza az A halmaz?

wxiyizh A A B=(xiu), valamint

{8 Legyen U#@ nlaphulm:ﬂ. A, B, C pedig az U t
azalibbi kijelentések igazak-¢ minden A, B, C  U-ra.

leges részhalmazai. Dontsik el, hogy

a) ANBU C)c A b) B\(B\A) c A; ) Cu@A\B) CB.
d) Melyik részhalmaza a misiknak: A\(B\C), vagy (A\B)\C?
@D Legyen A= 3;0). Hatdrozzuk meg a kovetkezs halmazokat:

@ AU (152 54), A (=15 -2 -3 4}, A\ 0;2;4} 6s {az egyjegytl pozity primszémok) \A;
b) A ha U= {xlxeZ és -5<x<5).




a) Milyen kapesolat van a Venn-diagramokon vonalkizss: ?

b) Adjuk meg a vonalkizdssal jelolt halmazokat A, B, C és halmazmiveletek segitségével.

¢) Szinezziik be cg; an a vonalkizdssal megadott hirom halmazt. Adjuk meg a fehéren
maradt részt a lehetd legkevesebb mvelettel.

18): AnB=(37)

{1 Adjuk meg az A halmaz elemeit, ha U
é AUB=0.

Legyen az univerum az U~ {egylegyl nemncgailv egész sfmok) halmaz, és beme a2
cgyjegy( pozitiv primszimok) halmaz. Hatdrozzuk meg az A U B komplementerét,

= {Bsszetett szimok és a nulla); b) B={5-nél nagyobb szdmok}.
AdaaliverkezSnégy el A = x| xe 2+ és x<100}; B= (10106l Kisebb pozitiv primek};
20-ndl kisebb négyzetszimok) és D = (pozitiv egy- és kétjegy( osszetett szimok).

u) Adjuk meg, melyik halmaz részhalmaza valamelyik mdsik halmaznak.

b) Vannak-e diszjunkt halmazok a felsoroltak kzott? Melyek azok?

¢) Abrizoljuk a halmazokat egyetlen Venn-diagrammal.

D Legyen U # @ alaphalmaz, A, B, C pedig U tetszdleges részhalmazai.
a) Abrézoljuk Venn-diagrammal a B U (A 1 C) s (C\A) U (A 1 B) halmazokat.
b) Adjunk meg tigy A, B, C néhény elemd halmazokat, hogy ne teljesiiljenck a kovetkezs
tartalmazasok:
(CAHUANBICBUMANC),
BUMANC)S(C\A)UMANB).
-kiilon olyan feliételeket, amelyek mellett md

¢) Adjunk meg ki
[1050] Az 4, B, € balmancked) o vekeoflet e A BUC= (152345678 0,10 11);
AC= (27} AnB= (2 11); BN = (34); BU O\ 15:6:8).
a) Hatdrozzuk meg az A halmaz elemeit.
b) 1d6kizben azt is megtudtuk, hogy a B halmaznak csak két pératlan eleme van. Hatrozzuk meg
Bés C halmazokat is.

igazak a tartalmazdsok

WD Afizet S sikjdban adotiak a kovetkezs ponthalmazok: 1 cm sugard &, és 2 cm sugard ky zdrt kor-
lapok, valamint egy ¢ egyenes. Az alakzatok elhelyezkedésétdl fiiggden hatdrozzuk meg
a) eV ky-et. Adjuk meg e 6s k; kolesonds helyzetét az egyes esetekben.
b) ky O ky-t. Mi a kapesolat a korlapok mint ponthalmazok koztt, ha koncentrikusak?
) Hogyan nevezziik ky\k; halmazt, ha a kirok koncentrikusak?
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B Adott egy korben egy teljesszig. tekintsiik ezt U univerzumnak. Jeloljik U-ban a kivetkezs szog-
tartomdnyokat mint ponthalmazokat
a) F={0°Sa<90°). G = {60°< f< 120°), H=(210°< y<315°);
b) FAG, FUG, A\F, FUG N .
Minden halmazt kiilin dbrdn jele

ink meg.

) Tekintsitk a teret U alaphalmaznak. Legyen H C U egy végtelen zirt hengertest, ¢ < U egyenes
é S U sik. Mik lehetnek a kovetkezs ponthalmazok az alakzatok elhelyezkedésétdl fiiggden?
aHne b) S\e; ) HNS.

@ Figyeljik meg ol a két dbrét, mad oldjuk meg
a feladatol
a) Adjnk meg halmazként K é L zirt sivokat.

ssi

 majd dbrazoljuk dket
Koz koordindta-rendszerben. Adjuk meg
az fgy kapott halmazok kiilonbségeit és met-
szetét

Azk s és € halmazokrol a kovetkezoket tudjuk: mindegyik halmaznak pontosn negy eleme van;
UBUC= 7,8:9;10); [(AUB)ACI\ANBAC)=(2T); B\C=(1;5), valamint

AnB:Amm oy,

@) Adjuk meg B halmaz elemeit

b) Tgaz-e, hogy 7€ A?

<) Hiny megoldisa van a feladatnak, ha A, B és C clemeit kérderziik? frjunk fel a lehetséges
megoldisok kol hirmat.

Halmazok elemszama, logikai szita

G Hiny elemii a W= (100-
() Hiny elemick a kovetkez6 halmazok? Soroljuk is fel az elemeket, ahol Iehetséges.
igbtepete” magdnhangz6i};

az {a: b} halmaz Gsszes részhalmazai):

¢) € = (asik szabilyos sokszogei méretiktdl és helyiikid| figgetleniil};

30 valédi oszti).

I kisebb, 4-gyel és 6-tal oszthat6 pozitiv egész szimok) halmaza?

D ey irsashiz 1ok kil 123-an gy kil esak a maanyag palackokat, 87-en sk pup
szemetet, 43-en pedig a mianyag pal és a papirszemetet is. Hany f6 lakik a fzban,
ha sajdt bevalldsuk szerint az emlitettek koziil valamilyen formdban mindannyian hnnujarulnuk
aszelektiv hulladékgyGjtéshez?

W) frjuk a szita formuldba helyettesitve a Venn-diagramon lithats
elemszimokat. Hiny elemi az A U B halm:
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) A 26 £6s osztdlybol 15-en tanulnak norvégul, 20-an ddnul. Azt is tudjuk, hogy mindenki tanulja
12

akét nyelv legaldbb egyikét. Hanyan tanulnak csak ddnul
R Egy 10 £6s bardti tirsasdgbol 5 f6 szereti a focit, 4 a kosdrlabdat, egyvalaki pedig mind a két sport-
digat. Hanyan nem kedvelik a két labdajdték egyikeét sem ebbdl a bardti tirsasighol?
[10:2] Egy amiolégus megfigylic, hogy  tertltén 16 200 arka 0%k o frks ke, T0%-nak
dhoz viszonyi

i csdire. Atarka farki é hosszii s szarkdk arinya az sszes szark tva 40%.
Hany egyed van, amelyiknek révid

dnéher egyszint Faroktollazat tarto7ik?

) Magdi minden golybstolla két részbdl all. Van kisztiik hét, amelynek a teteje \Lurke. &, négy, amely-
nek az alja piros. Hany olyan tolla lehet, amelynek a teteje sziirke és az alja piros

[1064] és Evelin majdnem minden 6rén leveleznek egyméssal [
afidkrél. Ma pont sajit osmlymnaukm V\mljﬂk ‘meg, amikor ktpw A7~
a matematikatandr elesipi az alibbi Fid vagy liny jir I;’) okos § o
@l k osztdlydba, ha a I.myoknuk van még 14 liny - 5
osztdlytdrsa? /” "‘P‘”;’C"k"‘ < o
E eqpik sem. &

M8 A bolesde udvardn leginkdbb ket jitékot szeretnek jatszani a gyerekek: hintzni vagy homokozn
Egy suép G délutinon a 14 ayerkGe kil keten esak kergetick, nézyen esak homokvirat
épitettek. dten é koz6ban is segédkeztck. Hanyan voltak, akik csak hintiztak
ezen a délutdnon? (Az emlitetieken kiviil mas jdtékot senki sem jtszort.)

M Lehetséges-e, hogy egy raciondlis sz4mokbol 4116 véges szimhalmaz elemeinck %

5 i

5 kosé sik? Vilaszunkat

nél hatd-

‘ P 1
rozottan nagyobb I hatérozottan Kisebb, és a szimok fele 5

indokoljul

1067 Ev.lcr akirdnduldson vsdrolt nyole zacské gumicukrot c"yellen

y tilba Gntdtte. A gumicukrok 40%-a dllatfigurds, 80%-a
peind volt, Az cayssing, nem flatfgurds cukorka s dsszco
ek 10%-a volt. BelGlik Csaba megevett 9-ct, fgy ebbal a fajtdbol

csak a képen lithaiok maradtak. Hény darab mbb\unu dllat-
figurds gumicukor volt eredetileg a tdlban Gsszes:

D Egy csoportban 13 tanulé készitett matematika, 15 tanulé magyar nyelvtan hizi feladatot. 8-an
észitették el a hizi feladatukat mindket tantdrgybol, de volt 3 olyan gyerek is, aki egyik Grdra sem

Keésziilt

a) Hiny 65 a csoport?

b) Acsoportba jarok hiny szdzaléka készitette el esak a matek hzi feladatdt?

G Eey eyimblesfagylaliot eyis oég felmérte a 11/B osztdly tanulGit, hogy ki szeret az eper, a milna,
et a cisom iz Fgylaltot. A Kivetkez eredményt kapidk: ek egyféle iz sszesen 13-an ked-
velnek. Az epret és a mdlndt egyiitt 4, a citromot eggycl lohh a citromot é mélndt
caayel kevesebb fd jelezte, hogy szereti. Mindhdrom izt csak egy gyerek szereti. Hany fGs az osztdly,
ha a felméréskor nem volt hidnyz6 és mindenki felemelte legalibb egy\zcr akezét?

D A kényvespolcon hiromféle kinyv van: esak verseket, esak prozt, lletve verseket és prozt is
tartalmaz6 kényvek, mindegyikbol legaldbb egy. Tudjuk, hogy a konyvek koziil 9-ben vannak
versek, és 7-ben van prozai szoveg. Hany konyv lehet a polcon?
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Minarik Ede fc atot szeretne alapitani. Felhivasdra sokan megjelentek a plakdtokon meghirde-
tett gydlésen. Amikor Ede megkérdezte a jelenlévket, hogy kik jatszottak mdr a kilonbozo
pontokon, kideriil, hogy kordbban véddt 19-en, kozéppilydst 20-an, csatirt 22-en jétszottak.
Atovibbi kérdésekbal kideriilt, hogy 10 16 jitszott mr véddt és kozéppalydst, 9 6 csatart és védt,
1-en csatirt és kiszéppdlyist. 4-en mindhrom poszton fociztak . Hanyan voltak ot az alakul6
eyiilésen, ha Ede hozott magaval 3 kapusjeloltet is? (Az emlitettcken kiviil mds nem volr oti, és
a kapusok egyszer sem jelentkeziek.)

Egy hatalmas kertben sok it ilettek egymdstdl tavol. Minden fa kiril héromféle vadvirdg legaldbb

Koriil hévirdg, és afik S
és ibolya a fik ; hnvlrﬁg

és ibolya pedig az osszes fa —-a Koriil nyilik. Osszesen 20 fit szémolhatunk meg, amely koril

egyike nylk sz v sorn. Az ssaes f <. kil gk oy,

Koriil taldlunk pipacsot. p.pa

6 hovirdg egyiitt a fik ‘o"' pip:

az év sordn

indhdrom virfg nylhk Hny fa taldlhat6 a hatalmas kertben?
Az A, B, C halmazok szimossigdrol a kovetkezoket tudjuk:
M) lanBncl=lancl
@ |Bl=1al+10;
@ lcl=12;
@ 2 1AnB\BNOI=IA\BUOI;
®) 2:1aBl=1B\Al;
© 1BnCl
) Hatdrozzuk meg A, B halmazok szimossdgdt.
b) Hatdrozzuk meg A U B U C halmaz szimosségft.

Egy szinjitsz6 csoport mi hirom Kilfoldi ellépéssel biiszkélkedhet:jirtak Bécsben, Helsinkiben
s Prigdban. A tdrsulat minden tagja fellépett legaldbb az cgyik helyen. Azon tagok, akik
Ausziridban é Finnorszigban is fellépick, 15-cn voltak. 21-cn Prégdban & Béesben s jtszottak.
Olyan nem volt, aki sak Helsinkiben és Prigdban jirt, de Bécsben nem.
a) Hanyan 1éptek fel mindhdrom fGvérosban, ha az dsszesen 60 fGs trsulatnak 55%-a csak egy
virosba jutott el?

A szinjitszk vezedjéid] tdjuk azt s, hogy azok kiviil, akik csak egy kilfoldi fellépésre tudiak
elmenni, Pragdban pont feleannyian jartak, mint Bécsben. Kizdrdlag Helsinkiben 3 f6 jart
b) Hiny fvel Iépett fel a tirsulat az egyes vérosokban?

Legyenek A, B, C véges halmazok.

a) Bizony hogy metszetik elemszdma nem nagyobb,
mint elemszdmaik szimtani kozepe.

b) Adjuk meg k segitségével uniGjuk elemszamdt, ha tudjuk,
hogy kozillik egyik sem tartalmazza a misik kettd bir-
melyikét, metszetik elemszima , és elemszimaik szimani
Kozepe k + 1

) Adjunk unidjuk elemszdmira alsG és felsG becslést, ha tudjuk, hogy minden halmaz n elem;
metszetiik elemszima k (n> k, és vagy mindkettd piros, vagy mindkettd pératlan).

Segitség: A megoldds sordn haszndljuk a hdrom halmaz Venn-diagramjd!




~ 9.EvroLvam

Szamegyenesek, intervallumok

a) Abrizoljuk szdmegyenesen a balr6l zrt és jobbrol nyitott /= [2; 4[ intervallumot.
b) Abrdzoljuk szdmegyenesen a balrdl nyitott & jobbrol zdrt, K = {x € R| 1 <.x <3} halmazként
megadott intervallumot.

¢) Adjuk meg intervallumként a szimegyenesen dbrézolt J inter- ”
vallumot. —

d) Adjuk meg halmazként a dbrizolt H inter- —j——
vallumot.

Adottak az aldbbi intervallumok:
1=10;2); J=1-1;1[; K={reRl-2sx<2); L={xeRlosx<1).
a) Abrézoljuk Gket egy szimegyenesen. Koziilik melyik zdrt, nyitott, illetve félig nyitott félig zdrt

intervallum?
b) Van-e kisztik olyan, amely valamelyik mésiknak ré Ha van, irjuk fel a tartalmazist
) Adjuk mega alegrividebb ol melynek K valGdi részhalm:
) Figyeljiik meg a kovetkezd intervallumokat. 7
a) Melyik nyitott, zdr, illetve felig nyitot, félig zdrt? e
b) frjuk fel intervallum jeloléssel az 1, J, K, L. I\, K\I, J\L, J
N AL JUL é KU J halmazokat. B e
EEREERERE]
¢) Vannak-e diszjunktak az 1, J, K, L intervallumok kozott? , L
Adjuk meg oket. o
ERERERERE

d) Legyen U=[-1:7]. Hatdrozzuk meg az L és K halmazokat.

M a) Abrizoljuk az 1= ]1. 7%[ intervallumot a szdmegyenesen, és adjuk meg halmazként .

b) Adjunk meg 4 olyan raciondlis szdmot, amely ebbe az intervallumba esik.

@D o Abmouuk az egyxégkurben 2 kovekest forgsangelde
megadott intervallumokat: = [90° 135°[: nTzl °]
b) Adjuk meg forgisszogek segitségével intervallumként az dbrén
lithat egységkorben pirossal és zolddel dbrizolt szdgeket.
(A 701d szdgtartomny 90%0s, és a tengely a szogfelezdie.)
Adjuk meg Gket tobbféleképpen is.

T Abrézoljuk szdmegyenesen a kovetkezs halmazokat:
@) G={xlxreR ésx<3); b) H=|xlxeR & Ixl<3):
o) I={xlxeR & |xl24); d)J={xlxeR ¢ |x+3122).
) A H halmaz leirésb len jelet megvil ok meg -1, haa
egyenes. Makodik ez a tobbi halmazra is?
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[1052]

L1033]

@

Az dbrdn lithat6 figgvény értelmezési tarto-
ménya [-1; 8]. Hatdrozzuk meg, hogy
ggvénynek zérushelyei;

a) hol vannak a

b) mely mlcrvallumokan vesz fel negativ érté-
ket a fiigg

<) mely mlewnllumokon monoton n6v a fiigg-
vény.

Abrézoljuk derékszogd koordindta-rendszerben a kbvetkezs halmazokat,
) A ={(:y)|x<2é y<1, ahol x,yeR);

b) B = {(x: y)|x>2 vagy y2 1, ahol x, ye R*};

) € ={(xyl2v<2 és y<3, ahol x,yeR*);
Wll<x<3é-1<y<1, ahol x,yeR).

Legyen H = {xeR|x<-2} halmaz. Abrizoljuk szimegyenesen, és adjuk meg halmaz formd-
jiiban H komplementerét, ha az univerzum

a) a val6s szimok halmaza; b) a negativ valds szimok halmaza;

) a nemnegativ valds szimok halmaza; d) az 5-nél kisebb egész szimok halmaza.

frjuk fel H-t és a), b), ¢) komplementereit intervallum formdban is.

Adottak az 1=[4:7], J = [61 o[, K=]3:6[ és L=]2:5] intervallumok. Abrazoljuk szimegye-

nesen, és frjuk fel intervallum formdban a kvetkezG halmazokat:

@) Lok Knk N N (LUDAK: (KUJL.

b) Legyen U = ]2; o[. Hatdrozzuk meg az L, 7, TUJ, TUK, FULUK halmazokat
intervallum formgban.

@) Oldjuk meg az *T’1w>0 X 45

<0 egyenldtlenségeket a valds szimok halmazn.

b) Abrazoljuk a megolddsokat szimegyenesen. valamint adjuk meg Gket intervallumként

¢) Jelolje 1 az elsG, J a misodik egyenltienség megoldisainak halmazit. Hatdrozzuk meg a kovet-
kezd halmazokat: 10vJ; I\, J\I.

d) Mivel egyenld az 1L J halmaz?

Legyenek J,= [ 1:n+ 1] intervallumok a szimegyenesen, ahol n=1,2,3, ...
a) Hatdrozzuk meg a Jy A Jy A Jy halmazt.
b) Hatdrozzuk meg a (J, U J)\J; halmazt.

Abrizoljuk kivzos Descartes-féle derékszogi koordi dszerben a kivetkezs halmazokat.
W K= l-x+;> 3ésxyeR); L\K
I;)M uylx-y<2ésx— L yeR"

)N syll2c+yl<d s xyeR); 0=({(xyllx-2y<2 6 x.yeR); OW

‘/) P={yllxl+ly

éx,yeR); Qf {eswl2-Ixl+lyl<4 és x,yeZ); PAQ
Adottak az I, = ]0; n] intervallumok, ahol n=1,2,3, ...

a) Taldlunk-e kozottik halmaz-részhalmaz pirokat? Ha igen, melyek azok?

b) Irjuk fel intervallummal az I, A [, A I3 N Iy A ... halmazt.

) Adiuk meg az Iy Ul UL U1y .. halmazt.
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Adottak a J, »{A

0<‘<—} halmazok, ahol n=1,2,3, .

a) Abrizoljuk sz és irjuk fel Gket intervallum-jeloléssel.
b) Van-e olyan pontja a szdmegyenesnek, amely minden J, halmaznak eleme?

Adottak az l,,:[f [ intervallumok, ahol n=1,2,3,

n

a) Abrizoljuk Gket szimegyenesen.
b) Adjuk megaz I, 0 Ly~ I; A Iy ... halmazt,
) Adjuk meg n segitségével az I\1, ., intervallumot.

Vegyes feladatok

Hany kiilonbdz6 négytagi sorozatot képezhetiink a kivetkezs szdmokbol:

a 1,2, b) 1,1, ) 1,1,2,2?

Az egyik véroson 4t 6 ton Gsszesen 4 61 van. ligy-
nevezett (" lehet bedllitani: a kozleked k mindig akkor
émek a kivetkez lampdhoz, amikor az zoldre vilt. Egy meghibdsodds miatt azonban most a limpik

Véletlenszertien mutatnak z6ldet, sargit vagy pirosat. Mind a négy limpit figyelembe véve hanyféle

jelzést lithatunk cgy idGben a villanyrenddrokon?

Kati bévitette babjénak ruhatirit. Van kétféle kalapia, négy Kilonboz6 bliza, hirom fels6- és két
illetve két nadrigia. Blizt ad a babdra, kalapot azonban nem. Ha szok-

nyiba dlt6zteti, akkor mindenképpen ad rd egy alsdszoknydt is.

a) Hinyféleképpen oltoztetheti fel babat, ha nadrdgot ad ré?

b) Hinyféleképpen dltiztetheti fel babdt, ha szoknydt ad ré?

Tekintsikaz [+ g] 2 Kifejezést. Toltsik ki az iires helyeket szorzdis- vagy osztsielekkel.
a) Hnyféle eredményt kaphatunk?

b) Szamitsuk is ki ezeket.

Egy négyzetes hasib alapéle 3 cm, magassiga 5 cm. A hasdbot kivilrl lefestjik zsldre, majd
oldalaival pérhuzamos vigsokkal I centiméteres 6l kis kockikra daraboljuk.

a) Hiny kis kockdra vigtuk fel a téglatestet?

Akapott kis kockakat négy csoportba szed
kezékre. Az egyes csoportokon beliil a kis kockdkat sorszimozzuk. A sorszimozis
véve hinyféleképpen tehetjiik sorban egymds mellé a(z)

b) hdrom; o) kett6; ) egy: ) nulla
201d oldallappal rendelkez kis kockikat?

hiirom, ket egy és nulla zold oldallappal rendel-
figyelembe

) Adjuk meg elemei felsoroldsival a 60 keétjegy pozitiv oszi6inak halmazit,

b) Abrizoljuk ey Venn-diagrammal az A = (20-ndl Kisebb, 6-tal oszthato o:
s al oszthat pozitiv egész szamok}, C = {3n|n

¢) lgaz-e. hogy €< BY Es az igaz-e, hogy € B?

egész szimok]),
} halmazokat.
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D Tekintsiik a T= (a;
a) Soroljuk fel a T halmaz valédi részhalmazait.
b) Hanyféle, a-t é b-t tartalmaz6, B C T feltételeknek megfelels B halmazt adhatunk meg?

¢;d) halmazt.

D Legyen A a tizenhamsl kisebb, nemnegativ p:
nagyobb, hdrommal oszthaté szimok halmaza.
a) Adjuk meg elemeik felsoroldsdval az A\B. B\A, AUB, AnB halmazokat
b) Hatdrozzuk meg az A, B, AnB, AB halmazokat, ha U= {xe Z|-2<x<10).

Adott hdrom halmaz: A = (2; 4: 5. 7: 8: 9}, B = {13 7: 9; 10}, C = {2: 3: 6: 7: 8; 10}, vala-
mint U=AUBU

iros szdmok halmaza, B a pozitiv, hiszndl nem

a) Abrizoljuk az A, B, C halmazokat Venn-diagrammal.

b) Hatirozuk mega B\A, C\B, ANC é CUB halmazok elemeit

¢) Hatdrozzuk mega B\AUC), AN (BUCU(I), BABUANCIUBAC) halma-
zokat.

Legyen U a magyar magdnhangzok halmaza. A, B, C halmazok az alaphalmazban. A kovetke-
z0ket wdjuk roluk: (C\B) U A = (a; d; LANB={a;u), CAAUB)={;u; 1),
AUB = (i: 0: 6: 6). Milyen betik esnek az AU C\B halmazba?
Hany elemi az A és B halmazok metszete, ha |4 U Bl =82, |A| =56, s |B| =932

A oVl S 13 e e GOV Sl A mr et
rt (mindegyik dalban sz6] valamelyik hangszer a kettd koziil). Hiny sajdt
szdma van a Visit6 Vizilovaknak?

Dividnak 30 képregénye van, Koziliik 14-ben szuperhdsok, 9-ben jarmivek és 20-ban mese-
figurda aereplek. (Olyan képrgénye cgysncs, amelyikoen o Kol vlamelyik e sare-
pelne) 5 ‘mesefigurdk jrmévekkel 3-ban a jarmivek

tanak. Csak egy olyan képregénye van, amelyben a fszerepld jarmivek szuperhdsiket és mese-
figurdkat is szdlltanak. Hany olyan képregénye van, amelyben a mesefigurdk és a szuperhdsik
eyalog jimak egyiit?

Adott négy intervallum: 7= |-1;3[, J=1]2:4), k=[1:3] és L=[0;2[.
a) Abrizoljuk Gket szimegyenesen.
b) Hatirozuk meg az \K, JA K, KUL intervallumokat.
¢) Vannak-e diszjunkt intervallumok az 1, J. K, L kozit? Melyek azok? Van-e olyan intervallum,
amely tartalmaz egy mésikat? Ha igen, melyik melyiket?

3 a) Oldjuk meg a valés szamok halmazdn a 2x +6 >0 és 3x -9 -3 egyenldtlenségeket, majd
dbrézoljuk a megoldisukat seimegyenesen.
Jelolje 1 azels6, J a mésodik Idsait. Adjuk meg azt az i . ahol
b) akét egyenltlenség egyszerre teljesill;
¢) csak az elsG egyenltlenség teljesil, a msodik nem;
d) esak a misodik egyenlGtlenség teljesil, az elsG nem.
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9.2. ALGEBRA ES SZAMELMELET

Betiik hasznalata a matematikaban

(00 Adjuk meg - algebrai kifejezéseket haszndlva ~ azokat a
a) poritiv egész szimokat, amelyek 5-tel osztva 4 maradékot adnak;
b) pozitiv egész szimokat, amelyek 8-cal osztva 5 maradékot adnak;
¢) egész szimokat, amelyek két nulldra végzodnek;
d) pozitiv egész szamokat, amelyek 17-re végzodnek;
¢) raciondlis szimokat, amelyeknek a s 5ja 7, a nevezdie pedig a 3 (6bbszorose;

) li Kat, amelyeknek 4-nek tbbszorose, nevezGje pedig 3-mal nagyobb
aszamldlondl.

G Milyen szmokat hatiroznak meg a kovetkezs kifejezések?
b) 8n—3, ha n pozitiv egész szim;
) 100n +23, ha n pozitiv egész szim; d) 2-a, ha a egész szdm;

-1
L)

e) n®+ 1, ha n egész szam;

. ha x pozitiv egész szdm.
BRI Az aldbbi kifejezéseket dllitsuk egyiitthat6ik szerint névekvé sorrendbe:

2 26 (<213 4x-(-0Ty2);

b) -42a% da-(1.5BY; 2a-(3by; (-269)-G3ax (-224%)-2b

EEEDD) Szdmitsuk ki az aldbbi kifejezések helyettesitési ériéket, ha a =4, b=-1.2 és ¢

a) 6c-2a; b) 4a>=5b; ©) a+6be;
&) -2a-5b+12¢; o, f2f{e=t
2+l c

Adjuk meg a val6s szimoknak azt a legbGvebb részhalmazt, melyen az aldbbi kifejezések értel-
mezhetk:

a+1 7“72
2a+7 8a-3

k)

Egy héromszog oldalai egymést kovetd piros szdmok. Mekkora a hiromszog keriilete, ha
alegkisebb oldal hossza 2 - 22 Mekkora értékeket vehet fel az x?

@B Egy szém hirommal osztva 2, egy misik néggyel osztva 3 maradékot ad. Tizenketvel osztva
mennyi a maradéka
a) az egyes szimoknak; b) akét szim dsszegének?
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Hatvanyozas, a szamok normalalakja

Vizsgdljuk meg, melyik szdm a kisebb az aldbbi esetekben:

a) 26 vagy 4% b) 48 vagy 8% ) 9% vagy 3%
d) 85 vagy 16% ) 6% vagy 27-16; £) 277 vagy 81%
£) 10'5 vagy 84-125%; h) 40'% vagy 10050,
(B Zsebszimologép haszndlata nélkiil szamitsuk ki a kovetkezd kifejezések értékeit:
o 2206, 1648
6 nt
18*-256-722 67-15°-3
d) = e ey
) 244 /'3 108215

@ (@) (@

(Y-
o5 (&

k ki a kovetkezs miveletek eredményé
b) -5y

o

a) A 2-nek hinyadik hatvényai a kvetkez6 tortek?
L L L 1, 1
416" 327 256

b) A 3-nak hinyadik hatvinyai a kovetkez trtek?
[ |

9 27 3 243
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) Végezziik el a kovetkez hatvényozdsokat, és hozzuk egyszeriibb alakra a kifejezéseket:

T o

d) (@b

(=)

FID Zsebszimologép haszndlata nélkiil dontsik el, hogy melyik szdm a nagyobb az aldbbi esetekben:
a) 673 vagy 375 b) 84 vagy 4°%; ¢) 10720 vagy 20710

-3 3 3.272 =
d) [;) vagy [g] : €) 57372 vagy (g] il gsi vagy [%] :

o 21+22-29  vagy 16

) a) Adjuk meg a testtomegiinket grammban, illetve tonndban, frjuk fel az eredményt normélalakban.
b) Egy ember dtlagos tGmege 58 kg, és 6.5 millidrd ember ¢l a Foldon. Mennyi az emberiség
sszes tmege grammban és tonndban?
G2 @) Mennyi ids alat tesz meg a fény | mm-t, ha a sebessége 3- 10422
b) Mennyi utat tesz meg a fény 45 perc alatt?

G Hinyadik hatvényra kell emelni a 4%, hogy 8 legyen belGle?
G@ED Hany nulldra végzodik a 22907 125%5.25200 szorzat?
@B A kovetkez dllitdsokrdl dontsiik el, hogy melyik igaz és melyik hamis,
a) A pozitiv szimok minden egész kitevajd hatvénya pozitiy.
b) Az egész szimok minden pozitiv egész kitevéjd hatviinya pozitiv.
4moknak van olyan negativ egész kitevGjd hatvinya, amely pozitiv.
d) A pozitiv egész szimok egész kitevdiji hatvényai is pozitiv egészek.

) Az egész szimok negativ egész kitevGj hatvinyai nem egész szamok.

D Ha hirom hangya wmege 1 gramm, akkor mennyi a omege a 20 milli6 hangyat tartalmazé
hangyabolynak?

@HD Egy bakiéri é a szdma Grinként hi dra novekszik.

) Ha az id6mérés kezdetén 1 baktérium van a tenyészetben, mennyi lesz a baktériumok szdma
az otodik Gra végén?
b) Hinyszorosdra novekszik a baktériumszim a tizedik 6ra kezdetétdl a tizenharmadik 6ra végéig?
D Az egyik legfényesebb csillag, az Altair 16,5 fényév tivolsdgra van
a Foldtgl.
a) Adjuk meg a tévolsdgot méterben, ha a fény terjedési sebes-
sége3-108 2,
b) H
ki

nyszorosa ez a tivolsdg a Nap~Fold-tvolsignak, amely
zelitdleg 1.5+ 108 km?
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1130}

(1131

1132}

1133)

Az egyik héten az 6s lotion minden kihizott szdm ugyanazon egész szdm egész kitevs hatvinya
volt. Melyek voltak a kihtizott szimok? Hany eset lehetséges?

Egész kifejezések, nevezetes szorzatok,
a szorzatta alakitas modszerei

Az aldbbi kifejezésekben végezziik el a lehetséges miiveleteket, és rendezziik a tagokat csokkend
fokszdm szeri

@) 3a-2a* -4 +a®+a-4a®-5a+ 1 - a®+2a;

b) 3b— b+ 4b -1 +4b3 =262~ 4b+2-2b3 b2+ b -4+ 2b%;
) 3cd®~4c? +d +2¢2 — dPc + 5d - ded® + 3 - d - P - ed¥;

d) (3a*-2a+1)-(a*~a-3)-(a*+5a-2);

e) (222 3)- (P -3x-d) - (-2 +4x+ 1) - Bx? - 2x- 1);

£) 2@ —a+1)+3-(a2+2a-3)~4-(a* +3a+4);

82 -22+2)+3- (4 x-1D)-4-(P -2 +dx = D)= (P-x2+x+ 1);

1) 30222 - x#2) =202 (Bx=2) = 33+ 22+ x—4) —x- (2 - x = 3) + 43 4 Ax2 4 2 -4y
i) Ba=1)-Qa+3)-(4a-2)-Ga+
2B -+ @2x-2)-Gx- D] - [202+3-Qx+ 1) -x] - 3;

) 3x= {20 =[x+ 1= @x-1)] -3} - (4= [x- Gx-4) + 2] +a};

D) @x+1)-(Bx-2)-2-{3-2-[(x=3)-@x+ D=x-Gx+ D] =22} + (2x +3)- (x-2).

Hatdrozzuk meg a kovetkezo kifejezések énékét, ha a=-2, b
@) 2a-1+4b-a+3b+6-4a—10b+3a-2;

b) 2b+5-2a+4a~3b—1+4b-3a-7-3b

©) Ba=2)-(a-1)-3a>+3a-1;

d) (4a—-b)-Qa+ 1)~ (8a+3)-(a+2)~2b +2ab;

) (Ga=2)-Qa~b)~6-(a~3)-(a+b)~b-(11 -9a),
f)4a-[4-[6b-2-(a-2)-d]}.

Végezziik el a kovetkez6 négyzetre emeléscket:

a) (a+ 7% b) (8-b)% ) (T+b)% d) (3y +2x)

e) (4x-3 £) (10a-3b)% ) (2 +32)% h) (223 - 3y?)
) (803 - 5% ) [g-x% D @r2eny?s
m) (Gu+2y- 2%

Melyik kifejezés négyzete a kovetkezs kifejezés?

a) a4 8a +16; b) b= 106 +25; o) 4 ldc +49;

d) x? - 40x +400; e) d*-20d% + 100; ) x84 100 +25;

8) X8+ 635+ 9y10; h) 0.25x% — 6xy* + 36)5; i) a-x"+;-\‘rz+~l—6
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(@D Bontsuk fel a zirGjeleket: 3
@) (a+3)% b) @b- 1% o) (3c>+4)3

&) (4 -2} o) (052 +2y) 9 [% 5d
WD Végerziik el a kovetkezS miveleteket:

@) Ga+5)-Ga-5); b) Bx=T)- (x4 7%

©) @4b-20)- @b + 2x); d) (6a+5b)-(6a~5b):

e) (5¢-3y)-(5c +3y); £) (5a®+ 1)+ (5a* - 1);

©) G -8)- (3> +8); 1) Ox+2y)- (2y - 922

) (765 + 10 (7¢5 - 10 0 [% stk ‘] [% X

(D Végezziik el a kovetkezo miveleteket:
@) Ga= 1= Qa+3)-Qa-3)+(@+2%
b) (4x+3) (4x-3) - Bx+2)2 + (x- %
©) (Sx+47 = (Gr=4)2 - (2x+3)- Qx-3);
d) (x= 5P -Q2x+5)-2x-5)+Gx+ )2 - 2x- )%
) (4b=57 +3-(4-b)-(4+b)— 2b+4) - (4b-3)%;
£)2:(x+1)2-3-(4x-1)-(@dx+ 1)-2-(x-4)2 - 3x +2)%
2) Qe=1)+Bc+2)?=8c-(c=2)-(c+2) + 3 (c
h) (x=2yP - G+ y)2 - (dx—

2 >

&

GED Bontsuk fel a zdrdjeleket:
a) (@=1)-(@+a+1); b) (b+5)-(b*~5b+25); ©) Bx+4)-(9x% - 12x + 16).

ED Alakitsuk teljes négyzetté az albbi kifejezéseket:

@) x*-2x- b) a>+4a+6;

d) x*-8x+20; e) a®-10a+2; f x2+ 12x + 50;
g) %+ 1x+ 31 h) 207~ 16x +26; i) =x? =61+ 3;
J)-x2el2x+1; k) 3x+12x+2; 1) -5x2 - 20x - 7.

R Alakitsuk szorzatt az aldbbi kifejezéseket:
a) 3a*-2a* + b) 6x3 = 1037 + 2x; ) 4b* +8b3 + 28b2 - 4b;
d) 356 + 1562 4 20x; ¢) 6a*~9a° +3a% 1) 45 =240t 4 122%
8) 5a%% —15a% + 10a®h; ) 17a%° + 17620 - 34ab%; i) 16a*h’ + 24a’h* - 40a'b*.

W A csoportositis moédszerével alakitsuk szorzattd a kivetkezs Kifejezéseket:
a) ab+3b-2a-6; b) 2ax+bx+2a+b; ©) 2ax + 5y + 10x +ay;
d) ab-8x +4a~2bx; €) 6a-bx~2b+3ax; 1) dax +2b-8bx -
8) 6ax+20b +15a + 8bx; 1) 2063 + a - 4x> - Sab; ) 90 + 8542 60— 120,
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Alakitsuk szorzattd az aldbbi kifejezéseket:
25;

a) 16x b) 49a% - 100b%; ©) 6457 - 9x%;
d) 36x* - 1215 €) x2=20x + 100; f) 360> - 84a +49;
h) 16x* - 1; i) 16 -81x%;
) Aa* + 4955 + 28a2b%; k) 62+ 12046 1) 4x® - 24x2 4 36x;
m) 3xt 4+ 1263 4 1242 n 5x6- 4m‘+sox-:
p) X+ 8x +15; oL -
) 83+ 1222 4 6x 4 15 ) 27a* -27ub+9ub’-b‘
v) @-27; w) X3 + 64 x) 27a + 1256
@I Zsebszimologép haszndlata nélkiil szdmitsuk ki a kisvetkezo miiveletek eredményét:
242 -54325- 54323
) 9998-10002; py 3218 o) S4321:54325 - 5432354320
7262 - 27142 54323-54322 - 543217

Araésh
D Mennyi az ceyitthatdk dsszege az (v~ 3x + ifejezés polinom alakjdban’
M hatok 2304 1) Kifejezés polinom alakjdban?

7. Szamitsuk ki a2 + b? értékét.

szdmokrol azt tudjuk, hogy @ +b=23 és a-b

Egy téglalap keriilete 74 cm. A téglalap mi négyzeteket rajzolunk. A négy négyzet
teriletének osszege 1642 cm?. Mekkora a téglalap teriilete?

Keét szdm killonbsége 2, a szorzatuk 7. A szimok megadisa nélkiil hatdrozzuk meg a kobeik
Kiilinbséget.

Miiveletek algebrai tortekkel

Egyszertsitsiik a kovetkezG tirteket:

27a%? 3xt-(x-2) 3 )

@) e Uk wome == :
124%° - 2) 24 (5-a)
10a* + 304 ~8a’ -

) e

) Saeisa '10a3+10a B

Gax+9a+8v+12
Jar+15a+4x+20°

X 420-24
S Do
24120436 3411+ 10
G0 Végezzik el a kovetkezo kat és osztdsokat, és az eredményt:
17a%2 10x%y
a)
50e%y? 340"
T - 15a% _40ab
PR 2 a a

D=3 Py 7(124-2(1/) Taabi+ab
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o b=da B4 ) G+l 9 6h+ 1
ab+2a> bT-6b+9" 9 -1 32 -b

" Cxta8cd 1602 " 10a7 - 20a° +10a% 24+ 64>+ 6a+2

4 ’ 4a 4 8aS +dat Sat s

(D Végezziik el a kivetkez6 algebrai toriek 6sszevondisit:

3 5
b) mo--
4y iy
el s
8a+3 24a+9
o Xt2_drsl plarl a2 Sa-2,
-1 -2 9a+15 3a+5 12a+20
x4l x+2 x4l X+l 2 X424
8 - : D) T3 ekl
21-9x x+2 2-x x2-4
Sy+9 2

V+10y+25 3y+15

x5 x-1 1 L
4x2-25 4x2420x+25 2x+5° 2y+1 y+1

D A viltozok mely értékei esetén vannak értelmezve a kovetkez? kifeje:
szeribb alakra.

(a2 +b ?

(a2 -2+
4ab? + 4abe
o) I N N (. S I
a a+b) \a?+ab b +ab |
@D Izazoljuk a kovetkezs azonossigokat a véiltozdk Iehetséges értékeit figyelembe véve.

@f2a-EE2), (s
3b
sl (4
a-a*-a+l (1-a)* a
Az a és b val6s szdmokra teljesiilnek a kovetkezo feltételek:

a0, b#0, axb & [a-—2|.(L _p)_
a-b a-b

a)

-a 2

8 ] 2a+1

3a-
a+

Szamitsuk ki a

zb kifejezés érckét.
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Oszthatdsag, szamrendszerek
@) Milyen szdmjegyre végzodik n e N* szdm esetén:

a) 10n+4; b) 10n +32; ) Sn+1?
Milyen n € N* szdm esetén oszthat6 4-gyel

a) 20 +3n; b) 8n+3; ) Sn+67

Milyen szdmjegyek frhatdk x és y helyére, ha
a) 100|352y b) 6|135:2; ) 24|T2x52y; d) 45| 13522y

G5 Bizonyitsuk l‘m, hogy ha a és b olyan természetes szimok, amelyekre 7|2a - 3b, akkor igaz
az 184~ 6b.

Bizonyitsuk be, hogy ha a és b olyan természetes szimok, amelyekre 11]a+b é 11|6a-5b,
akkor 11]8a - 3b.

Bizonyitsuk be, hogy:
@) 10]19562010 4+ 19821982, ) 5]20012007 4 20022006,
) 320012008 4 18482007 _ 17042006,

@1 Van-e olyan p primszdm, hogy
a) p+15 is primszim; b) p+19 is primszim?

@00 Hatirozzuk meg azokat a p, g, r killonbozo primszimokat, amelyekre p + g + 7= 30.

G Melyik szimnak van t5bb osz16ja: a 360-nak vagy a 3750-nek?

(0B Melyik az a legkisebb pozitiv egész sz

, amelynek osz16ja a 6, és hat oszt6ja van?

G0 Szdmitsuk ki a kovetkezoket:
) (420; 560); 5) [600; 7201; ) (972 648); d) [392: 448];
) (2205 14175); /) [800; 3400]; ) (1584; 9504); 1) [43875: 27300],
A (imek egyszerfisitése utdn végezziik el az sszeaddsokat:
32 12 297 135 144
o322 b o)
972" 640 5040 13365 26460~ 63504

@18 Melyek azok a 20-ndl kisebb pozitiy egész szdmok, melyek relativ primek a 20-szal?
I Mennyi a és b legkisebb kozis wbbszorose, ha a és b relativ primek?
0 Hatirozzuk meg azokat a pozitiv egész a szimokat, amelyekre [a; 18] =

G0 frjuk dt tizes szdmrendszerbe a kivetkezG szdmokat:
) 1110011 b) 2101125; ) 104325 d) 2013045

G0 frjuk dtaz 1956 tizes szdmrendszerbeli szdmot
a) 2+ b) 5-6s szi ) 6-08

@D Rendezziik novekv sorrendbe a kivetkezs szmokat:
10013 1025 101, 235 3l 22,

@D frjuk dt 6-0s szdmrendszerbe a 10010110, szdmot.
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@ Keressiik meg a hibit az aldbbi sszeaddsban: 31245 + 102325 = 144115, Adjuk
a szimokat

Melyik az a legkisebb poritiv egész szdm, amellyel a 21600-at elosztva hényadosként négyzet-
szdmot kapunk?

Van-e olyan négyzetszim, amely 40-re végzdik?

Legalbb hiny foka van az olyan épesdnek, amelybol ha kettesével
Iépiink rajta, végiil egy fok marad; ha hérmasaval, akkor kets; ha
négyesével, akkor hdrom; ha dtdsével, akkor négy: ha hatoséval,
akkor ot; ha hetesével, akkor egy sem?

@B Tibor az édesanyja 28-adik sziiletésnapjn sziletett. Legfeljebb
hinyszor lehet Tibor életkora osztdja az édesanyja dletkordnak?

>
g
5
g

dsokrdl dontsiik el, hogy melyik igaz, és melyik hamis.

a) Két szdm legnagyobb kozos osz16ja Kisebb mindegyik szdmndl.

b) Két szdm legkisebb wbbszrose nem kisebb, mint a legnagyobb kizss omojn
¢) Két szim legnagyobb kisziss oszt6ja mindkét szm osz16inak (6bbs
d) Két szdm legkisebb kizss tbbszorisének oszt6ja a két szdm !egnngynbh Kkozds osztoja.
) Ha két szdm relativ prim, akkor a legkisebb kiszos (6bbszoirisiik a két szdm szorzata.

f) Két primszim Osszege soha nem prim.

Hiny pozitiy os716ja van a legkisebb olyan pozitiy egész szimnak, amelynek tizszerese négyzet-
szdm, hatszorosa pedig kobszim?

Hatdrozzuk mega 7+ 72+ 73 + 74 + ... + 7% szdm utols6 két szamjegyét, ha n pozitiv egész szim.

Hiny olyan pozitiy egész szim van, amelyik oszi6jaa 10% és 20% szdmok valamelyikének?

Van-e a 2001-nek olyan t6bbszorose, amely csak 0 és 1 szamjegyekbdl al1?

@B frjunk az 523...-hoz hirom szimjegyet tigy. hugy az igy keletkezett hatjegyi szdm oszthat6 legyen
7-tel, 8-cal és 9-cel is. Hany megolds van?

@D Az aldbbi dsszeadist 5-6s szimrendszerben végeztiik el. A kiilon- W@
biszG betik kiilonbisz szamokat jelslnek. Melyik betd milyen g
szdmot jelent? + B C A

CED B
Vegyes feladatok
FEED) Melyk @ nagyobb: az A =347~ 2a + 5 Kiejezés helyeueum értéke az a= % helyen, vagy
aB=220 18 ifejeres helyettesitési énekea b
b+l b+7
{8 Végezziik el a kovetkezd miveleteket:
a+ 3
a) -
a+l (a+)-@+3) a+3
oy e S5
X+ 2




@
@I A 2-nek hanya

500
@) 10241024 b) 323 ) [é] :

(I Rendezziik ndvekvs sorrendbe a kisvetkez szamokat:

hatvinyai a kivetkez szimok?

2 3 (agV?
4" (57 (2 (39
115, 11110, 10105, 133, o= 2] (5] [Z]
iy Gy T (5 ()6 &)
(I Hatdrozzuk meg a 96-nak azt a legkisebb tobbszorosét, amely
a) oszthaté 10-zel; b) oszthat6 30-cal;
¢) oszthatd 100-zal; d) egy pozitiv egész szim négyzete;

¢) egy pozitiv egész szim harmadik hatvinya;  f) (6bbszorose az S4-nek is.
Az aldbt

litdsokrol dontsiik el, hogy melyik igaz, és melyik hamis:
1

a) ha 2 . akkor 3*=243;

2
b) ha abes + 1235 = 2245, akkor abes + 1115=212g;

) hax+y=7és x2+y2=39, akkor x-y

d) ha egy pozitiv egész szim osztdja két pozitiv egész szim legnagyobb kozos oszidjdnak, akkor

0sz1Gja mindkét szimnak;

) ha egy pozitiv egész szim oszdja két poritiv egész szim legkisebb kizos bbszorosének, akkor

oszt6ja mindket szimnak.

Melyik az a legnagyobb szdm, amellyel az 1848-at és a 6048-at elosztva mindkeét esetben 48 lesz
aradék?

Malter Valter a firdgszoba padicidt 20 30 em méretd téglalap
alaki jdrolapokkal burkolja. Kiszdmitotta, hogy birmelyik
oldalfallal lesz prhuzamos a téglalap hosszabb oldala, a lapok
elvigdsa nekil le dja azokat rakni. Mekkordk a furdGszoba
méretei, ha tudjuk, hogy a terilete 5.4 m2?

(B A tapasztalat szerint 1 em? fiives terileten koriilbelil 12 fiiszdl nG.
a) Hiny fGszl lehet egy 100 m hosszi és 73 m szles futballpdlydn?
b) Eurépa teriilete 10700000 km?. Hany futballpdlya férne el rajta?
Az eredményeket normilalakban adjuk meg
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9.3. FGGVENYEK

EID Adotta valds szdmok R halmazin értelmezett kovetkezd fiigavény:
@) =x2-5x+6.
Adjuk meg a fiiggvény grafikonjdnak a kovetkez6 x értékekhez tartoz6 pontjait:
x=-1, 0, 1, 2, 3, 4
[ Adotta kovetkez6 két ponthalmaz: A = {(x: y)|x.y € R és
Abrizoljuk a kivetkezs ponthalmazokat:
a) AnB; b AUB; ) A\B.
Adott a valds szdmok halmazdn értelmezett f(x) 622+ 11x -6 fiiggvény. Adjuk meg
a fiiggvény grafikonjénak a kovetkezo x értékekhez tartoz6 pontj:
x=-1, 0, 1, 2, 3, 4

y21), B={(x:y)lxyeRésx22).

@ED Abrizoljuk a sikon azokat a ponthalmazokat, amelyekhez tartoz6 pontok koordintd
a megadott feltételt:

a) min(x; y)

1: b) max(x; y) <) max (lxl; Iyl

Linedris fiiggvények

(D Abrizoljuk a kovetkezs vals szdmokon értelmezett fiigavényeket a derékszogd koordindta-
rendszerben:
a) x> 20— b) x> -2x43; o) x5 3x-6;
d) x> 4x-2; e) x> 7-5x f)x»—»% x+2;
g)xb—)%-,\fl. h)x»—)%-x; um%-“s‘
5 "’"’%'““ k)r»—); syl I)x»—)fé-(rf(v)*'Z:

m) x> 2-(x+2)=3-(x+1).

G Az aldbbi dbrdkon linedris fiiggvények grafikonja lithato. Adjuk meg a figavények hozzd-
rendelési szabilydt.

@ T b . P -
f f f
=)
y=aby i
EE B EIER T i ;
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&) . ) y n y
§ § 5
y=dt) ks =)
ST 7 Eiil] T T T
1 H -
D) 7 i Y
¢
4 2
) | A\
p 7 EIE N 5 7
y=itx)
I L -

leszkedik a megadott egyenesekre:

D) Dénisiik el, hogy az adott pontok koziil melyil
PO; D, RS

D, oa;
Az adott egyenesck a kivetkezs fiiggvények képe
a) f()=3x-1; b) g =2¢-1; ) hx)=2x+1

R Hatdrozzuk meg annak a lineiris figgvénynek a hozzdrendelési szabdlyt, amelynek a grafikonja
dthalad az adott P(3; 3) és Q(2: 0) pontokon. Adjuk meg a fiiggvény meredekségét és azokat
a pontokat, ahol a grafikon (egyenes) metszi az x € y tengelyeket.

@B Az /m ax+b, xe R fiigevényrol wdjuk, hogy a és b valds szimok, valamint f(-1) =2,
f2 nyt.

Adjuk meg képlettel az  fiiggvés

@B AzA és B viros tivolsiga 400 km. A-b] egy teherautd indul B-be, és 6 Gra alatt ér oda. Ugyanakkor
indul egy személyauté B-bol A-ba ugyanazon az ttvonalon, és 4 6ra alatt ér A-ba. Az indulds utdn
hiny 6ra milva taldlkozik a két aut6? Oldjuk meg a feladatot fiiggvények segitségével.

G Kt iros, A 6 BKoaoti dvolsi 300 k. -6l gy lassi irma indul B-be megdlds nll 6ora
alat é oda. Ugyanakkor indul B-b01 egy gyorsabb teherautd A s megllds nélkiil megy, és
4 6ra alatt ér A-ba. Hol taldlkozott a két jarmd tkozben, és |ndu Atuk ut

al?

Az abszolutérték-fiiggvény

8 Abrizoljuk a valés szimok é Kovetkezd fiigevé ékszisg koordindta-
rendszerben.
a) x> x1-2; b)x lxl+ 15 o) xe lx-3l; d) x> |x+4l;
e x> —lxl+1; flxe=lx-1l; g lx+1l-2; h)xolx-21+2;
i) xelx-41-3; Bxe 2 k) xes2:lx-11; x> |20-3l;

m ,n—)f—;--\x+2\+2.
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0 Abrézoljuk a kivetkezs i értelmezett vals fii

lx
d) x> 2-|x+3], xe [-4:2]:
3l flxslx+1l+le-21, xe [-2:3].

o) x> lx+2-lx-1l, xe[-3;2];
&) x> x-1-2:1x-1l, xe[-:

fliggvények grafikonja I4thatd. Adjuk meg a fiiggvények hozzd-

€EI) Az albbi dbrikon abszolitérié}
rendelési szabalyat.

d)
o ¢ i I
e y=1t0
e Ea o 5 e
L H .
® i g
: s
y=0x)
5 7 y=htx)
TErERET Sl
i .
EHD Abrézoljuk az aldbbi fiiggvényt (x € R\{0}):
Il

8

0 Abrézoljuk a valés szdmok halmazén értelmezett kivetkezd fiiggvényt:
9= [1x1-

(D Igazoljuk, hogy minden x € R esetén

x|l
2
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{0 Abrizoljuk a sikon azoknak a P(x; y) pontoknak a halmazit, amelyeknek koordingtdi kielégitik

a kovetkezG feltételt:

) lxl=0; b Ixl=1yl; o lxl+lyl= 15
@B Abrizoljuk a sikon azoknak a P(x; y) pontoknak a halmazit, amelyeknek koordi

a kovetkezd feltételeket:
a) lx+yl+ly-xl<4; b) 12xl=1yl:

A masodfoka fiiggvény

B Abrdzoljuk és jellemezziik (énékkészlet, zérushely, menete, szélsGérték, parit
akovetkezd, valds szamok halmazn értelmezett fiiggvényeket:

a)xate2; b) x> (x4 2%
d) x> x4 4 e) x> —(x=2)%
g (-4 h) x> 1 -(@+2)%

)vr—) S22 41 k) x> a2 -dx+3;

AL Abrdzoljuk és jellemezziik (értékke
akovetkezd fiiggvényeket az adott intervallumon:

zlet, zérushely, menete, szélsGérték, p:

d) I+

o) Iyl -Ixl

zempontjébl)

o) x> (=34
£ xs—(x+3)%
i) x> 2 (x -4y

Bxe>x?+2x-3.

a) x> x2-4, xe[-3:3]; b) x> 2x-x% xe[-2;3];

) x> ldx—

o) xes |22 - 3eale- ] xe [

2|, xe[-2;2]; &) x> |2-1xl-
fxoxlal ve[-2:2].

B Az aldbbi dbrikon mésodfok fiiggvények grafikonja lithato. Adjuk meg a figgvények hozzi-

rendelési szabdlydt:
a) , b) "
s [rean

y=bt0)

-

d)
y=e)

s r=d

% y=1t)

a7
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BB Abrizoljuk a kovetkezS intervallumokon értelmezett valds értékil fiiggvényeket:
a) x> xelx-3, xe[-2:4] b) x> a2 lx+1l-1 xe[-2:2];

3] & ezl ” “(243), x# Lxe [-2:2]

¢) x> x-|xl-4x-5, xe [-3

(D Oldjuk meg dsi ukiivelkezé
@) X2=Tx+12=0; b) 9x~14-x2>0; o) x2-5-lxl+4<0;
d) 122 -4x]>0; 26251l +320.

D) Oldjuk e linedrs g ények segftségvl a aldbbi misodioki cgyentdlenségeket
a) (x-3)-(x+2)20; -4

D Abrizoljuk és jellemezziik a kovetkezs fiiggvényt:
£: =331 5 R, £
Oldjuk meg grafikusan az f(x) 2 0 egyenlGtlenséget.
@0 Azf:R— R fligevény misodfokd, és (0) = 1. £(1)
Egy labdit ferde hajtéssal felrdgnak, palydjdt az id6 (misodperc) figgvényeként (mérerben)
az f(x) = 10x -2 fiiggvény irja le. Mennyi ids milva esik le a labda, és milyen magasra jut?

Az elriigds utdn hiny mdsodperc milva lesz a legmagasabban?

0. Adjuk meg képlettel fret.

3 Egy biriny egy 48 méter hossz drétkeritéssel kiriilvett téglalap alaki telken legel. A telek egyik
oldala kozvetlenil egy hiz faldhoz csatlakozik. Hogyan valasszuk meg a téglalap oldalainak mé-
retét, ha azt szeretnénk, hogy a birdny dltal lelegelhets kert terilete maximilis legyen?

[ a) Bontsuk fel a 40-ct ket dsszeadanddra tigy, hogy a ket adott rész szorzata maximilis legyen.
b) Lissuk be, hogy az igy kapott keét rész az adott szimu6l fiiggetleniil mindig a szm fele lesz.

A p val6s paraméter mely érékére igaz. hogy az
[iRSR, f(x)=px2 +(p2-40,5)-x - 12

masodfoki figgvénynek az =" helyen maximuma van? Mennyi ¢z a maximlis ériék?

Adott a kovetkezd fiiggvény:
SRR, ()= 26~ 363~ 522 4 6x- 10,

Adjuk meg képletel az aldbbi fiiggvényeket:
ER-R, g0 =~ (f0) +f(-x). hR-R, h(x)=

(f0) =f=)-
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Abrizoljuk és jellemezziik a kivetkezs fiiggvényt:

£ =331 SR, f(x)

Hatdrozzuk meg az aldbbi fiiggvény legnagyobb és legkisebb értéket:
£:[0:3] SR, fx)=x*-8x2 -9,

1052 +9.

A négyzetgydkfiiggvény

) Abrizoljuk és jellemezziik (értékkészlet, zérushely, menete, szélsdérték, paritds szempontjdbol)
a kovetkez fiiggvényeket:

a) x> x -3, xe[0:4]:

o) xVx+2, xe[-2:2];
e) x> Vr+2 -1, xe[-2:2]:
g x> \1-Id, xe[-1;1];

b) x> Ja+3, xe[-3:1]:
&) xo JEFZ-3, xe[-2:2];
f) x> 14T —x, xe [-2:3]:
) xo JoTH P-4, xe -

) Oldjuk meg aks
@) x+l=VT-x;  b)Jx-Vx-3 o JiZ=x A NT=x=x-1;
O s

D Abrizoljuk és jellemezzik (énékkészlet, zérushely, szélsérék szempontjdbol) a kivetkes fiiggvényt:
S =+ dr+4 —Jx2-8x+ 16, xe [-3;5].
0 Adjuk meg az aldbbi fiiggvény legnagyobb és legkisebb értéket:
F0 =+ =27, xe[-1;3].
Hol veszi fel ezeket az éniékeket az f fiiggvény? Vizoljuk a figgvény grafikonjdt.

@B Abrézoljuk a derékszogd koordindta-rendszerben azoknak a P(x; ) pontoknak a halmaz
Iyeknek koordindtdira teljesil:

a)1+Jxzy; b) Jx—y=Jx+y.
@D Adjuk meg a valés szimoknak azt a legbGvebb részhalmazit, amelyen a kovetkezs képlettel
valds érték fiigavényt értelmezhetiink:
@) Jx+T; b)Nx-x% o) 2rx—a%
Viizoljuk a kovetkezs fliggvény grafikonjit:
f@=V1-x2% -1sx<1

Igazoljuk, hogy a grafikon minden pontja az orig6tl 1 egység tivolsdgra van.

ame-

1
de”W’

Abrdzoljuk azoknak a P(x: y) pontoknak a halmazt, amelyek koordindtdira teljesil:

y-2541-

Abrazoljuk a sikon azoknak a P(x; y) pontoknak a halmazdt, amelyek koordindtdira teljesil:
_\‘+%>\/x3—2x+ k.

zdmok halmazin:

Oldjuk meg a valos
VI0—Zx=x-1.
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Fiiggvények haszndlatval oldjuk meg a valds szimok halmazn:

Oldjuk meg a valds szémok halmazin:

Linedris tortfiiggvények

Ve l=x-1.

0 Abrézoljuk és jellemezziik (zérushely, sz6lsGérték, monotonitds szempontjabol) a kovetkez6 fligg-
vényeket:

x#1, xe[-2

o) h(x):iu. x#2, xe[-1:5];
x-2

) j(®) +3,x#1, xe[-2;4];

8 I ==2—+1,x22, xe[-1;5];

b) g(x)=-i. x#-2,xe[-3;1];
x+2

&) .(,):LAA. x#-3, xe[-6:0]
i3

1) k@ x#1,xe[-3;2]

1

g /x)ln(x):IX7”,x¢L xe[-22).
0 Abrzoljuk és jellemezziik Z6rushely, s, szélscérick
akdvetkez fiigevénycket:
o 2.
a) x> I,Aél,xe[—l;}}: by ars 28 x#3, xe[-1;4];
x- x
2.
o x> 23, xe 0] Ham ETE2 Ly el
S+ 16
B Oldjuk meg a kvetkez6
1 1 2 x-1
—<—=x b =L ; I e
Earr e U Vet ot ™
xeR\(1).

Hatdrozzuk meg az

SUw) esaz f(1(7)

figgvényeket.
Igazoljuk, hogy az

f=

22416

1<x<6

fliggvény legkisebb értéke 2. Vizoljuk a fiiggvény grafikonjd.

Figgvények haszndlatival oldjuk meg a valds szimok halmazdn:




Oldjuk meg grafikusan a val

y=pr+l }
egyenletrendszernek egyetlen (x; y) valds szdmpdr a megolddsa? Haszndljunk a megolddshoz
fliggvényeket.

B Igazoljuk, hogy ha x# 0 és y#0, akkor

2
o

minden x, y € R esetén nemnegativ.
D Abrizoljuk a kovetkezG két fiiggvényt:

FRSR f@=@+1)-(-1), gR\(1) >R, gx)

A grafikonok alapjdn oldjuk meg:

@) f(2) = gx); b) f) < gx: ©) f(x)> g(x).
D Oldjuk meg a valds szimok halmazin az aldbbi egyenletet:

24wy + 2%+ 1= 0.

@ Oldjuk meg a valo:

semok halmazina Kovekez :gyenlenendven

Az egészrész-, a tortrész- és az eldjelfiggvény

) Abrizoljuk a kovetkezs ﬁiggvényeket'
a) x> [2x), xe [ b) x> x-11+1,xe [-3:3];
) x> sgn(x -2), xe[lé] d) x> (x) -1, xe[-
€) x> -2-sgn(x+2), xe [-6;2]; fxo-x+2]+2, xe[-6:2];
g) x> [P+ [-x], xe [-2; h) x> sgn(x? +2x), xe [-3:2]:
i) x> sgnl[-x] + 2], xe [-3;3].

@ Oldjuk meg a valds szimok korében a kovetkezs egyenleteket:
a) 2-[x] = [2x); b) [x+3]=3+[x]; ) [x+0.5] + [x-0.5] = [2x];
d) 3]+ [x +0.5) = [24].

D Abrizoljuk a kovetkezs fiiggvényeket:
a) x> [x] +[-x], xeR; b) x> —[-x+05], xe R ) x> x+(x), xeR.

a
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Vegyes feladatok

[P Az alibbi dbrikon egy-egy [-3: 3] intervallumon
intervallumokon noveksz

értelmezett fiiggvény grafikonja lithatd. Mely

letve fogy a fiiggvény? Hatdrozzuk meg a fiiggvények szeélsdérickeit,

zérushelyeit.
a) 7 b) 7 ol
B B
2 2
B i
EE R EEEEY BERER TG
2 2
5 -
g R -
d) 7 e p f y
s s s
4 '
EEEEY RER R EEVEY WERR N
& 2 2
i 5 =
B ~ 3
8 y h) =
s s
2 /\ 2
SR ER T EEEER \ZouRs
2 2
- o
) Abrézoljuk a kivetkezs fiiggvényeket:
~lx+5/+3, ha
[-9:2] >R, f) =
@) f:[-9:2] 5 R. f(9) { -

2:@-x), ha xz1,

R R, =
8 &8k 20 {(nl)? ha x<l.

() Hatdrozzuk meg a kovetkezd fiiggvények nraﬁkomnak a koordindta-tengelyekre illeszkeds

pontjait, ha vannak. Abrizoljuk is a fiigevénye
@) F R0} 5 R, x5 =,

©) RS R, x> -4x;

a2

b) gRSR 155,

d) i
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e _/.R—)R,x»—?zfgw\; /) ERSR, x5 Lix-2k
8 ER\]3;0[ 5 R, x> 3-x.

() Allftsuk pérba az fbrén I4thatd fiiggvényeket
a hozzirendelési szabilyukkal G
a) x> |xl+2;
b) x> -5;
o) x> 2-Jx=& @ !
d) xi>-2-(x 437

€) x> -=-x. = P
2

Villaszoljunk a kévetkezs kérdésekre.

f) Melyik az egyenes ardnyossig figavény?

&) Melyik fiiggvénynek van zérushelye?

1) Melyik fiiggvénynek van maximuma? Hatd- 0 o
rozzuk is meg.

i) Az f(x) fiiggvény milyen helyen veszi fel a 2 fiiggvényéricket?
j) Mennyi a meredeksége az fs(x) fiigavénynek?
k) Az fy(x) fiiggvénynek mennyi lesz az x = 1 helyen vett fiiggvényériéke?
1) 1gaz-e, hogy fy(-2)=-3?
REED Melyek a szélsértékei az aldbbi figavényeknek, ha x € [-3; 612 Hol veszik fol azokat? Abed-
zoljuk is Gket.
@ aw=-3-x ) b

&) d(x)=-lx+11; e) ex)=x+3.
Hol pozitivak az adott fiiggvények? A vilaszokat intervallumokkal adjuk meg.

o) e(xy=12x-4l;

{7 Abrizoljuk a kivetkezd fiiggvényt:
x?-6x, ha x<3,
£l0:6]5R, fo=1 1. ha x=3,
x o ha x>3
Vilaszoljunk a kérdésekre.
a) Hatirozzuk meg a fliggvény zérushelyét.  b) Hol negativ a fliggvény?
) Hol nG a fiiggvény?
Abrézoljuk az f(x) =||x| - 2| - 3 figgvényt, majd gt et mely helyeken veszi fel
a-3,-2,-1,0, 1 éntékeket. Mit mondhatunk a fiiggvény pari
{FA Abrizoljuk az f(x) =|x—2|-|3 - x| figgvény!
a) Szamoljuk ki a kovetkezd figy gvcnycnckcku F@).12).£0).
b) Milyen helyen veszi fel a fiiggvény az | ériéket?
¢) Hatdrozzuk meg a fiiggvény zérushelyét.
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B Oldjuk meg grafikusan az aldbbi egyenletcket:
a)_: 7-2% b lx-2l=Vx OV x4 9=x-3

d) 3-lx-4l=Jx-T; o2

X

=12 (x#0).

) Oldjuk meg grafikusan az aldbbi egyenldtlenségeket:
a) Jx-2>(x- 2)2 b) 2-|xl+32x%;

d) X2 -6x+7<

X—4

G5 Bonisuk fl a 30-a Kt poriiv sedim dssregére vy, hogy az ey kapalt ket pos
négyzetének osszege minimilis legyen. Melyik ez a két szim?

frjuk fel az dbrézolt két fiiggvény hozzdrendelési szabdlyait.
Hatdrozzuk meg a szinezett hiromszog teriletét

B Melyik az a valds szim, amelyhez a négyzetét hozzfadva a
lehet legkisebb értéket kapjuk?

Akoordi dszer P(231) pontjin il

melyik az, amely az els6 siknegyedbdl a legkisebb e

hdromszoget metszi le?

Adottaz f(x~ 1) =27 xe R figgvény. Adjuk megaz f(x + 1), x € R fiigavényt.

xeR fiiggvény. Hatirozzuk meg az aldbbi fiiggvényt:

Adott az f(x)
L0 =fUC@)..), xeR.

n-szer

Adjuk meg a valds szimok megfeleld részhalmazin értelmezett f fiiggvényt, ha tudjuk, hogy

2 3x42: b)f[ljzn Ty, x>0; af(,ul]
x x

@) fx+1)=

1
24—, x>0
2

Hatirozzuk meg a kovetkezd fiiggvények inverz fiiggvényét:
@) iRSR, f()=2x+3; b)f:R§OR, f(0)=

2, d) f:R\-1} = R, f(x)

) f:Rg =R, f(x)

o f:[-1:0] 5 R, 0 == N1 [0:1] 5 R )= VT=%
Hatdrozzuk meg a kvetkez fiiggvények legnagyobb és legkisebb értékét (ha van ilyen):
@) x> |x=1l+]x-3], xeR; bam 23 osxs;
gxm Xy cica

x+2

Igazoljuk, hogy ha |x| < % x#0, akkor




FUGGVENYEK

pérok halmazn a kovetkezs egyenletet:

Oldjuk meg a valos

imok halmazan az aldbbi egyenletnek:

I 1l=lx
a) Igazoljuk, hogy azoknak a P(x: y) pontoknak a halmaza, amelyeknek koordindtdi kielégitik az
y=Jdx—x%, 0<x<4

egyenletet, egy (2; 0) kozéppontd, 2 sugard félkir, amely az y > 0 félsikban van.

iny gyoke van a valé

b) Hatirozzuk meg a kovetkez6 fiiggvény legnagyobb és legkisebb érékét:
x> T @1, 05x54,

Oldjuk meg
a) B=2x+4; b) Ixl-

o)X +2=4-

d) X -4dx=x-6; o —Lt+22x43.
X+l

Melyek azok az (x: y) valés szampdrok, amelyek egyszerre kielégitik a kivetkezd egyenldtlen-
ségeket:

1
+=>[x2 21
y3>le
y<2-lx-1l
Oldjuk meg fiiggvénygrafikonokkal.

Donisiik el, hogy a kivetkez fiiggvények koziil melyik pdm\ ‘melyik pdratlan, és melyik se nem
péros, se nem pératlan. A fiiggvények R-bGl R-be képes

@) [ =T +x+2? ~T-x+ 2% b)/(x):{(x+l)~+ =17
o) f)=x*-5x2+6- |xl; d) f)=x* - 6x2 4+ 5x;

o f)=
1+

Vizoljuk a kovetkezs fiiggvények grafikonjdt:
@) f: ] 1] SR, fl) = 51
1+x2

b g1l o R g0 =255
1+x2

o) b [15 400 5 R, Ix(x)=i

Adjuk meg képlettel mindegyik fiigavény inverzét is, és ezek grafikonjdt is vizoljuk.

B 1gazoljuk, hogy a7 aldbbi figavény a egész sedmegyenesen korldtos:
L+ a?

SROR,f0=17
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9.4. HAROMSZOGEK, NEGYSZOGEK, SOKSZOGEK
Néhany alapvetd geometriai fogalom
(pont, egyenes, sik, tavolsag, szdg)

B Egy egyenes 4 kiilonbszs pontja hiny
a) részre osztja az egye

b) szakaszt hatiroz meg?

K Hiny egyenest hatdroznak meg a sikon egy szablyos
a) Btszog cstic

b) hatszisg estcsai?

KB Hiny részre osztjdk a sikot gy szabilyos
a) Biszog oldalegyenesei; b) hatszog oldalegyenesei?

EFD) Tekintsiik az ABCDEFGH kockén az AB, CG, CD, EG, BD H
szakaszokra illeszkedd egyeneseket. @
) Melyek pirhuzamosak egyméssal? £ '
b) Melyek kitérok?

0 Micimacko, Fiiles és Bagoly cnhona cgy egyenes Gsvény mellett
Fi

taldlhaté. Micimacké és. re lakik egymdstol, Bagoly ‘ &
és Fiiles 800 m-re. Milyen tavolsdgra lehet egymistdl Bagoly és i
Micimackd hiza?
[HI) Az AB szakasz hossza 20 cm, a BC szakasz hossza 1.5 dm. Mekkora az AB és az AC szakaszok
felezdpontjainak tivolsiga, ha a
a) B pont az A és a C pontok kéztt van; b) Cpontaz A és a B pontok kizott van?

D AzAB udka\z hosszaa, ABE szakasz hossza b. Mekkora az AB és az AC szakaszok felezs-
ntja ., ha

a) Bpontaz A &C ponlok Kozt van; b) Cpontaz A és B pontok kiszott van?

KED A 30 cm hosszii AB szakaszt P pont tigy osztja két részre, hogy AP:PB = 3:2. Milyen hosszd
az AP, illetve a PB szakasz?

) Az a hosszisigi AB szakaszt P pont ligy osatja két részre, hogy AP: PB = p:q. Milyen hosszi
az AP, illetve a PB szakasz?

D Fejezziik ki fokokkal a kovetkezs szogek nagys
a) 19°24'; b) 42°33

) 92°45'18".
EZ) Fejezziik ki fokokban, szogpercekben és szogmasodpercekben a kovetkezs szogeket:
a) 32,5% b) 123,15% ) 9.42°.

) Ot szog egyit teljes szoget alkot, tovabbd minden szog 20°kal nagyobb az el6zonél. Hany
fokosak a sziigek?

{8 Mekkora az a szog, amelyik mellékszogének

I Két merleges szird szog kozill az egyik fele a msiknak. Hany fokosak a szogek?

-ed része?

a6



) Egy derékszigd haromszogben rajzoljuk be az dtfogéhoz tartoz6 magassdgot. Keressiink merdleges
szird szogeket a hiromszogben.

(I Egy ABC hiromszogben AB = AC. B-bdl az AC oldalra bocsitott merdleges az AC oldalt D pont-
ban metszi. Mekkoraa CBD szog, ha az A cstcsndl 16vG szog 48°7

7T Két metsz6 lal i 32°51. Allitsunk merGlegest a metszés-
pontban a2 cgyik. lletv a ik cgyeneste. i sdion hiny fokos szdget zdmak be ezek a merd-
legesek az eredeti szogtartomény szogfelezdjével?

GEID Hiny fokos szdget zdmak be az Gramutatk
) 3 6ra 40 perckor; b) 10 6ra 25 perckor; ) 6 6ra 12 perckor?
RED) Négy 6ra utdn mikor fedi egymast elGszor a kis- és a nagymutaté az 6ra szamlapjan?
@B Adott a sikon 9 pont, amelyek kiziil 3 egy egyenesen, 6 egy msik, az el6zGvel pirhuzamos egye-
nesen helyezkedik l. Hany egyenest hatdroz meg sszesen ez a 9 pont?
(EIB Adotta sikban § kiilinbozs egyenes, amelyek kol legfeljebb kettS metszi egymdst egy pontban
Hiny metszéspontjuk van dsszesen, ha
a) nines kiztik pirhuzamos;
b) az egyenesek kozill 3 péronként pérhuzamos;
¢) az egyenesek kirzil 4 péronként pirhuzamos;
d) az egyenesek kozil 5 péronként pirhuzamos?
D Mit dllithatunk hirom kilonbiozo, egy sikba esG egyenesrdl, ha ezek az egyenesek a stkot

a) 4 részre; b) 6 részre; ) 7 részre osztjdk?

Mikorndul Katiskoliba, ha meviia, ami 7 ora utin a 6ra Kis 6 nagymutatGja s e be
ugyanakkora sziget a vizszintessel?

Helyezziink el 7 pontot és 6 egyenest a sikon tigy, hogy mindegyik egyenesen 3 pont legyen.

Egy egyenesen vegyik fel az 0. A, B és C pontokat az adott sorrendben. Legyen M az AB,
Na BC é P a CA szakaszok felezGpontja. Igazoljuk, hogy
OM:AB + ON-BC = OP- AC.

Bizomytauk be, hogy s egy egyenes véges sok it sakasza szl bmely ketgnck vankozss
pontja, akkor Iétezik olyan pont, amely zes szakasznak pontja.

Haromszdgek oldalai, szdgei
G Egy hiromszisg belsG szisgeit jeldlje t, [ és 7, Fgm s mms mgm g o
ahozzdjuk tartoz6 kilsG szogeit pedig rendre o ket LT LB LB L
o, B és v Toltsiik ki a tdbldzatot. 40
80° 110°

e

(I Egy hiromszog egyik szoge 42°25', a fennmarado keét szog kol az egyik kétharmada a misiknak.
Adjuk meg a hiromszisg hidnyz6 szogeinek nagysigdt

a7




. amelyben a belsG szogek ardnya
b)5: ) 1:2:7
(B Egy egyenld szird hiromszog egyik kils6 szoge 102° Mekkordk lehetnek a hiromszog szogei?
B Az ABCD négyzet sikjdban 16v6 E pont az A és B esicsokkal szabilyos hiromszoget alkot
Mekkora lehet a BEC szig?
D Az ABC hiromszog AB oldalegyenesére A-n
il ki A(‘ oldal hosszit, B-n tila BC
oldal letve B’ pontokat kaptuk.
Vekkordas 4 hiromszog szgei, ha
a) az A csiicsnil 16v6 szog 40°, a B cstcsndl
16vG szg pedig 70° A 4
5) az A cstcsnil I6v6 szdg , a B cscsndl | 4 7 7
16v6 szog pedig B?

68 Az ABC hdrumuug egy belsd pontja M. Bizonyitsuk be, hogy az AMB szdg nagyobb, mint
az ACB
(B0 Létezik-e ulyan héromszog, amelynek a, b és ¢ oldalainak hosszfra igaz, hogy
a)a=48cm, b=62cm, c=37cm; 4 cm, ¢=0,7 dm;
¢) az a oldal hossza a b oldal hosszi sza egyenld a b oldal
hosszival?

) Egy egyenld szard hiromszog két oldala 4 és 10 cm. Mekkora a harmadik oldal?

FEID Hiny olyan hiromszdg van, amelynek két oldala 6 és 10 cm, és tudjuk, hogy a harmadik oldal is
centiméterekben mérve egész szdm?

(EI Egy hiromszog hirom oldaldnak hossza a, b és . Legyen a 2 b > ¢. Lehet-e egy hiromszog
hrom oldala 2a, b, ¢ hosszisigd?
EEED Igazoljuk, ha P pont az ABC hiromszog egy belsG pontja, akkor
AB+AC>PB + PC.
FEZE) Mekkorik a derékszisei hiromszg hegyesszige,
ha az dbrin lithat6 médon hirom egyenl sziri
hiromszogre tudjuk felbontani? (A pirossal
jelolt négy szakasz egyenld hosszi.)

Az O kozéppontd AB dtmérGi félkort az dbrdn
lithaté modon 6t egyenld részre oszlottuk.
a) Mekkoraa DMC szog?
b) Haa DC szakasz hossza 10 em, akkor milyen
hosszi az OM szakasz?




Egy négyszog oldalainak houm ebben a sorrendben 7 cm, § cm, 11 cm és 9 em. Lehet-e vala-
melyik dlGjdnak hossza 16 c

EED Egy egyenlG szird hiromszog szirszoge 120° Daraboljuk fel a hdromszoget 5 egyenl6 szdrd
hiromszogre.

Igazoljuk, hogy konvex négyszogben az dIGk hosszinak dsszege nagyobb, mint két szemkozti
oldal hosszinak dsszege.

Az ABC hiromszogben az A-ndl 16v6 szdg nem hegyesszog. A hiromszg egy belsé pontja P.
A PB egyenes AC-t D-ben, a PC egyenes AB- E-ben metszi. Igazoljuk, hogy
BD+CE>BE+ED+DC.

Legyen P pont az ABC hiromszig egy tetszoleges bels pontja. Izazoljuk, hogy P pontnak a csii-
esokidl vett tivolsdgisszege a hiromszog kerileténél kisebb, de a hiromszog félkeriileténdl nagyobb.

Pitagorasz-tétel

el Egyik befogé. Misik befogo. Atfogd

it. Szimit- L1 -
suk ki a hidnyz6 oldalak hosszisdgait. (a. b >0) 12om sem

72am 70mm
V30 a
b V2:b
(EE) Lehetnek-c ugyanannak a derékszogd hromszognek oldalai a kovetkezds szakaszok?

@) 6em, §em, 10em; b)S0cm, 12m, 13 dm;
©) 254cm, 45cm, 210cm; d) -, 2ab, @+ (a>b;a,b>0)?

(D Lehet-c egy derékszogd hiromszg mindhdrom oldalinak mérgszama piratlan természetes
szim?

REEDD Az andréskereszt épitészeti szakkifejezés, jellegzetes X formdjérol
Kapta az elnevezésct. Akkor alkalmazzik.
szi i elmozdulisit szeretnék megakadilyozni. Egy
150 cm magas és 100 cm széles kertkapura andréskeresztet készi-
tiink. Milyen hosszd a két ferde rid hossza egyiitt? (A hosszi- 1EDEm
sigot centiméterekben mérve szézadokra kerekitve adjuk meg.)

{7 Egy egyenl§ széri hiromszog d|dij 16 cm, s;
Mekkora az alaphoz tartozé magassiga?

dra 10 cm.

T00em

GEED A képen lithat6 daru 40 m magas. Az ellensdly a tartGoszloptol
10 méterre, a darugém vége 18 méterre van. Mekkora tivolsdgra
van a tantdoszlop ibitdl az ellensily. illetve a darugém vége?
(A hosszisigokat méterre kerekitve adjuk meg.) (=)

EEED Egy monitort képétmérdiének colban megadott hosszdval jelle-
‘meznek. Hany colos az a monitor, amelynek szélessége 3.7
magassiga 27 cm? (I col = 2,54 cm)
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EE Két egymdstol 10 méterre 416 egyenes fa magassdga 7, illetve 12 méter. Milyen tdvol van egy-
mastol a két fa csiicsa?

(EE Az ABC derékszogd hiromszogben C csicsndl derékszog van, AC = 18 em és BC = 15 cm
A hdromszighen O egy olyan belsG pont, amelyre az OAB, OAC és OBC hiromszogek egyenls
teriiletdiek.

a) Adjuk meg az O pont tvolsigdt a befogdkiol.
b) Mekkora az OC szakasz hossza?

G Adjuk meg sl 22 egpenl audd hiromszsgnek o etleés, amelynek sedrs b hossatetgh,
stirszige 12

Egy thai-box mérkozés kiizddtere 8 m oldald négyzet. Hény méter tivol van a kiizddtér négy
sarkitdl az a versenyzs, aki a négyzet egyik dtldjanak egyik harmadoldpontjdban tartézkodik?
(A tivolsigokat méterben, két tizedesjegyre kerekitve adjuk meg.)

Egy ABC egyenl suindhiromsa lapn 60 e, magssiga d0cm. Az AB alap F feleatport-
jib unk merGlegeseket a szdrakra, ezek talppontjai D és E. Mekkoraa CEFD négyszbg
fotion s wittor

Akis herceg bolygdja 2 km sugard gomb.
a) Hiny kilométert gyalogol az egyenlit mentén, ha az egyenlit hosszinak negyedrészét
teszi meg?
b) Akiinduldsi és érkezési pont kozott Iétesitett egyenes alagiit milyen hosszi?
) A megtett Gt felénél egy 100 m magas kildtotorony van. Az érkezési pontbol visszatekintve
lithatja-e a tornyot a kis herceg?
Az ABC derékszogil hiromszogben O egy olyan belss pont, amelyre az OAB, OAC és OBC
hiromszgek egyenl teriletick. Bizonyitsuk be, hogy ha a derékszogd csics C-nél van, akkor
0A+0B=5-0C2.

B Hiny olyan deréksz0g hiromszog van, amelyben a oldlak medszdma pority egész szdm.
és az egyik befogd 15 egység?

Négyszogek

(EI) Hany hegyesszoge lehet egy konvex négyszignek?
D Mely dllitasok igaz:
a) Minden paralelogramménak van hegyesszoge.
b) Minden trapéznak van tompasziige.
¢) Bérmely négyszognek van legaldbb egy tompaszoge.
d) Barmely négyszognek van egy legaldbb 90°-os szoge.
¢) Van olyan paralelogramma, amelyik nem trapéz.
f) Atéglalap 4t16i nem merGlegesek egymdsra.
) Ha egy deltoid minden oldala egyenlG, akkor az négyzet.
) Ha egy rombusznak van derékszoge, akkor az négyzet.




{8 Az ABCD négyzet BC oldaldnak B-hez kozelebbi harmadolpontja E, CD oldaldnak felez6-
pontja F. Mekkora az AEF héromszog keriilete, terilete, ha a négyzet oldala 12 cm?

KEI Egy 6 cm oldali négyzet egyik esiicsibol hizott két egyenes hirom egyenld teriiletd részre osztja
anégyzetet. Milyen hosszi a két egyenesnek a négyzet belsejébe esG szakasza?

Adott egy négyzet dtldjdnak és oldaldnak killonbsége. Adjunk eljirdst a négyzet szerkesztésére.
FEI Mekkora szoget zimak be a téglalap dtléi az oldalakkal, ha az dtlok szoge

a) 70°% b) 92
EEID gy rombusz egyik dtl6ja az oldallal 24°-os szoget zir be. Mekkordk a rombusz szigei?
REHD Hiny fokosak annak a rombusznak a szigei, amelynek magassiga fele olyan hossz, mint az oldala?
{EH) Mekkordk lehetnek annak a deltoidnak a szogei, amelynek két szoge 40° és 102°2
() Egy deltoid 10 cm-es tlGja a 24 cm-es 416t 3:5 ardnyban osztja. Mekkordk a deltoid oldalai?

(EH) Egy paralelogramma egyik belsS szogének és ehhez a szoghiiz tartoz6 killsG szogének arfinya 4:5.
Mekkorik a paralelogramma belsG szigei?

két-

EH) Hany fokosak a paralelogramma bels6 szogei, ha egyik bels6 szige egy msik belsd s
harmada?

nak négyzetisszege egyenl az oldalainak négyzet-

{EF) Bizonyitsuk be, hogy a paralelogramma dtl
Gsszegével,

(EHD Egy paralelogramma koré kor ithato. A paralelogramma szomszédos oldalainak hosszsdga 12,
illetve 5 cm. Mekkora sugard kor frhat a paralelogramma koré?

@) Van-e konkav trapéz?

(EHD Egy trapéz két szoge 38° és 102°, Mekkora a misik két szog?

B Egy derékszogd trapéz derékszogd szdra 6 cm és egyik alapja 16 cm hosszt. Mekkora lehet a mésik
sziira és az alapja, ha egyik szoge 45°2

(EHD Egy konvex négyszg dtléi merdlegesek egymsra. Mekkora a négyszoyg terilete, ha dtlginak
hossza e és 7

GEED Egy 18 cm oldald négyzet oldalaira kifelé szabilyos hiromszogeket rajzolunk. Milyen négyszoget
alkotnak a hiromszogeknek a négyzeten kiviil 66 csiicsai? Mekkora ennek a négyszignek a terii-
lete és a kerilete?

fink egy téglalap oldalaira ki 6 szind derékszog i amelyek tfog6i
atéglalap oldalai. Milyen sikidomot hatdroznak meg ezek a hiromszogek a téglalappal egyitt?

B Egy konvex négyszig két-két szemben lev oldaldnak felez6pont kit szakaszok a négy-
szdget négy négyszogre bontjdk. Ezek kozil hiromnak a teriilete 15, 20 és 25 cm?. Mekkora lehet
az eredeti konvex négyszog terilete?

Konvex négyszog alaki kert mely bels pontjdbol vezet egyenes dsvény a ket négy sarkdhoz, ha
tudjuk, hogy az dsvények hosszinak az Gsszege a lehetd legkisebb?

51
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Sokszogek

FEE Toltsik ki a kovetkez tdblizatot, amely néhiny
Konvex sokszig adatait tartalmazza.

(ET Haegy konvex sokszg belsd szbgei sszeacher
hozzdadjuk e zbgét, 2283°-ot kapunk
Hiny oldali a konvex sokszog?

(EE Melyik dllitds igaz, melyik hamis? 3960°
a) Aszabilyos n oldald sokszig oldalai egyenlGk. ,,
b) Ha egy n oldald sokszog oldalai egyenldk,

akkor az a soksziig szabilyos

) Aszabilyos n oldalii sokszig szogei egyenldk. &
d) Haegy n oldali sokszisg szogei egyenldk, akkor az a sokszg szabilyos.

EED Tolisikkia Kivekest blizato, amely étiny
szabilyos sokszdg ad:

D Egy konvex hatszbg linak legfelieth hiny
darab csticsokt6l kiilonbzs metszéspontja lehet?

Egy szabilyos hatszog dtlGinak hany darab c:
csoktdl kiilonbiszé metszéspontja van? @

Szerkessiink szabiilyos hatsziget, ha adotta leg- n
rovidebb dlGjanak hossza,

Hiny fokos szoget hmak b gy sabilyos sty B
cgy esiiesibol

Az ABCDE szabilyos dtszog AC dlGjdt a BD &6 F, a BE &6 a G pontban metszi. Hiny
fokosak a BFG hiromszg szogei?

Az ABCDEF szabiilyos hatszog oldala 12 em. Az oldalakat
meghosszabbitjuk ciklikusan az dbrén ldthat6 médon 12 cm-rel.
Az igy kapott AB'C'D'E'F” hatszognek
a) mekkordk a szogei?
b) mekkora a keriilete?
¢) mekkora a terilete?

@ Egy 2.4 m oldali négyzet oldalait hirom egyenlG észre osztottuk,

majd az oszt6pontokat az dbrén lithaté médon osszekototik. A—X

Igy keletkezett az ABCDEFGH nyoleszog. 8 6
a) Hiny fokosak a nyoleszog szogei?

b) Szabilyos-e ez a nyoleszog? ¢ i
) Mekkora a nyoleszoyg keriilete? s

d) Mekkora a nyoleszog teriilete?




Egy ABC egyenlu szdird hiromszog alapja 24 cm. magassiga
16.em. Az AB al s G harmadoldpontjaibol bocsdssunk ¢
merGlegeseket a irakes, crek talppontjai rendre E és
Mekkora a CEFGD tszog keriilete és teriilete?

Egy konvex dtsziget felosziottunk 25 hiromszogre, amelyek
nem fedik egymdst. Az dtszog oldalai egy-egy hiromszog o,
oldalai, és a haromszogek csicsai kozott nincsenek olyanok,
amelyek egy misik hiromszog oldaldnak belsejébe esnénck. 4 6 F b
Hany héromszog-csics esik az otszog belsejébe?

Bizonyitsuk be, hogy egy szablyos kilencszog leghos:
dtlGjanak az osszege.

zabb dtlGja az oldal.

ak és a legrovidebb

Nevezetes ponthalmazok

GBI Hol helyezkednek el a sikon azok a pontok, amelyek egy adott ponttdl 5 cm-re és egy adott egye-
nestdl 3 em-nél nagyobb tévolsigra vannak?

REID Hol helyezkednek el sikon azok a pontok, amelyek két koncentrikus kort6 egyenl tivol vannak?

KEII Hol helyezkednek el a sikon azok a pontok, amelyek egy adott P ponti6l 4 cm-nél nem nagyobb
és egy adott Q pontt6l 6 cm-nél nagyobb tivolsigra vannak?

B Adotta sikon ket szakast. Sneskessalk  sakagook (4 it aapok (14 egyents et o
szdgeket, amelyeknek harmadik csiicsa egybey zsgiljuk meg a szerkeszthetdség feltételeit
és a megoldasok szamt.

GEIB) Adott asikon egy egyenes, rajta egy E pont, valamint az egyenesen kiviil egy P pont. Szerkessziink
olyan kot, amely az adott egyenest E-ben érinti és dthalad a P ponton.

(ED Szerkessziink hiromszoget, ha adott két szoge és a kerillete.

G Metsszink el a sikon két pithuzamos egyenest egy harmadikkal. Hany olyan pont van a skon,
amely mind a harom c,ycncs:ol c"ycl\lé tvol van?

(EI Az ABC hiromszogben az A-ndl 16vG 60°0s belsG szog szogfelezdie a szemkisz oldalt D pontban
metszi. Mekkora az AD szakasz hossza, haa D pont az AB egyenestdl 5 cm tivolsigra van?

€ Egy egyenl szird hiromszog szérszige 36° Bizonyitsuk be, hogy az alapon levG egyik szog szog-
felezdje a hiromsziget ket egyenld szrd hiromszdgre bontja.

(EID Az ABC hiromszog B csesdn keresztiil hizzunk pirhuzamost a C esiesndl 16v6 belss szog
stibglelezsjével. Ez az egyenes AC egyenesét D pontban metszi. Bizonyftsuk be, hogy DC = BC.

FEID Adott derékszogi hiromszigbe szerkessziink négyzetet Ggy, hogy annak keét szomszédos oldala
egy-egy befogon Iegyen

ED Adott o ink félkort dgy, hogy kozé) ja a hiromszog egy
adott oldaldn legyen, és érintse a hdromszog masik két oldalat.

(ET) Az ABC héromszog A cstcsdndl 16v6 kiils6 szog szogfelezGje pérhuzamos a BC oldal egyene-
sével. Mit dllithatunk errdl a hiromszogrol?

EEB Egy hdroms:

g két szige 38° és 76°. Mekkora szoget zdrnak be ezen két szog szogfelezsi?
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@B Egy hiromszog egyik szoge
a) 48° b) a.
Mekkora a misik két belsG szog szogfelezdinek hajldsszige?

Egy hiromszog két szoge 48° illetve 74° Mekkordk a kiilsG szogfelezék dltal meghatdrozott
hdromszog belsd szogei?

Az ABC hiromszog A é B cstcsandl 16v6 belsd szogek szbgfelezGinek metszéspontjdn dt hiz-
zunk pérhuzamost az AB oldallal. Ez a pérhuzamos az AC oldalt D-ben, a BC oldalt E-ben
metszi. Mekkora a DE szakasz hossza, ha DA =5 cm, és EB =4 cm?

D Az ABC hiromsagben AB =AC. A BC-re Bben emeltmerSleges az AB oldal felezdmerdlegest
M pontban, illetve a C csiicson dthaladé AB-vel pirh az AC oldal
gesét N pontban metszi. Mekkorik az ABC hiromszog szogei, ha MAN szog 120°0s

Egy szg egyik szirin mozg6 P pontbl hiizzunk pdrhuzamost a sz0g mésik szdrdval, és mérjik rd
a P pontnak a szg esiicsdtGl vett tivolsdgat. Adjuk meg az gy Kapott pontok halmazit.

@D Bizonyitsuk be, hogy az ABCD paralelogramménak az ABC és a BAD szogének szigfelezGi

akkor és csak akkor metszik egymdst a CD oldalon, ha AB = 2BC.

D) Két hiromszognek két-keét oldala egyenld hossz. Bizonyitsuk be, hogy annak nagyobb a harmadik
oldala, amelyikben a ket oldal nagyobb szoget zdr be.

a

) Az dbrén lithat nagy felkor sugara 8 em. A félkor dtmérGicre két
s nnak a krnek
a sugardt, amelyik a nagy félkort belilrdl, a ket kisebb félkort

Egy 4 és egy 9 cm sugarti kor kiviilré| érintik egymdst, és érintenck egy adott egyenest is.
a) Mekkora az egyenesen lev rintési pontok tivolsdga?
b) Mekkora lehet annak a kormek a sugara, amelyik a két kit és az egyenest is érin

Héromszdg beirt és koré irt kore

(0 Szerkessziik meg egy hdromszog beirt és Koré irt kirét, ha a hromszog
a) tompaszog(; b) hegyesszogl; ¢) derékszigd.

WD Szerkessziink szabilyos hfromszoget, ha adott
a) akorilirt korének sugara; b) abeirt korének sugara.

{0 Mutassuk meg, hogy a szabdlyos hdromszog koré irt kor sugara kétszerese a befrt kor suga-
rdnak.

{08 Egy szabilyos hiromszog oldala a hosszisdgd. Mekkora a hiromszog
a) kiré it kirének sugara; b) beirt kérének sugara?

W03 Igazoljuk, hogy a hiromszdg koré it korének kozéppontja a legnagyobb oldalhoz van a leg-
Gzelebb.




@0 Toltsiik ki a tdbldzatot a megadott adatok alap-  ITHEAREEsT P Haromazsg ™ Py
jin. () et e, Bot i sugra
I Egy derékszogd hiromszisg befogdi 30 és 40 cm. s0cm 125
) Mekkora a hiromszig beirt Korénck sugara? Tor o
b) Mekkora az dtfogdhoz irt kbr sugara?
x .

) Mekkorik a befogokhoz irt kirok suga
W0 gy cgyenl szird hiromszog magassiga 16 cm, szdra 20 cm.

) Mekkora a hiromszog alapja?

b) Mekkora a hiromszg szirhoz tartoz6 magassiga?

) Mekkora részekre osztja a szirat a szirhoz tartoz6 magassig?

d) Mekkora a hfromszog beirt korének sugara?

) Mekkora a hiromszg kiré irt korének sugara?
W00 Egy héromszisg két szige 40° és 70°

a) Mekkora szigben litszanak a hiromszog oldalai a koriilirt kir kozéppontjdbol?

) Mekkordk annak a héromszgnek a sgei, amelyeta beit komek az oldalakkal vet ériniési
pontjai hatéroznak meg?

0 Az ABC hiromszisg oldalait mekkora szakaszokra osz1jdk a beitt kor érintési pontjai, ha AB = 5 cm,
BC=6cm és AC=9 em?
Egy egyenlG szird hiromszog alapja 6 cm, szdra 5 cm.
a) Legalibb mekkora annak a korlapnak a sugara, amellyel a hiromszog lefedhet6?
b) Milyen tivol van a esiicsoktdl a beirt kir kozéppontja?
@B Egy plzzn Fudrsaolgilat a 26 m tméeff Kbl izt papidobosban el
a) H g alapd, adoboznak az alapée?
b) Hd a papirdoboz négyzet alzpu. akkor legaldbb mekkora ennek a doboznak az alapéle?
) Melyik csomagolisi mdot valassza, ha a legkevesebb papirt akarja felhaszndlni? (A dobozok
magassiga mindkét esetben ugyanakkora.)

Az ABC héromszon oldalait mekkora szakaszokra osztjdk a beirt kor érintési pontjai, ha AB
BC= b?

Motasuk meg, hogy hcgy derésathiromsig oldla bossednak ménéhszima egée scdm,
akkor a beirt kor sugardnak hossza is egész szim.

Az ABC egyenld szird hiromszogben AB = BC és ABC szg 80° A hiromszog belsejében 16vG
P pontra igaz, hogy PAC sz 40° és ACP szog 30°. Mekkora a BPC szog?

Thalész tétele
Mekkora sugari kor irhat6 egy derékszisgd hiromszog kiré, ha befogéinak hossza
@) 8 cm és 24 cm; bjaésh.

) Egy 8 cm sugari kor kozéppontjdtél 10 cm-re lev pontbél szerkessziink érint6t a korhoz. Mekkora
az rintszakasz hossza?

{50 Adjuk meg azon pontok halmazt a sikon, amelyekbl egy r sugard kisrhdz r hosszdsdgd érintd-
szakasz hizhat6.
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) Szerkessziink egyenld szdrd hiromszoget, ha adott az alapja és a beirt kirének sugara.

{70 Mekkora egy deltoid két szemben levs egyenl szoge. ha kor irhat6 kiré?

EIE3 Adotta sikban két pont és egy egyenes. dercksziog hiromsziy fifogé-

jéinak két végpontja a két adott pont, a derékszdgd esiicsa pedig az adott egyenesen van.

@ Egy h Gstgd ket vé; ckszog szirn mozog. Adjuk meg a szaka-
srok felengpontainak halmazit

) Egykor ének adott pontn dt h i akorben, Hol 1 hirok felez-
pontjai?

7 Az ABC hiromszog AB oldalin felvett P pontbol dllitsunk merGlegeseket az AC ésa BC oldalak
cayenesére. Bizonyitsuk be, hogy ezen merdlegesek talppontjai, valamint a C és P pontok egy
koron vannak.

W Egy hiromszog oldalai 5, 12 és 13 cm hossziak. Mekkora a hiromszdg kéré irt krének sugara?

Adott ftfog6ji derékszogd hiromszigek koziil melyiknek a terilete a legnagyobb?

WD Egy wapéz szirai 10 és 15 cm hossziak. Mekkora a szdrak felezopontjait dsszekotd szakasz hossza,
ha a szrak mint dtmérok folé it Thalész-korok érintik egymdst?

WD Keét ko kivilrol érinti egymist, s érint egy adott egyenest is. Adjuk meg az egyenesen 6v6 érintési
pontok ltal meghatdrozott 20 em hosszisigi szakasz felezGpontjnak a két kor érintési pontjdtd]
Vet tivolsdgdt.

D Az ABC hi a B csicsndl levé bels felezGje az AC oldalt D pontban metszi.
Ugyanezen cwcsnul 16v6 kiils6 70 szogfelezgie az AC oldal egyenesét £ pontban metszi
DB szakasz hossza 8 em, BE szakasz hossza 6 cm. Mekkora a DBE hiromszog
a) koré irt km:'nek sugara? b) beirt korének sugara?

D Az ABCD trapéz. os oldalai AB és CD. Tudjuk, hogy AB=20cm, BC=15¢m, CD=10em
é AD = 10 cm hosszd. Adjuk meg az AC 4tl6 hosszt.

Az ABCD egyenl§ sziri trapéz alapja mint 4tmérg folé irt Tha
alapjd, & felezi a szdrakat. Mekkordk a trapéz szogei?

Az ABC egyenld sz dromszogben AB = AC. Az A csticsb6l indulé magassdgvonal D-ben
metszia BC oldalt Allnsunk D-b6l merGlegest AC-re. és igazoljuk. hogy ez az egyenes az ABD.
hiromszsg kbré irt korét érinti.

2-kor érinti a trapéz m:

Bizonyitukbe, hogy ha ey parlelogsamim aldali nem opyenS hossiak, ko bl g
széspontjai téglalapot hatiroznak meg. Mekkora ennek a 1églalapnak az dtiGja, ha
a pamlclogmmma oldalainak hossza a és b (a > b)?

Erintdnégyszog, érintdsokszog

KD Bizonyitsuk be, hogy a rombusz dtlginak metszéspontja egyenld tivol van az oldalakiol.

W3 Egy rombusz beirt korének sugara 12 em. Mekkora az oldala, ha egyik hegyesszoge 45°7

K Milyen négyszoget hatdroznak meg a rombusz beirt Korének az oldalakkal vett érintési pontjai?
Mekkora szoget zdmak be ennck a négyszognek az dtlgi, ha a rombusz egyik szoge 60°?
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WD Bizonyftsuk be, hogy egy ériniGnégyszig 1 teriilete, k keriilete és beirt korének r sugara kiszott
érvényes a kovetkezd Osszefiiggés: P
1=
2
(ZED Egy deltoid koré kr rhato. Mekkora a befrhat kirének sugara, ha két kiilonbisz6 hosszisdgi
oldala 12 és 5 cm?
() Szerkessziink ériniGnégysziget. ha adott a beirt kor sugara, valamint
a) két szomszédos oldala és az dltaluk bezrt szog;
b) hfrom szige.

(0 Egy érinténégyszog hirom oldaldnak hossza 12 cm, 14 cm és 20 cm. Mekkora lehet a negyedik
oldala?

@A Az ABCDEF hatszogbe kor irhat6. Oldalainak hossza: AB =6 cm, BC =8 cm, CD =8 cm,
DE =7 cm, EF = 10 cm. Milyen hosszi AF?

A 12 em oldali ABCD négyzet AB oldalinak, illetve a DC oldalinak felezSpontja £ és G. A BC
oldal C-hez kozelebbi, illetve a DA oldal D-hez kozelebbi harmadol6pontjai F és H.
a) Az E. F, G és H pontok milyen négyszoget hatiroznak meg?
b) Adjuk meg EFGH négyszog beirt korének sugardt.

oy K alapjai 9 és 11 Giak. Mekkora a trapéz.
magassiga?

Egy 20 em sugard kor koré olyan derékszogd trapézt frunk, amelynek legrovidebb oldala 30 cm

hosszi. A trapéz teriletének hany szizaléka esik a koron kivil?

Papiebl négysa alak syt késatink. Ennck oz ABCD négycabgnek az odali 0,30, 40

5 40 em hossziak, s két szemben leve nem egyenld szogének az dsszege 180°%
a) Asirkinyt a négyszog dl6i mentén hurkapélcdval szeretnénk mereviten. Mllycn hossz pilci-

Kikra van sziikségiink?

b) Hany dm? papir sziikséges az elkészitéséhez, ha a felhaszndlt anyag 20%-a hulladék?

¢) Egy olyan kort akarunk a sérkényba rajzolni, amelyik az alakzat mind a négy oldaldt érinti.
Hogyan szerkeszthetjiik meg ennek a komek az O kozéppontjdt?

d) Szamitsuk ki a sz6ban forgé ABCD négyszogben mekkora az AOB és a COD szogek nagysi-
ginak osszege.

) Egy EFGH tetszGleges érinténégyszog beirt korének kizéppontja O. Mekkora az EOF
s a GOH szogek nagysiginak dsszege?

Vegyes feladatok

Egy kirbe irt trapéznak hirom egyenl hosszd oldala van, és egyik oldala éppen a kor egy tmérdie.
Mekkordk a trapéz szigei?

T Egy hiroms,

ket szijge 42° és 64° Mekkora s
g 6s szdglelezs?

dget zr be egymissal a harma

(0 Egy hiromszig két belsd szigfelezGiének hajlisszoge 48° Mekkora a hiromszig harmadik cstcsnil
levs belsd szoge?
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() Mekkora szoget zdr be az a két siktiikor, amelynél az els tikomme beesG fénysugdr a mésodik
kel dgy verGdik vissza, hogy pérhuzamos lesz a beesd fénysugdrral?

) Egy derékszogi trapéz szdrai a és 2a, valamint az egyik alapja is a hosszisdgd.
a) Mekkora a trapéz negyedik oldala? b) Mekkordk a trapéz szogei?

I Egy szabilyos otszdg egyik estiesit a 6 keét éllel egyiitt hagyjuk el. Mekkordk a meg-
marad6 négyszog szdgei?

G Adotta sikban két pont és egy egyenes. Szerkessziink egyenls sz hiromszoget, amely alapjdnak
Két végpontja az adott két pont, és egyik szdra illeszkedik az adott egyenesre.

) Adjunk az ABC hiromszisg szerkesziésére eljérdst, ha adott AB oldaldnak hossza, a md
hossznak sszege, valamint az A cstcsndl lev6 o szog.

kétoldal

I Mekkora egy 18 cm sugard korbe irt szabdlyos hatszog két szemkozti
a) esiicsdnak; b) oldaldnak tvolsiga?

R Adott egy egyenlG szt hiromszog. Szerkessziink egy olyan kort, amelyik a hiromszig mindkét
szdrdt, valamint a beirt korét is érinti.

GEETD By derekste mindiet sedrit ind Ko éintés pontiait sszekitG szakasz 10 am hosszt Mekkora
tivolsdgra van a kir kozéppontja a szakasz(61?

) Az dbrin lithaté ABC hiromszognek Thalész
tétele értelmében két derékszoge is van. Hol

ahiba? ¢
) Egy téglalap oldalainak hossza 10 és 20 cm.

Hiny olyan pont van a téglalap belsejében,

amelyb6l valamelyik két oldal derékszog alatt

dtszik?

it

) Egy paralelogramméba 10 cm sugari kor frhat6.
A paralelogramma egyik szoge 45 Mekkora

a paralelogramma kerilete és terilete?

W) Egy érintnégyszog két szemben levd oldala 10 és 12 em hosszd. Adjuk meg a misik két oldal
hosszt, ha tudjuk, hogy a misik ket oldal hosszdnak kilonbsége 4 cm.

WA Egy szabilyos sokszognek 20 dtl6ja van. Mekkora a szabilyos sokszog egy belsd szoge?
W Szeretnénk vésirolni egy 81 centiméter képatmérdid, 16:9 képardnyd lclcvlzmr amelynekakeree
fent és oldalt 10 cm, lent 18 cm széles. Elfér-c a késziilék annak a szekré el
1 méter széles és 65 cm magas? (A 16 : 9 a kép szélességének és magassi
@ Egy ABC hiromszog AB oldalinak
ha az A csicsbol Kiindulé belsé
szioget zir be?

gundk ardnyt ddjm meg)

hossza 20 em. Mekkora a héromszog koré irt korének sugar:
dgfelezG a B csiicsbol kiindulg kiilsS szogfelezvel 45°-0s

BT Rombuszalakd tertonk dlinak metszéspontjiba cay vzt helyezink el Milyen ol van a viza
a teritd széleitdl, ha az dtlginak hossza 80, illetve 60 cm

G Egy szabilyos nyoleszig esicsai kovziil hinyféleképpen valaszthatunk ki it hogy azok kil
biszés héromszoget alkossanak? Ezek kozott hiny derékszogd hiromszog
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T Egy régi térkép szerint egy paralelogramma keriiletén valahol kincset dstak el. Tudjuk, hogy a para-
Jelogramma gyi odal 10, s 20k hoseat é az i beokt s20g 60 Hollehet  ines,
ha a lelohelyébol a paralelogramma valamelyik hosszabbik oldala derékszog alat
Egy 24 cm oldald szablyos hiromszosg oldalaira kifelé négyzeteket rajzolunk. A négyzeteknek
a hfromszog cstiesaitdl kiilonbisz pontjai egy hatszoget hatdroznak meg.

a) Tgazoljuk, hogy a hatszog koré irhatd kor.

b) Mekkora a hatszig koré irhatd korének a sugara?

) Mekkordk a hatszog oldalai?

A 18 cm oldali ABC szabilyos hiromszog kizéppontia legyen O. Rajzoljuk be az OA, illetve
az OB szakaszok felezomerdlegesét.

a) Mekkora részekre osztjdk ezek az egyenesek a haromszog oldal
b) Mekkora teriiletd részekre osztjik ezek az egyenesek a szablyos hiromszoget?

A délnyunal Oclc halads haj6rdl két, egymisi6l SO km-re levé viligitstorony kil az egyik déi.
s 6t 6ra miilva az egyik keleti, a masik északnyugati
irdnyban Imvlk Mekkora a haj6 tlagsebessége, ha egyenes vonalban halad?

Az dbrin egy gétikus ablak lithato. Ugy keészitették e, hogy

iyra két érintkez0 és egyenld sugari félkort rajzol-
ak, valamintaz A és B pontok koré AB sugard kiriveket, Szi-
mitsuk ki, mekkora a keét félkirt és a koriveket érintd kor sugara,
ha AB hossza 80 cm.

Nagy Geométer haromszog alaki telkének egyik szoge 45°.
A telekre hiromszog alapd hizat épit uny hovy 2 hiznak mind
a hirom sarka a telek hatdrdra esik, és a hz alkotta hiromszog 4 ]
kiils6 szigfelezdi a telek hatdrolo egyenﬂel
) Mekkors a2 épilletnec 4505 saggel suemben v oldla, b 2 pilet misik két otk
hossza 12 m és 16 m?
b) Legfeljebb mckkom lehet annak a négyszog alaki szobdnak az alapteriilete, amelynek minden
fala a hiz 12 vagy16 méteres oldaldval pirhuzamos, és minden oldala egyenl hosszi?

Az dbrin vastagon km\lmll ot szakasz mind-

cayike egyenls hos

a) Mekkora a B szog, hﬂ =97 &

b) Tang Vu Sziangh a Stirkinyiinnep napjira
sirkinydnak farkit 9 cgyenld hosszsig szakasszal szeretné disziten a fenti médon.
Legfeljebb hiny fokos szdgbe rajzolhat be 9 cgyenl hosszsii szakasz(?

¢) Ha az¢l§76 részben szerepld, vastagon kihizott torott vonal n egyenl hosszisdgi szakaszbol
dll, akkor legfeljebb mekkora lehet az o sz5g?

Az ABC hiromsat A cstesbal Kindul magasség alppon £, 3 5 st induld magesdy
talppontja . az AB oldal felezGpontja F. Szimitsuk ki az EFG hiromszig szigeit haa hirom-
sziog A csiic: ind v stidge 42° a B csiicsindl leve s
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9.5. EGYENLETEK, EGYENLOTLENSEGEK,
EGYENLETRENDSZEREK
Az egyenlet, azonossag fogalma

WA A kivetkez6 kijelentd mondatok kivzil melyek tekinthetdk dllitisnak? Az dllitisok koziil melyik
igaz, melyik hamis?

a) Az elefint nagy dllat. b) A bolygék a Nap koriil keringenek.
©) Atorténelem érdekes tantirgy. d) Petdfi Sindor hires koltd volt.
¢) A primszdmok piratlanok. f) A fekete macska szerencsétlenséget jelent.

&) Minden mésodfok fiiggvénynek két zérushelye van.

T3 Adjunk meg olyan halmazt, melynek elemeit a mondatok hidnyz6 részcbe helyettesitve igaz
dllitdsokat Kapunk

) A... konvex négyszog. b) Alegnagyobb kétjegyd primszdm a .
¢) A-....a Nap koriil kering. d) Azalma ... gyimolcs.
) A... alegjobb auté £) A... fiiggvénynek mindig van szélsGértéke

) A....ésa ... a két legnagyobb magyarorszigi foly

rjunk fel olyan hidnyos dllitdsokat, melyekbe az aldbbi halmazok bérmely elemét behelyettesftve
z dllitisokat kapu

&

a) (1,23 b) (primszimok):  ¢) {veRl¥<10) @) [27):
) ]-3:5[ N80 & N.

frjunk fel olyan egyenleteket, amelyek megoldisdval vélaszt kaphatunk a kovetkezd kérdésekre.
a) Melyik az a szdm, amelyik 6-tal kisebb a haromszorosdndl?
b) Melyik az a szdm, amelyik 8-cal nagyobb a kétszeresénél?
) Melyik az a szdm, amelyik hiromszorosa 4-gyel kisebb a 2:
d) Melyik az a szim, amelyet kétszer kivonva a hiromszorosdbol az eredeti szimot kapjuk?
e) Melyik az a szam, amelyiknek az 6tszorose 8-cal nagyobb, mint a hdromszorosandl 10-zel

nagyobb szdm?

g

Az egyenlet megoldasanak grafikus modszere

) Oldjuk meg grafikusan a kovetkezs egyenletcket:

a) lxl-2=x; b) 3x+ =lxl;
d) Ixl=1-lx-2l; €) 2:lx-2l=2x-4;
8 lx—1l+lx+31=6; h) x2-1=2x-2;

D Oldjuk meg grafikusan a kovetkezs egyenleteket:
@) =22 -1=lx-1l; b)2-lx+1l=
) xedl o [lv+3l-

—(x+27%
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Oldjuk meg grafikusan a kbvetkezd egyenleteket. ([x] az x egész részét, (x) az x tortrészét jelenti.)

@) [\]-2=2x-3; o (x)=07; 4 m::-%.
Hany megolddsa van a kovetkez6 egyenletnek a vals szamok halmazdn?
W=2010

Az egyenlet értelmezési tartomanyanak
és értékkészletének vizsgalata

I8 Oldjuk meg a valds szd

imok halmazan a kovetkez egyenleteket:

a)Jx-4=\A-x b) B =Vk-3 o) VI —1=1-4x;
d) Bx-5=\5-8x o) x+d=Vx-5 £) Bx=7=\35-155;
5

o JE=Z2=3"Tx: P = ) 7”;‘“: A10.
5 - =

@D A p paraméter milyen értckei esetén lesz a kovetkezs egyenletek értelmezési tartomdnya iires
2

halmaz’
o) Bx=5=\Z-x b VIH3=\p-x

) VIx=3=Fx+p &) JTx+5 4+ Jip-x =12
e)Nx=5x-p; NV =5+fBp-x=5.

@B Oldjuk meg a valds szimok halmazfn a kovetkezs egyenleteket:
a) (= 12+ (x+2)? b) (x=2P+|x+y-31=0;

o) JAIr—y+(x+6) d) 13x=51+12x-y+ 11=0;
e)\7y¢i\+\'§r—2»+ll_0 )V =6 +lx+y+5l=

Oldjuk meg a valds szimok halmazin a kovetkezs egyenleteket:
@) 2420 - y+1l+ 3 ) JEr =2y +VBx =T+ By-2:+10=0;

—dxz-2y-dyz+1=0.

€) 2624 2x 47+ 2y + 1 =0; d) X%+ 5y + 57

Egyenlet megoldésa szorzatta alakitassal

() Oldjuk meg a valos

imok halmazdn a kbvetkezs egyenleteket:

a) Qx+3)-(x+4)-(x= 1) (x+3)=0; b) (x=12)-(x=11)-(Bx = 6)-(x +8)=0;
PR U U IR @) G Qx=3) B +3) @y +8)
10— 4x (x+2)-(10x~15)

O (D Qr+ D+ D-Gx=6)=0;  f) (r=4)-Gr-D-(x-4):(3-29=0;
8 Qe+ 1) Gx=1)=Qx+ D= 1) 1) (5x=3)-(4x=2) + Qx+8) (5x
i) (8x+5)-(Tx=3) = (Bx+5)- Bx+7)
J) @=22)-Gr+ 1)+ Q-4 (r=2) = (4-22)-2x-3) = 0.

0;
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D Ot egymist kivets egész szdm szorzata 0. Mennyi a szdmok dsszege?
D Oldjuk meg a valds szdmok halmazén a kivetkezs egyenleteket:
@) Gx=1)-Qx+4)-Gx=D-(x+ D= G- 1)-2x-3);
b) (x+ 1) 2x=3)x-(Gx+2)x-(x+ D=+ Dox
) (x=1):Bx+7)+ Qx=2)-(x +3) = (6x~6)- (v + 1),
@D Hatirozzuk meg azokat a (églalapokat, melyeknél az oldalak mérGszdma egész szim, és a teriilet
mérGszima a keriilet mérGszimdnak
a) kétszerese; b) hromszorosa.

@ Srorzati alakitdssal oldjuk meg az egész szimok halmazén a kovetkez egyenleteket:
a) dxy + 636y = 10; b) 6xy+ 15y -dy=21.

Egyenletek megoldasa lebontogatassal,
mérlegelvvel

W8 Oldjuk meg a valds szimok halmazin a kovetkezo egyenleteket:
@) 3-Qx-7)-4-(5-20=3x+3
b)2-(4x-3)-3-Gr-1) -4+ 1)=5;
©) 5-(x+1)=2-Gr-4)=2-(c+3) - Bx=7);

d) (142 Gr+4) = 2t D-(r=3) =x-(v-4) +23;
¢ (2-30) (2 +5) - (4-2) (X + 1) - (-x)-(+2)=0;
f)4:[2-Gx-4)-3]-4=0; 2 2-(5-[3-(x=1)-4] -2

h)3-{3:[x-4-(x+ D] -2}

2 7
i) Z-Gx-D)-=-(2x-3)=5;
0 3:6x==3:( )

])%-(‘+7)7-|{(2,\74):l: kl%'(?x+47*%-(7x+l):

(B Egy gimi
napon, & maradék harmadée a mésodk napon,
pénzzel indult el a kirdinduldsra?

dsra kapott pénzének a harmadit elkoltétie az els6
2y a harmadik napra 4000 Ft-ja maradt. Mennyi

WD Egy szeptember akci6 sordn esokkentették a fiizetek drdt, fgy 8 fiizet drdért most 13-at tudok venni.
Hiiny %-kal lettek olcscbbak a fiizetek?
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@B Oldjuk meg a valds s

imok halmazdn a kbvetkezs egyenleteket:
2

p2oh BH8 ol o4

25 10 20 2u+4 142

Oldjuk meg a valds szémok halmazdn a kovetkezd egyenleteket:

1207]

@D

[1400]

ED

Egyenlétlenségek

Oldjuk meg grafikusan a kovetkez6 egyenldtlenségeket:

a) 3x-2<-x+2; b}%)«rlzh»k ) 3-lxl<x+4;
d)\xfllfzz'; ) R-152x42; floa-32dx-1
Oldjuk meg a vals szdmok halmazdn a kovetkezs egyenldtlenségeket:

a) 4x+325-2x; b)}r«S(%‘;

€) 3 (x-4)-2:3-40)>4 d) 2:(1=3x) =4+ (x+ 1) 2 10+ (-

€) 2-{x-3-[4x-2-(x= D]} >-2-Bx + 1); f)%-(l‘»l)fgv(m +D)<1;

2

e

Oldjuk meg a valds szimok halmazin a kovetkez6 egyenlGlenségeket:

a) (x+3)-2x-1)20; b) (x=1)-(x+2)<0;

©) Bx47)-(x-5)<0; d) Qx-4)-(5-0)<0;

€) (x+13)-(Sx+1)>0; ) (x+2)-(x+3)-(x+4)>0;

8) Gx=7)-@d-20) (5 +0)<0; ) Gx+4)- (2 +5)-(4x-3) (3x = 5) 2 0.
Oldjuk meg a valds szimok halmazan a kovetkezd egyenlGtlenségeket:

x+3

>0: b 30
@ i
WA= s OR
Sx-17 x-
Oldjuk meg a val6s szdmok halmazn a kivetkezs cgyenldtlenségeket:




9. EvFoLYAM

(BB Legyen 4 az

G=3) ‘; +Dyo valés inak halmaza, B pedig
F=

az (v +2)- (x-2)- (4 - x) SO megoldishalmaza.

) Adjuk meg az AU B é A A B halmazokat.

b) Legyen P a primszimok halmaza. Igaz-c. hogy Pc A?

¢) Legyen § a szmjegyck halmaza. Adjuk meg az S\B halmazt.

Legyen x>0, y>0 és x+)

1. Igazoljuk, hogy

[3ege

342 oyeniGtlenség megolddshalmaza legyen H.

a) Van-e a H halmaznak legnagyobb, illetve legkisebb eleme?

b) Hiny olyan természetes szém van, amely eleme H-nak?

¢) Adjuk meg H-nak két olyan A és B részhalmazt, amelyekre igaz, hogy
ANnB

é AUB=H.

Abszolit értéket tartalmazo egyenletek,
egyenldtlenségek

(1 Oldjuk meg a valds szimok halmazn a kivetkezG egyenleteket és egyenltlenségeket:
a)lxl+4=8; b) lx+4l=8; o lxl+428;
d) |x+4]28; e) 2-Ixl+3=10; f)2:1x+3
g 2x+3l<10; h) 12x1+ 13> 10.

(B Oldjuk meg a valds szdmok halmazdn a kovetkezG egyenleteket:

b)lal-5=3x+7; o) 3lel-5=x+2
d)T-4-lxl=--x+1; e)lx-3|=2x+5; f)14x=31=3x-5;
8) 5-x=12x-7I; h)17-2x1=3x+4.
KEIH Mely valés szimokra teljesiilnek a kovetkezs egyenldtlenségek?
a) lxl-2>3x b) 2-Ixl+ 1<5x+2; ) 3-lxl-1>4x+3;
d)lx+3[$%-.\+5: €)3:lx-1122x+8; f)|5x—4l<3x+1
D Oldjuk meg a valds szimok halmazin a kovetkezs egyenleteket:
a)lx- 7|+\x+x| 1 b) 2-lx=1l-lx+4l=x-6;
o |lx+21-3 d)|lx-4l-
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EED Mely valés szimokra teljesiilnek a kivetkezs egyenldtlenségek?
a) lxl+1x+5127; b)lx-3l-lx+2]<5;
o) |2x-3l+lx+6129; d) l4x-5+|5x-dl<2

Mely vals szdmok esetén igazak a kovetkezs egyeniGilenségek?
3lxtdl-lx-2l2-x+1; b) 2:lx=11+3:lx+2]-lx-4]<18.

Paraméteres egyenletek

50 Oldjuk meg a val6s szimok halmazdin a kovetkez egyenleteket, ahol . b, ¢ és d valds paraméer.
a) ax=3a; b)br+ o) cx+
d)ax-Sa+3+dx=2a-1; ¢ dx-l=d-x: f)@=3)x=a?-9
&) b= x=b2-db+d; B e 16; )@ +d)yx=d+2d+ 1.

EB Oldjuk meg a valés szimok halmazén a kovetkez egyenleteket, ahol a valés paraméter.

@) a-(v+6-a)=3-(v+3);
b) 2a-(x-2a)=4-(x-4);
) (@=3)-(r=4)-2x+1)-2-a)

at=x=3-(a-2);
PRI
3 2

@B Egyméstél 200 méter tivolsighol elmdul egymdssal szemben két fut6 v, ™
sebességgel. Mennyi id6 miilva talélke L

(D Két kerékpiros azonos irdnyban halad az orszigiton, cgyikik cgyenletesen 38 ™, a msik

32X sebességeel. Ha a gyorsabb s méter elonyt ad a mésiknak, mennyi idg mlva éri tol?

(BB Oldjuk meg a valés szamok halmazin a kivetkezG egyenleteket, ahol @ €s b valds paraméter.
a) a®-(x=1)-2ab=b*(x+1);
b) (a-b)-(2x-4a) - (9b +x)-(b+a)=a-(-x-17b);

) da+Tax=a+28;
2 e
P o 5_at atda.
3a-x b-
PRSI T)

x-2

Az a paraméter milyen értékei esetén kisebb —5-nél a kivetkezo egyenlet megoldisa?
2-(@+1)-x
a

NS
2

Oldjuk meg a valds szamok halmazin a kivetkezs egyenltlenséget, ahol m valds paraméter:
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Egyenletekkel megoldhato feladatok

(D Egy hiromszisg egyik szoge a mésikndl 20°kal kisebb, a harmadik hromszorosdndl pedig 10°kal
nagyobb. Mekkordk a hiromszog szogei?

() Egy kétjegy( szim elsG jegye
sével kapott kétjegyi szim ki

() Egy kétjegy( szdmban a mésodik jegy 3-mal kisebb, mint az elsG. Ha a szimhoz hozzdadjuk
a vnmjegye\l 59-et kapunk. Melyik ez a kétjegyt szdm?

A Egy 100 és 200 koziti egész s 26ps6 jegye I-gyel nagyobb, mint az utolsé jegy. Ha a szimhoz
hozzdadjuk az elsG ¢ utols6 szimjegyének felcserélésével kapott szmot, az Gsszeg 726 lesz.
Melyik az eredeti szdm?

(8 Egy pir cipd drdt 12%-Kal felemelick, majd egy akei6 sordn 40%-kal csokkentetck
12096 Fi-ba keriil. Mennyi volt a cip eredeti dra?

G Egy tiska drit 20%-kal csokkentetiék, majd 18%-kal felemeliék, gy az dr 3776 F lett. Mennyi
Vot a tdska eredeti fra‘

[ 1525 K] Mcnnyu ontsiink

s sosavoldatot kapjunk?

b) Mcnnyl 40%-0s sGsavat onisiink 4 kg 80%-0s sosavhoz, ha 70%-os oldatot szeretnénk kapni
) Mennyi tiszta vizet dntsiink 4 kg 80%-0s s6savhoz, ha 60%-os oldatot szeretnénk elGdllitani?
d) Hiny %-os oldatot kapunk. ha 4 kg 40%-0s és 5 kg 80%-0s sGsavat Ssszekeverink?
2 a) Men6 Mand 7 Grakor indult tirdzni a Biikkben Cserépfalubl. Loti-futi § rakor indult ugyan-
‘ggel. és fél 10-Kor utolérte Mend Man6t. Mekkora tévolsdgra

iszerese a misodik jegynek. A szim és a szimjegyek felcserélé-
bsége 36. Mennyi az eredeti szdm?

gy most

e a rendelkezésre dll6 40%-0s és 80%-os sosavoldatbdl, hogy 4 kg

azon az tvonalon 10 5™ sebes

voltak ekkor Cserépfalutdl? Mekkora sebességgel gyalogolt Mend ManG?

b) MenG Man6 és Loti-futi ismét a Biikk hegységben tirdzott. Léti-futi CserépfalubGl, Men6 Man6

pedig Bélapitfalvérdl indult ugyanazon a turistatiton reggel 7 Grakor. Mekkora sebességgel

‘gyalogolt Loti-futi, ha fél 10-Kor taldlkoztak, a turistadt hossza a két hely kizou 35 km,
km

G

s Mend Man6 6 ™ sebességgel haladt?

) Men§ Mand regel 7 drakor indult drdzni Cserépfalubol Lillafiredre 6 " sebességgel.
Lti-fti 2 rfval kesbb indulttirsa utin, de Grinkeént 2 kel t6bb uat tett . fy caysverre
érkeztek Lillafiredre. Hny drakor értek Lillafiiredre, és mennyi a Cserépfalu-Lillafiired-

tdvolsdg a turistatiton?

KD A futdpilydn 400 méter egy . kor”. Ket futé kirzil az egyik
34 % a misik 3 % sebességgel fut. A pélya azonos pontjdr6l
cgyszerre indulnak.

1d6 miilva taldlkoznak, ha ellentétes i

inyban indul-

i 1d6 milva . korozi” le a gyorsabb futd a tirsdt, ha
azonos irdnyban indulnak el?
() Az iskolai csicsot 2000 méteres futdsban Hosszilfh
J6 futd. 6 8 pere alat teljesit ugyanezt a tivot. Mekkora :lunyl adjon Hosszildb Fiirgeldbnak
22000 mé e acélba, ha feltételezziik, hog: futnak?
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{0 Egy anya 29 éves volt, amikor a fia sziiletett. 11 év milva az életkora 1 évvel lesz kevesebb, mint
a fia akkori életkordnak kétszerese. Hany évesek most?
EEED) Andi és Bandi reklimanyagok kézbesftését végzi. Andi egyedil 8 6ra, Bandi 12 6ra alatt tudnd
elvégezni a munkdt.
) Ha délutdn 15 Grakor egyiitt kezdik a munkdt, mikor fejezik be?
b) Mikor végeznek, ha Andi 15 Grakor kezd. de Bandi csak 17 érakor csatlakozik hoz
) Mikor lesz készen Bandi a munkdval, ha 15 Grakor egyiitt kezdenek, de Andi csak hdrom 6rat
td dolgozni?
EEE) Apa 12 Grés munkival viigja fel a tGzifdt, ez a munka a fidnak 16 ordt ve:
@) Mennyi id6 alatt végeznek a favigdssal, ha egyiitt dolgoznak?
#) Mennyi idS alat végeznek u munkival, ha cgyit kezdik, de 2 6ra munka utdn az apa lmegy,
majd egy ora elteliével visszatér a favigdshoz?
) Mennyi id§ alatt fejez6dik be a munka, ha egyiitt kezdik, de a fid keze 4 6ra milva megfdjdul,
& nem tudja folytatni a munkdt?

igénybe.

@B Ha kilenc kilyhdban ot és fél nap alatt tizenkét kobméter biikkfa ég el, mennyi nap alatt ég el
tizenkét kdlyhdban kilenc kobméter bilkkfa? (Karinthy Frigyes: Tanitom a kisfiamat)

D Egy sakkversenyen minden versenyzo egyszer jitszik mindenkivel. A AL il
az egyik versenyz0 betegség miatt kénytelen feladni a versenyt, igy n 15-tel kevesebb
‘mérkdzésre keril sor, mint tervezték. Hany versenyzd nevezett :mdenleg a vel\enyre"

@D Egy villalat két iizeme 3
a villalat termelése, ha az elsd iizem 21%-kal, a masodik pedig 20%

ardnyban részesedik a termelésbdl. Hiny szdzalékkal noveks
~kal novell a teljesitményét?

iileinl, 7 fi

i és 5 liny pedig bejd
) Ha az oszdly ldny tanuldinak negyede bejdrd, akkor hny ldny van az oszdlyban?
b) Hany fid van az osztdlyban?

(D Szegeden a belvirosi hidat a két pillér hirom
részre osztja: a két pillér kozotti rész a hid
harmadindl 20 méterrel kevesebb, a jobb oldali
pillértdl a partig terjeds rész pedig a hid
negyedénél 5 méterrel rovidebb. A leghosszabb
abal oldali pillértdl a bal parti tartG rész, amely
a hid felénél csak 30 méterrel kevesebb.

) Milyen hossz a hid?

b) Mennyi id6 alat ér dt a hidon gy 18 m hosszd kamion, ha 30 ™ sebességgel halad?

MIED Fiy svemivegeket fonpaonag ofg celdinjs sostin: » visel anoyl sziraléal cosklenther

a megvis It szemiivegkeret dr

a) Hiny szizalékkal csokkentheti a kuz szemiiveg drit egy 17 éves visirld, ha a kivilasztott
lencse 60000 Ft-ba, a keret pedig 25 000 Fi-ba keril?

b) Hiny évesnek kell lennie annak a vésdrlonak, aki a teljes szemilveg drdt 17%-kal szeretné
csokkenteni egy ugyanolyan szemilveg visirldsa esetén, mint az el6z5'

) Milyen értéki keret vasdrldsa esetén érhetné el egy 17 éves visdrl6, hogy szemilvegének dra
ateljes dr 10%-ival csokkenjen, ha 60000 Ft-os lencsére van sziiksége?

o7
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ED Anita és Timea bardtnok, egymdstol 6 km-re laknak. Ha meg akarjik egymdst ldtogatni, az it

yalog mindkettejiiknek | Grat vesz igénybe, ha kerékparral mennek, akkor 20 perc alatt émek

a misik lakdsdhoz.

a) Egy alkalommal mindketten 6 orakor indultak el eaymdshoz ugyanazon az itvonalon, Anita
gyalog, Timea pedig kerékpdrral. Hiny rakor taldlkoztak?

b) Egy mésik alkalommal Timea 7 érakor gyalog indult Anitéhoz, aki 7 6ra. 10 perckor ker¢kpérral
indult a bardtndie elé. Mikor tallkoztak?

¢) Egy napon 8 érakor mindketten elindultak egymiishoz, Anita gyalog, Timea pedig kerékpdral.
Timea valamit otthon felejtett, ezért az elindulds utdn 5 perccel visszafordult és hazament.
Ot ot 5 percet, majd djra elindult Anitdhoz. Ezen a napon hany drakor taldlkoztak?

(D Egy strand medencéjét két csapon dt Ichet feltolteni. Az els6
csap egyediil 3 6ra alatt, a misodik 6 6ra alatt (i fel az iires
medencét. A lefoly6n a tele medence 4 6ra alatt iiriil ki
a) Astrand 8 Grakor nyit. Hiny rakor kell megnyitni a csapo-

Kat, ha mindkettGt iizembe helyezik, hogy nyitdsra megteljen
a medence?
b) E;,y alkalommal az elsd csap meghibdsodot, ezért esak a mé-
ik megnyitdsa utdn 2 6raval tudtik iizembe helyezni, ettsl K
Kesdve hibitlanl mkGdot. A mésodik csap megiy i i mennyi idovel et g a medence?
¢) Egy napon mindkét csapot beinditottdk, de 30 perc milva észrevetiék, hogy alefolys is nyitva
maradt, ekkor zdrtik el. A csapok megnyitdsa utdn mennyi idGvel telt meg iy a medence?

@D Melyik az az abed négyjegyf szdm, amelyre abed + abe + ab + a = 20107

G Egy apa 6000000 Fi-os nyereményét tigy szeretné a bankban elhelyezni, hogy a 11 és 13 éves fiai
18 éves korukban egyforma dsszeghez jussanak. Mennyi pénzt helyezzen el egy-egy fit nevére,
ha a kamat minden évben 12%?

Szilvia és Tiinde amatdr zenészek, mindketien gitdroznak és énckelnek. Egy fellépésen az elGadott

dalok negyedét Szilvia énekelte és Tinde kisérte gitdron, a dalok tizedrészét Tiinde énckelte

és Szilvia gitdrozott, a dalok hiromitod részét egyiitt énckeliék és mindketten gitdroztak, a z4r6.

szdmot gitdrkiséret nélkil énckelték.

a) Hiny dalt adtak el ezen a fellépésen?

b) Az elGadott dalok hiny szizalékdban énekelt Szilvia?

) Afellépésért 2000 Ft honoririumat kaptak, amit egymis o3t olyan arnyban os7otak e,
hogy ki hiny dal elGaddsdban gitdrozott. Melyikiknek mennyi pénz jut

Hiny éves ebben az évben az az ember, aki a miilt szdzadban sziiletett, és 2010-ben annyi idGs, mint
sziiletési évében a szdmjegyek osszege?

Egy Kerékpiros Kirindulo trsasi Tihanybal Keszihelyre, majd
tton vissza tirdzott a Bal Hegynek
ejn lefelé 30 ki1, vizszintes alajon zn k t

felfelé 15 ki
haladiak 6

Milyen hosszs it itk b csén a napon’
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B Egy konyv 365 érdekes tirténetet tartalmaz, az év mden .mm.m cayet. Gergd évelején clkezdie
olvasni a konyvet, minden tet, d néha, hogy egy nap
4, miiskor 5 tGriénetet s clolvasott. Még 41 nap volt fries bl amikor kiolvsts & konyvet.
Hany nap fordult elG, hogy 4. illetve 5 tirténetet olvasott el?

99 touna oot 512 7 ¢ ehebldf hesmuialseceta o clolant Hinyzoe ol
az egyes autok, ha minden menetben telerakjuk Gket!

ak

Egyenletrendszerek

Oldjuk meg grafikusan a kivetkezs egyenletrendszereket:
@) 2u-y=5| PES
x+y=4f 24

d) 3x+2y=8
7

a) x+3y
3x-2y
e

b) ~3x+2y
dx+y

6x-2y

4x+45, 1) 26410

X+ 5y 3

8 4x-3y=-2|
: ~Sv+6y=4 [’

Rozs 10000 Ft-bGl szeretne virdgpalintdkat visérolni az erkélylddikba. Ha 12 muskitli é 25 petdinia
paldntit vesz, 160 Ft-ja marad; ha 21 musktli és 14 petdnia paldntdt vesz, még 80 Fu-tal ki kell
egésziteni a pénzét. Mennyibe keriil egy muskitli, illetve egy petinia paldnta?

Z410y=15
3

@ Kiroly motoresnakkal Kirkndult Soegedrol 72 kente 1648 Crangrédra. Saombaton eggel
8 deak elindet felfld Tz, dében megpibent Mindlyon. Onoan egy dex mila Indue
tovibb, igy délutin 6 drira ért Caomgridra, M. 1 ugyanakkor indult, mint az 1526 nap,
& lefeld 8 folydn megills nélkil haladva délatin 2 Grakor érkeseu Szcgedre. Mekkora 4 foy
schessége, és mekkora sebességre képes Kiroly motoresonakja dllévizben, ha menet kozben
Veégig a lehetd legnagyobb sebességgel haladt?

[i5:2] By bt kit 6ol A seadelasksce Ha'i bl em-L & a misodikbl

-m?-t dsszekeveriink, 50%-os oldatot kapunk. Ha az els6bdl 12 cm?-t és a masodikbol 4 cm?-t
kcvcmnk ssze, akkor 30%-0s lesz az oldat. Hany szizalékosak az eredeti oldatok?

B Egy kétjegy( szdm elss jegye nagyobb a mdsodikndl. Ha a szdmjegyei dssze-
gével, hinyadosul hetet, maradékul hatot kapunk. Ha a szimjegyek killonbségével osztjuk el
aszimot, a hinyados tizenhat lesz, a maradék pedig hirom. Melyik ez a kétjegyd szim?

G A baromfiudvarban tytkok, nyulak és kacsk élnek. Az dllatoknak osszesen 38 feje s 92 dba van.
Melyik fajtdbol mennyi van, ha tudjuk, hogy a kacsdk és nyulak szdménak ardnya 3:2?
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Egy munka elvégzésére hirom gépet haszndinak. A munkit az els és misodik gép egyitt 7.2 nap
alatt, az elsG és harmadik gép egyiitt 9 nap alatt, a masodik és harmadik 2¢p egyitt 12 nap alatt
Vézomé ). Hiny nap alat végenék cl a muncii  sépok kilon.kilon?

@ Egy hiromjegyd szim szimjegyeinek az dsszege 20. Ha a szimb6l 16-ot levonunk, az iy nyert
kiilnbség fele olyan hdromjegy( szdm, amelynek szimjegyei forditott sorrendben megegyeznek
az eredeti szdm szimjegyeivel. Melyik ez a szdm?

Adott a kévetkezs egyenletrendszer, ahol b val6s paraméier:

a) Milyen b paraméter érték esetén nincs megolddsa az egyenletrendszernek?
b) Hatdrozzuk meg a vals b paraméter értékét gy, hogy a fenti egyenletrendszer mindkét
megoldisa pozitiv valds szim legyen.
Milyen egész értékeket vehet fel az m paraméter, ha tudjuk, hogy az
x+3y=12
2lx+62y=
imok nemnegativak?

cgyenletrendszer megoldisaként adéds valos

(D Hatirozzuk meg az aldbbi egyenlet pozitiv egész megoldsait:

-

Vegyes feladatok

KB Oldjuk meg a valds szimok halmazn a kovetkezo egyenleteket:
@) 7-(Gr-1)-4-(4r+5)-6:(x~13)=5-Gr=7) - 2-(x~ 1);

4x-3 3x-7 - 4468 6
b) = o ——=

510 6 2o+l dx+2 6e+3
PRESUE I Tx 0

x+4 x-4 X-16

KEE) Mely valds szimokra teljesillnek a kovetkezs egyenldségek?

a) 4-lxl-2x-13=0; b)3:lx-4l+5=2x
lx+3l+5x=17.
R Mely valés szimokra teljesiilnek a kivetkez6 egyenlétlenségek?
a) Bx-9)-@x+ N <0; b) 3-(x=7)-2-(5x-3)~4- (8 + 1) 2-Tx;
€) 2x+7)-Gx—1)-(x+3)20; a32=Ls,
2x-3)-@r +5) 152
PLRORCIDPIN £)3-lx-sl-520.

(n =7)-(Gx+1)
() Oldjuk meg a valés szdmok halmazan a kovetkezG egyenleteket, ahol p val6s paraméter:
a) 4x+5p-3=px; b) 3pr+2=6p+x:
€) 25+px—p? +5x=0.
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R Ket kerékpiiros egyszerre indult el Agfalvirs] Bégfalvira. Az egyik scbessége 18 ™., a misike
24K A gyorsabb 2 Grdval lbb ért Bégalvira.
a) H{my Gra alatt tette meg a két kerékpdros az utat?
b) Milyen messze van egyméstol Agfalva és Bégfalva?

(B A tengerviz sétartalma 5%. A levesek startalma dltaldban 2%.
HaldszIét akarunk fozni, gy, hogy a tiszta vizhez tengervizet

ontiink. Mennyi tengervizre van sziikség 3 liter tiszta viz
sGzisiho”™

(ED Egy milt szdzadban sziletett ember sziiletési évében az utols
jegy I-gyel nagyobb, mint az elditte 4116 szimjegy. Ha az utolsé
szimjegyet elhagyjuk, 1761-gyel kisebb szimot kapunk. Hiny
éves ez az ember 2010-ben?

() Hirom testvér életkordnak Gsszege 35 év. Amikor a KozépsG saiiletet, a legiddsebb 3 éves volt,
cgy :vvcl ezelit a legidGsebb Kétszer amnyi id6: a legfiatalabb. Hiny évesek most
atestyér

{ET) Egy iskola didkjai két autobusszal mentek kirdndulni. A két autébuszon az utasok ardnya 5:4.
Ha az.els6 aut6buszbol 10-en dtszallnak a mésodikba, az utasok ardnya 5 : 7 lesz. Hanyan mentek
kirdndulni az iskolbo1?

D Juliska mendeak dlenc s v, Eancsonykor 39000 ot kil sl Alinyok
a fidk 4000 Ft-os ajdndékot kaptak. Hany liny és fid unokdja van Juliska mamdnak?

KT Egy dobozban 200 golyd van, piros és kék vegyesen. Ha hozzdtesriink 27 kéket és 53 pirosat, akkor
ugyanannyi piros golyo lesz. mint kek. Eredetileg hiny piros és hiny kék goly6 volt a dobozban?

7
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9.6. EGYBEVAGOSAGI TRANSZFORMACIOK

Tengelyes tiikrozés

() Vegyiink fel egy @ hi Tikrozzik a

a) egyik oldaldnak egyenesére: b) egyik belsG szogfelezGiének egyenesére:

¢) egyik kiilsG szogfelezdiénck egyenesére;  d) egyik magassigvonaldinak egyenesére.
(R Vegyiink fel egy tompaszogi hiromszoget. Tikrozziik a hiromsziget a

a) legrovidebb; b) leghosszabb

oldaldnak egyenesére. Milyen sikidomot alkot a Kiinduldsi, valamint a képhdromszog egyesitése?
iink deltoidot, ha a i ére illeszkeds dtléja 3 cm, egy-egy oldala pedig

3.5 cm, lletve 5.5 cm hosszsdgd.
02 Tikeozzik az A(3; 1), B(-2;5), valaminta C(~4;~2) pontok dltal meghatdrozott hir
a) x tengelyre; b) y tengelyre.
il‘Juk fel a Iukorkc'p csiicsainak koordindtdit.
A Tik A(x: y) pontot az x tengelyre, majd a tikirképet az y tengelyre. frjuk fel a masodik
i

mkmzcs i Kapot pon Kordinti. Fogalmazzuk meg, hogy milyen geometia ransaformi-
val uti
"na

FED Az aldbbi llitdsokrdl dontsiik l, hogy melyik igaz, melyik ha
a) Van olyan héromszog, amelynek pontosan két szimmetriatengelye van.
b) Van olyan héromszog, amelynek pontosan hdrom szimmetriatengelye van.
¢) Van olyan hdromszog, amelynek héromndl t5bb szimmetriatengelye van.
d) Van olyan sikidom, amelynek végtelen sok szimmetriatengelye van.
) Minden rombusznak két szimmetriatengelye van,
£) Van olyan konkiv négyszig, amely tengelyesen szimmetrikus.
&) Ha egy héromszdgnek van két egyenld oldala, akkor tengelyesen s
1) Ha egy héromszognek van két egyenlG szoge, akkor tengelyesen szimmetrikus.
i) Ha egy négyszognek van két egyenl oldala, akkor tengelyesen szimmetrikus.
J) Ha egy négyszognek van két egyenld szoge, akkor tengelyesen szimmetrikus.
&) A rombusz tengelyesen szimmetrikus.
1) Haegy tengelyesen
m) A deltoid szimmetriatengelyére mindig a hosszabb 46 illeszkedik.
) Ha egy sokszog tengelyesen szimmetrikus, akkor szablyos.
0) Ha egy sokszog szabdlyos, akkor tengelyesen szimmetrikus.
P) Van olyan tengelyesen szimmetrikus négyszog, amelynek szimmetriatengelye a négyszognek
pontosan egy csiicsfn megy dt
4) Aszabilyos sokszig sokszog legaldbb egy csi
1) Mindensuablyos soksatgnek vanolya i, amelyock egyenese stimmetciaengeye ok
zisgnek.

metrikus,

mmetriatengelye tartalmazza a
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Adottak az e, f. g egyenesek. Adjunk szerkesziési eljdrdst olyan 5
szabiilyos hdromszog szerkesziésére, amelynek az ¢ egyenes ' e
szimmetriatengelye, alapjnak egy-cgy végpontja pedig az f,
illetve g cgyenesre illeszkedik. Vizsgdljuk meg a szerkeszthe-
tGség feltételeit, valamint a megoldasok szamt.

(D Adott az e egyenes, valamint a k; és a k, kor. Adjunk szer- 0
kesziési eljdrdst olyan egyenld szrd hiromszog szerkesztésére, 5
amelynek az e egyenes szimmetriatengelye, alapjdnak egy-cgy O
végpontja pedig a k. illetve a &, korvonalra lleszkedik. Vizsgdljuk

meg a szerkeszthetGség feltételeit, valamint a megolddsok szimit.
ks

{0 Adjunk szerkesztési eljirdst deltoid ésére, haadott a ére illeszkeds két
esiicsa, toviibbd két korvonal, amelyek mindegyike tartalmazza a deltoid egy-egy tovibbi csicsit.
Vizsgdljuk meg a szerkeszthetGség feliételeit, valamint a mcgold;’nuk szamit

[1580] AdJunk szerkesziési elj

gyik adott

u) az mion szog melletti egyik oldala; b) az adott sziggel szemkozti egyik oldala
(E Adjunk szerkesztési eljirdst rombusz szerkesztésére, ha adott az egyik atldjanak két végpontia,
valamint az egyik adott pontndl taldlhat6 szoge.
) Adot ket Ko, valamin eey eeyenes. Adjunk srerkesziéi et olyan szimmetrikus rapéz scer-
eng

Keszéscére, amelynek az adott egyenes szimmetriatengelye. valamint szirai hirt alkotnak egy-cgy
Korben. Vizsgdljuk meg a feladat it az adott alakzatok

B Bizonyitsuk be, hogy ha egy deréks:
egyik befogda feleakkora, mint az

g hiromszig egyik szoge 30°-os, akkor a hiromszig
fogdja.

D Egy egyenl§ szini haromszog alapon fekvs szigei 30°-osak. A szirak felezomerdlegesei az alapot

hirom részre osztjdk. Szamitsuk ki az egyes részek hosszit, ha a hiromszog alapja 18 cm.

B Az ABC hiromszogben a B estcsndl 30°-os szg, az A csiesnl tompaszog van. Jelolje az A,
B, C pontoknak a hiromszig C esticsdbol indulé magassigvonaldra vonatkoz6 tikirképét rendre
A, B'és C. Igazoljuk, hogy ha az ACB szog 90°os, akkor az ABC hiromszdg egyenl szir.

D Az ABCD téglalapot tikrozziik a BD dGjira,
az eredeti & a tiikorképként kapott téglalap kivz

Milyen tlajdonsigi négyszoget hatiroz meg
része?

Az ABC hiromszg K belss pontjinak AC egyenesre vonatkozé tiikirképe P. BC egyenesre
vonatkoz6 tiikirképe Q. Bizonyitsuk be, hogy AP = BQ akkor és csak akkor teljesiil, ha K illesz-
kedik az AB szakasz felezomerdlegesére.

ED Az ABCD téglalap alaki bilidrdasztalon két goly6 taldlhatd; S 5
P és 0. Adjunk szerkesztési eljirfst arra vonatkozéan, hogy
ilyen irdnyba kell ellskni a P golydt, ha azt akarjuk, hogy (mds B o
oldal érintése nélkiil) az AB oldalrl visszapattanva éppen d
claliljaa Q goly6t?
A s




[1569]
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Az A és B telepiilés cgy egyenes aut6pdlya ugyanazon oldaldn .

helyerkedik . Adjunk szerkesziési ejristara, hogy hov kell 7

épent  phlys menin & bevisidditaponot akarjuk, %
B telepiilésckbdl a

tendd utak hosszdnak Gsszege a lehetd legkisebb legyen? Fre

Az ABC hiromszog A csiicsihoz tartozd killsG szdgfelezdjén Kijeloliink egy A-16] kilonbozo
£ pontr Bizonyfsuk be, hogy 8 PAC hiromsat kerlet nagyobb, mint az ABC hiromaty
Kerilet

Adjunk szerkesztésielrist az ABC szabilyos hiromsziyg szerkesztésére, ha adottaz A csicshoz
tartoz6 belsd szdgfelezdjénck egyenese, tovibbi egy egyenes, amelyre illeszkedik a B csics,
valamint egy kor, amely dtmegy a C csiicson.

Az ABCD téglalap alak bilidrdasztalon két goly6 taldlhaté: =
P és 0. Adjunk szerkesziési eljdrdst arra, hogy milyen irdnyba

Kell ellokni a P golydt, ha azt akarjuk, hogy az elobb az

) AB, majd az AD oldalt érintve;

b) AB, majd a BC, CD, végill a DA oldalt érintve 2
eltaldljaa Q goly6t? A L

Az ABCD téglalap alakd bilidrdasztalon clhelyeziink egy golydt, majd gy Iokjiik meg, hogy az
€ldbb az AB, majd a BC oldallal itkizve halad tovabb. Bizonyitsuk be, hogy a goly6 az els6
{itkiszés el6tt, valamint a mésodik iitkiszés utdn parhuzamos egyeneseken mozog.

Az ABCD téglalap A csicsinak a BD dtl6 egyenesére vonatkozd tikorképét jelolie F.
a) Bizonyitsuk be, hogy BF merdleges DF-re.
) Igazolji.hogy b a églalp nem égyzet, kkora 6, F, C, D pontok vlamilyen sorendben
szimmetrikus trapézt alkotnak.

Az ABC szabilyos hiromszig AB oldaln tizziink ki egy P pontot. Mutassuk meg, hogy ennek
a P pontnak az AC és BC oldalakté] mért tdvolsdgainak dsszege a P pont helyzetétdl fiiggetleniil
dllands.
Egy szabilyos hiromszog oldala 6 cm. A hdromszoig belsejében kijeloliink egy P pontot. Mutassuk
meg, hogy a P pontnak a hiromszog oldalaitdl mért tivolsdgdsszege a P pont helyzetétdl figget-
leniil llandd. Szémitsuk ki az llando értéket
Egy hossati cgyenes vasii pilya mentén, a pélyitol 3 km tévol-

iera telepiilés. A legkiszelebbi vasitillomds a pilya
mentén légvonalban 5 km tavolsdgra van a telepiléstol. A falu sim
cgy EU-s pilydzaton annyi pénzt nyert, amelybdl pontosan 8 km

A itszakasz épithetd a vasiitdilomishoz. Hogyan kell meg-
Gpiteni az utat, ha annak két szakaszbol kell dllnia; egyik a falut!
avasiiti pydig tat, a misik a vasut mellett cgyenesen az dllomisig?

Homas

Egy hegyesszog belsejében adott ezy A pont. Adjunk szerkesziési eljdrdst a sz0g egy-egy szdrdn
talilhat olyan P és Q pontok szerkesziésére, amelyekre az AP + PQ osszeg minimdl

Adott egy hegyesszog és belsejében egy A pont. Adjunk szerkesziési eljérést olyan ABC hirom-
stidg szerkesziésére, amelynek B és C csticsa az adott szdg egy-egy szirra illeszkedik, keriilete
pedig a lehetd legkisebb.
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Az ABC hiromszogben a C csticsndl derékszog van. A hdromszig koré irt korének C-t nem tartal-
maz6 AB ivén vegyiink fel egy tetszdleges M pontot. Az M pont AC egyenesre vonatkoz tikor-
képét jelilje P, BC egyenesre vonatkoz6 tikirképét jelolje Q.

a) Bizonyitsuk be, hogy a P, C, Q pontok egy egyenesre illeszkednek.

b) Hogyan kell megvﬁmummnk az M pontot ahhoz, hogy a PQ szakasz hossza a legkisebb,
illetve legnagyobb legy

¢) Bizonyitsuk be, hogy ez i ponta C pontnak az AB egyenesre vonatkozd tikirképe, akkor
a PQ egyenes C-ben érinti az ABC hiromszig koré irt kort.

Géza bicsi az clegend§ nagy termdfoldjén egy 1 hektiros, hiromsziyg alakii folderiiletre szerene

iltetni. A birtoka 200 méter hosszan egy egyenes bekiiittal hatdros, amely a tervei

szerint a gylimblesist is hatdrolja majd. A vadkirok elkeriilése érdekében a leendS gyiimolesost

keritéssel szeretné elkerites

@) Hogyan kell megxilasaani  Fodierilet méretei,hia Géza bsia leherd lghevesebb keritst

szereiné felhaszndlni

b Lcu b hany méter keritést kell vi ha a bekotGit mellett i ki kell épiteni a kerftést?

szimitott értéket gyakorlati okokb6l 5%-kal noveljiik meg. majd a kapott eredményt egész
mclcm: kerekitve adjuk meg.

Az ABC hegyesszogi hiromszog AB oldaldn kijeloliink egy P pontot.
) Adjunk szeskesas st olyan miniilis ket POR hiromsag saekesaétoe,amelynck
0¢ dromszog egy-egy. a P-t nem tartalmaz6 olda
b) Hogy.m kell az AB oldal P pontjdt megvalasztani, ha azt aknquk hogy az u) feladatban
szerepl minimdlis kerilletd POR hiromszog kerilete a lehetd legkisebb legyen?
¢) Vizsgiljuk meg az a) feladat megoldhatGsgit, ha az ABC hiromszoyg derék-, illetve tompaszgt.

AniAGCD silsap i ot mhesel A7 =31 B0 98 oA tlScafindl il lonces
az AB oldalon kijelolt egy P pontot, és elhatdrozta, hogy elkerit egy olyan négyszog alakd részt,

amelynek csicsa a éslalap egy-cay okdlira Mlesskednck, cgyik codoss pe éppen P

a) Bizonyitsuk be, hogy akirhol jeloljik is ki a P pontot az AB oldalon, a legrovidebb keritéssel
elkerithetd elekrész korbekeritésche mindig ugyanolyan hosszisigt keriés sikscges.

b) Szémitsuk ki a minimdlis keriiletd telekrész elke: éhez sziikséges kerités ho

) Adjunk szerkesziési eljdrést a lehetd legrovidebb keritést igényld négyszog esdcsainak szerkesz-
tésére, ha egyik csiicsa az adott P pont.

Az ABC héromszisg Koré irt kor kzéppontjdt tikrzziik a hdromszog oldalegyeneseire, fgy kapjuk
a P, O, R pontokat.
a) Bizonyitsuk be, hogy az ABC, valaminta PQR hiromszogek egybevagok.
1) Adjunk szerkesziési eljdrdst az ABC hiromszisg szerkesztésére, haadotiak a P, 0, R pontok.

Kdzéppontos tiikrozés

(8 Tikrozziik az A(3: 1), B(-2:5). valaminta C(~4: ~2) pontok dltal meghatdrozott héromsziget az.
a; b) & (0; 4) koordintji pontra;

¢) az (1: 1) koordindtdjd pontra; ) a (2:-1) koordindtdjd pontra;

¢) a (-1;~2) koordintdj pontra; £) & (=157) koordindtdiji pontra.

rjuk fel a tikisrkeép estcsainak koordintdi
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(B Tikrozziink egy hiromsziiget egyik oldaldnak felezGpontjdra. Milyen alakzatot hatdroz meg a két
héromszig egyesitése? Vdlaszunkat indokoljuk.

{0 Tiikrozziink egy trapézt egyik szdrdnak felezGpontjdra. Milyen alakzatot hatdroz meg a két trapéz
egyesitése?

WD Vegyiink fel egy konvex négyszoget, majd tikrozzik egyik oldaldnak felez6pontjdra. Szdmitsuk ki
a két négyszog egyesitésébdl dlIG hatszog szigeit, ha a kiinduldsul vett négyszg szogei ismertek.
Bizonyitsuk be, hogy a sz6ban forgd hatszdg szemkiszt oldalai pérhuzamosak.

() Vegyiink fel két egyenld hosszisdgd parhuzamos szakaszt. s[crkewu..k olyan pontot, amelyre
vonatkoz6 kizéppontos tiikrizés az egyik szakaszt a mésikba viszi 4

0 Szerkessziink egy paralelogrammét. Egy tetszleges, de a cs krozziink

6l ki
a paralelogramma egyik csticspontjdra, majd a tikorképet Wikatrstk a someréos cadesr é T 2y
tovibb, osszesen négy tikrozést végezve. Mit tapasztalunk?

W) Andrés és Bamabis egy szabilyos hatszog alaki asztalon a kovetkezd jatckot jitssza: felviltva
helyeznek el az asztalon 1 eurds érméket tigy, hogy azok egymdst nem fedhetik, s a lerakott
érméknek teljes terjedelmiikkel az asztalon kell lenniiik. Az veszit, aki nem tud mér a szabélyoknak
megfelelGen émet lhelyezni a asalon. A kot Bamabis kezdi Nyerhete valamelik tekos,
ha ligyesen jitszik?

(3B Az e 6s f egyenesek pirhuzamosak, az O pont pedig egyenl tivolsdgra van a két egyenestl.
Az O ponton keresztiil hizolt egyenes az ¢ egyenest P-ben, az f egyenest Q-ban metszi. Bizo-
nyitsuk be, hogy OP = 0Q.

(58 Az dbrin egy négyzet két szemkozti esesit kistottik n:venldnh
. Ezzel a négyzetet négy-

akeletkez6 négyszogek? Milyen négyvﬁg:k Keletkeznek? (=)
{0 Bizonyitsuk be, hogy ha a paralelogramma Kiztpporijén i e

nest hiizunk, akkor azzal a paralelogrammit két olya

bontuk. amelyek Kozéppontos tikrbséesel caymisba vhetoh.

@B Adontegy konver sagtartomny, vamint belseben egy pont. Adjunk saekesais et
zaka ot

pont e

{30 Adott egy konvex szigtartomany, és azon kiviil egy rogzitett pont. Adjunk szerkesztési eljarést
az adott ponton dtmend olyan egyenes szerkesztésére, amelynek a kozelebbi szogszdrig terjedd
szakasza egyenl a szogtartoményba es6 szakaszaval.

{0 Az alibbi dlitdsokrdl dontsiik l, hogy melyik igaz, melyik hamis.

) Nines kozéppontosan szimmetrikus hiromszog.

¢) Van olyan kizéppontosan szimmetrikus négy

d) Ha egy négyszog kozéppontosan szimmetrikus, akkor dtl6i egyenldk.
¢) Ha egy négyszog &G egyenlok, akkor a négyszog kizéppontosan szimmetrikus.
£) Akiszéppontos metrikus négyszog dl6i felezik egymést

) Akbzéppontosan szimmetrikus négyszgben van Két egyenl6 nagysigd
1) Van olyan tengelyesen sokszog, amelyik is

an sz

76



EGYBEVAGOSAGI TRANSZFORMACIOK

i) Ha egy sokszog tengelyesen és kizd is szl akkor a
tartaimarza a Kozépponton Simmeiria K2eppontd.

Jj) Haegy négyszog tengelyesen és kozéppontosan is szimmetrikus, akkor rombusz.
k) Nines olyan trapéz, amelyik kozéppontosan szimmetrikus.

1) Van olyan deltoid, amelyik kézéppontosan szimmetrikus.
m) Van olyan szimmetrikus sokszog, amelynek (6bb kizéppontja van.

) Minden szabilyos sokszog kizéppontosan szimmetriku
0) A piiros oldalszimi szabilyos sokszigek kizéppontosan

zimmetrikusak.

WD Vegyiink fel két metszs helyzetd kirt. Adjunk szerkeszaési eljérst olyan szels szerkesztésére,
amely dtmegy a korok egyik valamint a két korbe szakasza egyenlG
hosszisdg. Vizsgdljuk meg a szerkeszthetGsce folitelet, valamint a megolddsok szmat.

WD Adott ket koncentrikus kir, valamint a kisebb koron egy rogzitett pont. Adjunk szerkesztési eljardst
olyan egyenes szerkesztésére, amely dthalad a rogziteit ponton, és beldle a két kor hirom egyenld
hosszisigi szakaszt metsz ki. Vizsiljuk meg a szerkeszihetdség feltételeit, valamint a meg-
oldasok szimit.

D Adottegy e egyenes, valamint egy k kir, tovabbd az Fy és Fy pontok. Adjunk szerkesztési eljrdst
olyan ABC hiromszig szerkesziésére, melynek A csiiesa az ¢ egyenesre, B esticsa a k kirvonalra
illeszkedik, tovibbd £ az AC, F; a BC oldal Vizsgiljuk meg a

feltételeit, valamint a megolddsok szdmit.

@7 Adott négy kir (k.. k, L,. k). amelyek koziil semelyik kettd nem koncentrikus, vala
a kiszéppontok m 161 kiilonbzG O pont. Adjunk szerkesztési eljdrdst olyan O kozépy
paraclogramma szerkessésére, amelynck tcsai ot sorendben a mefelels Korsonalon ek
szenek. Vizsgljuk meg a szerkeszthet6ség feltételeit, valamint a megolddsok szimit.

B Adott egy konvex szigtartominy, és belsejében egy pont. Adjunk szerkesz6si elrdst olyan négyzet
szerkesziésére, amelynek az adott pont a kizéppontja, két dtellenes csiicsa pedig egy-egy szog-
sziron taldlhat6. Vizsgdljuk meg a szerkeszthetdség feltételeit, valamint a megolddsok szamt.

{7 Adott cgy konvex szogtartominy, és belsejében egy pont. Hatdrozzuk meg azt az cgyenest, amely
az adott ponton dthalad, a pedig alehels hromszget metszi le.

@ Egy paralelogrammaba misik paralelogrammit frunk gy, hogy a beirt négyszog minden csicsa
illeszkedik a tartalmazd négyszog egy-egy oldaldra. Bizonyitsuk be, hogy a két paralelogramma
Kozépponta egybeesik.

a) Szerkessziink otszoget, ha megfelel sorrendben adottak az oldalfelez6 pontjai.

b) Altaldnositsuk az a) feladatot n oldali sokszogre, ha n paratlan szdm.
¢) Vizsgljuk meg a feladat megoldhatdsigdt péros oldalszdmi sokszog esetén.

A Bergeng6cidban taldlhaté Kerekerdd a nevéhez méltéan j6l modellezhetd egy 6 km sugard kir
alakd sdommal. Az erdS Kinéppontl 10 km tvolsiga alilhats Tl aki egyenes uat
lcr\'cmek amely a falubo indul, dtvdg az erdén, ége az erd szélén van. Mivel a falu

sek és a Kerekerdnek nincs lu! jO hire, eun a lclveleu ttnak pontosan a fele

ks e

a) Adjunk szerkesztési eljérdst a falu lakoi szdmdra a kivnt it megépitésére.

b) Hiny olyan it van, amely megfelel a feladat feltételeinek?

¢) Egy misik falu az erd kozéppontjdtdl x km tévolsigra taldlhatd. Vizsgdljuk meg, hogy x fiigave-

nyében hiny utat Iehet piteni a falubdl az erddn keresztil, ha az tépités feliételei viltozatlanok.

7

> A




9. EvFoLYAM

Adottaz ABC (i héromszog, valamint by pont. Tiikrizziik a P pontot
hiromesg BC. AC. AB oldalinak teerGpontira, a dkorképeket selole endre 4, 56 -
a) Bizonyitsuk be, hogy az AB, BC’, CA' szakaszok hossza fiiggetlen a P pont vilasztdsdtol.
b) Bizonyitsuk be, hogy az AA, BB ésa CC’ szakaszok egy pontban metszik egymést

Haromszogek, négyszogek néhany nevezetes vonala

\suly s P

W Fejezziik ki a kovetkezs alakzatok kozépvonalainak hosszit az alakzat oldalainak segitségével
a) hiromszig; b) paralelogramma;
¢) trapéz (a szérak felezGpontjdt osszekotG kozépvonal esetén).

() Peti egy kartonbdl kivigott hdromszoget a kizépvonalai mentén feldarabolt, igy négy kisebb
hitomszget kapott. Ancey hiromszdg kerileté megmeére, majd az eredményeket osszeadic gy
sszegként 57 em-t kapott. Mekkora az eredeti hiro Kerilete?

KD A héromszosg alaki Nagyerdd oldalai 3 km, 4 km, 6 km. Az erdS belseje egy vadiszkunyhdt rejt,
amelyet az erd6 minden cstcsdval egyenes it ki n Gt felezopontjiba cgy-cgy
magasles épilt, amelyek kizil birmely kettdt szintén ceyencs dsvénnyel ktotick ossze. A vadis
minden reggel autGval elmegy az ceyik magasleshez, majd gyalog véeigiiria valamennyit. Sétdja
Kiszben végig a kiépitett 6svényen halad. Hiny percig tart a vadisznak a magasleseket érint séta,

ha rénként 4 km-t tud megtenni?

() Bizonyitsuk be, hogy ha egy hdromszog alapi gesztenyetortdt valamelyik sdlyvonala mentén
szétviigunk, akkor a kapott részek két testvér kozott igazsdgosan szétoszthatdk. azaz egyik sem kap
nagyobb alapterilet tortdt, mint a misik.

[15:2] Buonyumk e hogy i egy hiromsa alap gestenytotit  ciesokid a slyponti tereds
isokkal szétvigunk, akkor a kapott részek hirom testvér kozolt igazsdgosan szét-
cuthatok, aras mindegyik sreet alaperdiee ugyanakkors

{0 Hogyan lehet egy hdromszog alapi geszienyetortdt négy testvér kizott egyenes vigdsokkal felosz-
tani, ha azt akarjuk, hogy a testvérek dltal kapott szeletek pontosan ugyanolyan méretiiek legyenek?
Vilaszunkat indokoljuk.

KD Milyen alakzaton taldlhatok azok a pontok egy hdromszog belsejében, amelyeket a hiromszdg egy
rogzitett oldaldnak keét végpontjéval tsszekitve, a hiromszog két egyenlG teriiletd részre bomlik?
[ Szémitsuk ki, hogy a o oldalal mekkorssabgeken szt héromsa agasy
pontjbl, ha a hdromszog két s:
a) 60°,60°; b) 60". so", <) 60%20%

W Egy hegyesszogd hiromszig két magassdgvonala 20%0s szogben metszi egymést. Bizonyitsuk be,
hogy a hiromszognek van 20°os szoge.

K Bizonyitsuk be, hogy a hegyesszigd hiromszdg birmely oldaldnak felezopontja egyenl tivolsigra
van a misik két oldalhoz tartoz6 magassigvonal talppontjait6l.

g A csiiesdndl 60°-0s szog van. Az A-bol indul6 szogfelezs a B, i
estiesokbol indulé maga nalakat rendre a D, E pontban met: onyitsuk be, hogy
ha M a hiromszog magassigpontit jelili, akkor az EDM hiromszog szabilyos.
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(D) Peti kartonb6l kivégott egy paralelogrammit, amelynek egyik oldala 12 cm, majd a paralelogrammit
cayik kizépvonala mentén két részre vigta. A kapott két négyszog keriiletének osszege 74 cm.
Mekkora lehet az eredeti paralelogramma mdsik oldala?

EGYBEVAGOSAGI TRANSZFORMACIOK

G0 Peti lemérte eay paralelogramma két kozépvonalit, majd a hosszukat dsszeadia, fgy eredményil
30 em-t kapott. Szémitsuk ki a paralelogramma keriletét.

(0 Hogyan lehet egy perslelogrammit mind]keveseh vigissal kétegyens el e bontani?
Vilaszunkat

(D Egy trapéz szrait Ssszekists kizépvonal hossza 15 cm. A trapéz két alapjdnak hossza tigy ardnylik
egymdshoz, mint 2: 3. Szdmitsuk ki a trapéz alapjainak hosszit.

I8 Egy trapéz pérhuzamos oldalainak hossza 5 cm és 13 cm. it Bsszekt6 kiszépvonal a trapézt
ket kisebb trapézra bontja. Szimitsuk ki a keletkezd tr apcmk szirakat dsszekot6 kozépvonalainak
hosszt.

@D «) Bizonyitsuk be, hogy haa hiromsat egy esesdngl hegyesat van, akkor a calesl Kinduld

silyvonal nagyobb, mint a szemkozti oldal fel
b) Bizonyitsuk be, hogy haa o 1 ompaszisg van, akkor a csticsbol kiindulo

silyvonal Kisehb, mint 3 sdcosa sremiket ol Fle.
{8 Béla bicsi hiromszog alaki kertjének két csiiesit egyenes it kit ossze a szemkozti oldal felezo-
pontjéval. A telek korili kerités feldjitdsakor Béla bicsi lemérte a két it hosszit. Eredményil
24 métert illetve 30 métert kaport. Kozben megdllxlpllulld, h«»gy akét it derékszgben metszi cey-
mst. egy tizedesjegy véger az aldbbi kérdésekre,
a) Mekkordk a telek oldalai?

) Mennyi kerités sziikséges a telek korbekeritéséhez?

i feladatban kiszmolt mennyiség keritéssel mégsem tudja
k

¢) Lehetséges-e, hogy Béla bi
Korbekeriteni a telkét? Vdlaszunkat indokoljuk.

{8 Bizonyitsuk be, hogy a hromszsg silyvonalaibl djabb haromszog szerkeszthets.

Van-e a szablyos hiromszogon kiviil olyan hiromszdg, amelynek a hdrom sdlyvonala ugyanolyan
hosszisdgi? Valaszunkat indokoljuk.

Van-e a szabdlyos hdromszogon kiviil olyan hiromszog. amelynek hérom magassdga ugyanolyan
hosszsdgi? Vélaszunkat indokoljuk.

D Bizonyitsuk be, hogy ha egy hegyesszogi hromszg beirt korének kizéppontja és silypontja
egybeesik, akkor a hiromszg szabilyos.

(@D A hegyesszogd ABC hiromsag M magassgponit hatzatk sz AB oldal F felezsponérs,
gy kapjuk az M’ por

k be, hogy az AM'BC négyszogben az A és B csiicsokndl 90°os sz

suk be, hogy M" illeszkedik az ABC hdromszog Koré irt korre.

) Bizonyitsuk be, hogy a trapéz dtlGinak felezGpontjdt tsszekotd szakasz parhuzamos a tray
alapjaival (amennyiben a két felezopont nem esik egybe). Szdmitsuk ki az dtiok felezGpontjdt
Gsszekotd szakasz hosszt, ha a trapéz alapjai a és b.

@ «) Bizonyitsuk be, hogy barmely konvex négyszoyg oldalfelezs pontjai kiz opontosan simmet

rikus négyszoget hatdroznak meg. Igaz-e hasonld dlitds konkiv négy:
b) Milyen arfnyban osztjdk egymést egy négyszog kizépvonalai?
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B Egy konvex négyszig két szemkozti oldaldnak hossza 8 cm és 10 cm.
a) Bizonyitsuk be, hogy a msik két oldal felezdpontjai, valamint az &6k felezGpontjai parale-
logrammit alkotnak.
b) Mekkora a keletkezG paralelogramma kerilete?
¢) Bizonyitsuk be, hogy a négyszig kozépvonalainak metszéspontja egybeesik az ok felez6-
pontjait ss7ekotd szakasz felezopontjdval.

D Milyen szimmetriatulajdonsgokkal rendelkezik egy szimmetrikus trapéz oldalfelez pontjai dltal
meghatrozott négyszog? Milyen feliételek mellett alkot e négy pont négyzetet?
Egy hiromszogben az ugyanazon csiicsbl kiinduld magassdgvonal és silyvonal a csicsndl 16v6
szget hirom egyenld részre osztja. Szimoljuk ki a hiromszdg szogeit.
Bizonyitsuk be, hogy a hdromszoyg silyvonalainak négyzetosszege megegyezik az oldalak négyzet-
osszegének hiromnegyed részével
) Biaonyisuk b, hogy gy hiromsat ko s csak akor estkst, ., 5+ stlyvorslira
teesil, hogy 57 + 7
b) Bizonyitsuk be, hogy egy hmmszog A és B esicsibol indul siilyvonalai akkor és esak
akkor merdlegesek egymésra, ha a, b, ¢ oldalaira a® + b7 = 5-c? teljesill

Adottaz ABCD konvex négyszog. Tukrozziik anégyszog BC oldaldnak Q felezGpontjdra a négy-

szisgel, valamint a O pontot tartalmaz kbzépvonaldt. A tikrozés az A, D pontokat az A, D'

pontokba viszi 4t.

a) Bizonyitsuk be, hogy a négyszog, valaminta t

atszog szemkozti oldalai parhuzamosak

b) Bizonyitsuk be, hogy az ABDACD hatszog AD' & AD dtléja is kétszer akkora, mint a négy-
szog PQ kbzépvonala.

¢) Bizonyitsuk be, hogy a négyszojg kizépvonala legfeljebb a kozépvonal végpontjaira nem illesz-
keds négyszigoldalak szimtani kiszepe.

rképének egyesitése dltal alkotott ABDACD
enlik.

Forgatas

(D Vegyiink fel egy egyenest, valamint egy r illeszkeds pontot. Forgassuk el az egyenest a pont koriil
@) 30°Kal; ) 60%kal;  ¢) -90°kal:  d) ~180°kal.

G Vegyiink fel eg  valamint egy ri . Forgassuk el az egyenest a pont koriil
@) 60%kal;  b) —60°Kal; ) 180%kal; d) 300%kal.

R Szerkessziink szabilyos hfromszoget, majd forgassuk el egyik esdesa koriil
) 60°kal;  b) ~60°kal.
Milyen alakzatot hatdroz meg az eredet, valamint a tikirkép hiromszog egyesitése?

(A Forgassunk el egy négyzetet valamelyik esiesa koriil
a) ~1980°-kal; b) 4410°kal.

(8 Forgassuk el az A(3: 1), B(-2: 5). C(~4: ~2) pontok dltal meghatdrozott hiromszget az origd kol
@) 90°Kal;  b) -90°Kal: ) 180%kal;  d) ~180%kal; ) 270°kal:  f) ~270%Kal.
frjuk fel a képharomszig

inak koordi




> ‘V‘/"\v

D Vegyiink fel a sikon két pontot. Hany olyan pont taldlhatd a sikban, amely koriil az egyik pont
a misikba forgathatG? Milyen alakzatot hatdroz meg az ilyen tlajdonsdgd pontok halmaza?

EGYBEVAGOSAGI TRANSZFORMACIOK

{8 Vegyiik fel a sikon az A és B pontokat, valamint az egyiket sem tartalmazé e egyenest. Forgassuk el
a B pontot az A koriil tigy, hogy képe illeszkedjen az ¢ egyenesre. Hany olyan pontja lehet
az e egyenesnek, amelybe a B pont az A korili forgatssal dtvihet6?

[i56] Vegyink e kit ponlol asikon (4 é B), valamint cgy e cgyenest, amely a pontok egyikét sem
elaz A pont kiriil az ¢ egyenest gy, hogy képe dtmenjen a B ponton,

il Vegyiink fel a sikon két tisdgd, frhuza akaszt iink olyan pontot,
ok lyan po
amely koriil az egyik szakasz a mésikba fmgmhmo

T Vegyiik felaz A és B pontokat. Szerkes
tassal a B pontba vihets dt.

ziink olyan pontot, amely koril az A pont 90°-0s forga-

{0 Melyek azok a forgatdsok, amelyek helyben hagynak egy szabdlyos
a) hiromsziget: b) négyszbget; ) n szoget?

[1670] Adon eg:

 Konvex sz0g, & belseiéhen cgy pont. Adjurk szerkeszt
zerkesziésére, amelynek egyik csi
1llevkedvk a sz0g egy-egy szdrdra.
I3 Az aldbbi dllitasokrol dontsiik el, hogy melyik igaz, melyik hamis.
) Van olyan hiromszog, amelyik forgdsszimmetrikus.
b) Ha egy héromszoyg forgdsszimmetrikus, akkor egyenl szrd.
¢) Haegy sikidom forgdsszimmetrikus, akkor végtelen sok olyan szog adhat meg, amellyel az alak-
zat Snmagdba forgathato.
<) Hacgy skidom fogéssaimmerikas akkor vanolyn legisebbpoity sz, amellyelaz kst
akozéppont kil lforgatva tnmagiba megy
¢) Ha egy soksziig forgd: akkor kozé
/) Ha egy sokszog kiszé, akkor forgd: is.
) Ha egy sokszoyg forgdsszimmetrikus, akkor szabilyos.
1) Minden szablyos sokszig forgdsszimmetrikus.
i) Van olyan s kszog, amely 20°-0s forgatdssal Snmagdba vihetd.
j) Ha egy sikidom 20°-0s forgatdssal onmagdba vihetd, akkor 3000°-os forgatdssal is Snmagdba
vihetd.

cljdrdst olyan szabilyos
az adott pont, egy oldalnak két végpontja pedig

abilyos

k) Haegy sokszog akkor minden sz 1.
1) Van olyan konkdv négyszog, amely forgdsszimmetrikus.
m) Van olyan konkav sokszog, amely forgdsszimmetriku

([ Adjuk meg a kovetkezs, fokokban megadott szogek mérékét radignban:

) 15% b) 30° c) 45°% d) 60° €) 90°% ) 180%
8) 240°% h) 1250° i) 7560°
{FE Adjuk meg a kivetkezs radidnban megadott szogek mértékét fokban:
;. X o X =, L 3%,
a) Iy b) 3; <) IEN d) 3 e) 3l £ 2
4n 20007
g) —; h) T6m;
95 ) 76 =
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{3 Egy 6ra nagymutatéja 2,5 cm hoss: lletve mekkora teriiletet
strol a muta

a) 20 perc; b) £l 6ra; ) 35 perc; d) 45 perc alatt?

. Mekkora utat tesz meg a végpont]

B gy kil park sugan 0 e A pakot ey egyencs s, mlynek boseza sinén S0 e,
&t részre vigja. Mekkora a két rész teriilet

(0 Egy 8 cm dtmérjii korvonalat hérom pontja olyan részekre bontja, amelyekhez tartoz6 kozépponti
szbgek ardnya 3:5:7. Milyen hosszi korivekre bontja a kort a harom pont?

Az alébbi dbrén egy négyzet csicsait kitottiik dssze a négyzet
bizonyos oldalainak negyedelGpontjaival. Bizonyitsuk be, hogy
a megjelolt szogek Gsszege 90°

[ Egy szabiilyos hatszog 2 csticsit az dbra szerint dsszektottiik
bizonyos oldnl!tlcm pontaval Bizonyisuk be, hogy asbife
sikidomok teriilete megegyezik.

@& Az ABCD négyzet O kizéppontja egy misik négyzet csiicsa,
amelynek oldalai parhuzamosak az ABCD négyzet oldalaival.
Ezt a négyzetet az O kozéppont koril 60°kal elforgatjuk, igy
kapjuk az OPQR négyzetet. Mekkora az ABCD és az OPQR
négyzetek kozos részének teriilete, ha mindkét négyzet oldala a?

@0 Adott két pirhuzamos egyenes, valamint egy pont. Adjunk szerkesztési eljdrdst szabdlyos hdror
szbg szerkesziésére, amelynek egyik csiicsa az adott pont. masik két esticsa illeszkedik egy-egy
adott egyenesre. Vizsgdljuk meg a szerkeszthetGség feltételeit, valamint a megoldfsok szim.

Veayinkfel egy ponol, egy gyenest s egy kit Adjunk szekesaée st sablyo hirom-

sterkeszésére, amelynek cgyik csiiesa az adott pont, egy-cgy tovibbi csiicsa pedig illeszkedik
7 cayenesne letve a Kimvona. Vissgdluk meg 4 serkevaherooce el Eielet, alaminta meg.
oldsok szimé.

B Adott egy konvex szdgtartominy, és belsejében egy pont. Adjunk szerkeszési eljdrdst olyan
a) szabilyos hiromszig;
saerkesaésére, amelynck Képponta az adott pont,egy oldting ket végpontia pedi leszkedik
aszog egy-egy szird

b) négyzet
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B Vegyiink fel egy pontot, valamint két kort. Adjunk szerkesztési eljdrdst négyzet szerkesztésére,
amelynek Kizéppontja az adoi pont, valamint 2y odaldnak végpontial illeszkednek cay-cey adott
Korvonalra. Elfordulhat-e, hogy a feladat feltételeinek 16bb négyzet i eleget tesz’

D ) Adott az ABC szabilyos hiromszog, valamint AB oldaldnak egy E belsG pontja. Adjunk

sestkesnl el olyan saabilyos hiornsaty, serkesmidre, melynek egylk csisn

g AC, illetve BC oldaldra illeszkedik. Hany ilyen

szabnlyos Riromistg Sserkeszihet6?

1) Smbdlyo hiomsatge b szblyoshiromsagt ik, amelynek minden s sz crdet
hiromszdg egy-egy oldalira illeszkedik. Bizonyitsuk be, hogy a két hiromszdg kizéppontja

caybeesik.

B Adott egy kor és belsejében egy pont. Adjunk szerkesz1ési eljdrdst a ponton dtmend egymisra merG-
leges egyenespi szerkesziéscére, ha azoknak a kirbe es6 hiijai cgyenl hossaiak. Vizsgljuk meg
aszerkeszthetdség feltételeit, valamint a megolddsok szdmét

Strkessink cablyos ABC bitomsabget,poity kit ety (uzaz g, hogy B ponot
aCp i +60°-0s forgatdssal lehessen dtvinni). Forgassuk el az A és B pontokat
a BC uldzl F relcmponq.\ Koriil ~120°-kal. Mit tapasztalunk, hova keriilnek a képpontok? Tapasz-
tlainkat indokoluk. Esealapn adjunk stk el sbilyos hiromsat serkesscre,
ha adott egyik oldaldnak felezGpontja, valamint egy-egy pont két oldalegyenesen.

Az ABC szabilyos hiromszg koré irt kirén a C-t nem tartalmazé AB koriven felvesziink

K be, hogy az APB< a P pont helyzetétdl fiiggetleniil 120°-os.

suk be, hogy PA + PB = PC.

Bizonyitsuk be, hogy cgy hegyesszogii hiromszig belsejében taldlhatG olyan pont, amelynek
a hfromszog esdcsaitdl mért tivolsigosszege minimdlis. Adjunk szerkesztési eljardst az ilyen
tlajdonsdgd pont megszerkesztésére

Egy Idalai folé kifelé négyzeteket
) Bizonyitsuk be, hogy a kapott négyzetek kozéppontja négy-

zetet hatdroznak meg.
) Mekoraa Kinéppontodltal mesladrozrt égyzet ke,
olyan rombuszbdl indulunk ki, amelynek oldala 10 cm,
cgy\k szioge pedig 30°0s?

D) Adottegy négyze O Wakpponts tovibléegy P pont, valaint
egy a ésegy b hossasigi szakasz. Adjunk szerkesziési eljérfist
a négyzet szerkesztésére, ha tudjuk, hogy egy oldaldnak két
végpontja a P ponttol a, illetve b tivolsdgra van. Vizsgiljuk
meg a szerkeszthetdscg feltételeit.
D Béla bicsi egy j6 kizelitéssel szabilyos héromszg alaki foldterilet birtokosa. Egyetlen orokisével
incs il j6 viszonyban, ugyanakkor az SrikséghGl nem akarja teljesen kizdmi. Végrendeletében
gy rendelkezett, hogy haldla esetén az trikbsére a lehetd legkisebb teriiletd, szintén szabilyos
hivomusa, s @ldet gy, amelynek cncai ileszkednek Béa bics birokinak egy-ogy
oldaliira. Ugyanakkor kikétdtie, hogy a teljes birtok nem drokosre.
) Béla bicsi birtokdnak hényadrészére jogosult az omkose“
b) Az drskiss birdsigon kivinja megtdmadni a végrendeletet, mivel szerinte Béla bicsi nem a leg-
Kisebb, hanem a legnagyobb teriletd foldet ivinta orokil hagyni. Bizonyitsuk be, hogy
a birdsdgnak el kell utasitania az drokds keresetét,
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Eltolas

abilyos hiromszoget. Toljuk el a héromszoget tigy, hogy egyik esticsa a hiromszig

silypontjdba keriiljon.

(I8 Vegyiink fel egy hdromszoiget, valamint annak egy killsG pontjdt. Toljuk el a haromszoiget tigy. hogy
annak egyik csticsa az adott pontba keriljon.

D Vegyiik fel az ABCD négyszoget. Szerkes
Milyen négyszog az ABBC négyszog?

ik meg a négyszog AC

I eltolt AB'C'D' képét.

(8 Vegyiink fel egy konvex szoget, valamint egy szakaszt, amelynek végpontjai nem illeszkednek
aszog szdraira, Toljuk el a szakasz tig y. ho«y végpontiai egy-egy szogszdirra essenck.

EEB Vegyiink fel egy kort, valamint egy szakaszt, amely nem metszi a kort. Szerkesszik meg a kor adott
szakasszal pirhuzamos, vele egyenl hosszisdgd hirjit. Vizsgdljuk meg a szerkeszthelGsée feltételeit

W0 Vegyink fel két kort, valamint egy szakaszt, melynek végpontjai nem illeszkednek a korokre.
Toljuk ¢l a \mkmzl gy, hogy végpontjai egy-cgy kirre essenck. Vizsaljuk meg a Iehetséges
megnl lasok szd

D Adj i eljdrdst ha adott egyik oldaldnak két
vcgpollqd, valamint egy- cgy Kor, amely tartalmazza a pamleloﬂramma tovabbi csticsait.

(0 Toljuk el az A(3; 1), B(~2: 5), valaminta C(~4;~2) pontok dltal meghatrozott hiromszoget az
a) (1:3) vekiorral:  b) (-2:5) vektommal: ¢} (~4:~3) vekiorral.
frjuk fel a képhdromszosg cstcsainak koor it

G0 Az AG; 1), B'(=2; 5), valamint a C’(~4; ~2) pontok dltal meghatérozott hiromszget az ABC
haromszog eltoldsdval kaptuk. Irjuk fel az ABC haromszog csticsainak koordindtdit, ha az eltolds
vektoraa
a) (0:3) vektor; b) (~2;7) vektor; ©) (~4;-3) vektor.

Toljuk el az A(-1; ~3), B(5: 2), valamint a C(1;7) pontok dltal meghatirozott hdroms
a (2:4) vektorral. A kapolt hiromszoget azutin toljuk el a (-3; ~2) vektorral; a képhéromszig
csicsait jelolje A”, B, valamint C”.

a) frjuk fel a mésodik eltolds utdn kapott héromszog estcsainak koordindtdit.
haaz ABC hiromszogre a m elolst fordoe sonrendben alkalmmez
mszoget kapjuk eredm

¢) Bizonyitsuk be, hogy az ABC hiromszog c«ycncn cllol&ssal dtvihetd az A’B"C” hiromszogbe,

valamint adjuk meg az eltolds vektorénak koordinditit.

G0 Az alibbi dllitdsokrdl dontsiik el, hogy melyik igaz, melyik hamis.
a) Van olyan eltols, amelyiknek van fixpontja.
b) Ha az eltoldsnak van fixpontja, akkor helybenhagyds.
¢) Az eltoldsnak nincsen invaridns egyenese.
d) Van olyan héromszog, amely a helybenhagy4stol kiilonboz eloldssal Snmagdba vihets dt.
) Van olyan alakzat, amely a helybenhagydstl kiilonbozG eltolssal Snmagdba vihetd dt.
f) Két tengelyes tiikrozés egymds utdni elvégzése egyetlen eltoldssal helyettesithets
&) Megadhat két olyan egyenes, amelyre vonatkoz6 tengelyes tikrozés egymds utdni elvégzése
egyetlen eltolssal helyettesithets.
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@) Vegyiik fel a nullvekiort6l és egymistdl kiilonbozs d és 5 vektorokat, Szerkesszitk meg az aldbbi
vektorokat 1
@) d+2-b; b)3-(a+b): o) ~2-i+b; 93 (a-5).

@ Vegyink fel egy nullvektortol kiilonbozs @ vektort, valamint egy négyszoget. Toljuk el a négy-
szioget a kovetkez vektorokkal:

@) 2.3 b) 5@ ©) 33 ) —% a
@18 A koordindta-rendszer A(-3; 8) pontjénak helyvektora d. Abrézoljuk a kovetkez6 vektorokat.
Hatirozzuk mes 4 vektorok koornitd
1

a) @ b la, & - &) ,% .a

@I Az ABCDEF szabilyos hatszogben AB =, BC = b. A hatszog kozéppontja O. frjunk fel a hatszog
caiesaivl és Koéppontival egalibb két ket oyan veklun amely egyenl6 az aldbbi vektorokkal:
@)@ )b o) a+h; d) a-

G0 Az ABCDEF szabilyos hatszogben AB = d, BC
vektorokat az @ 6s b vektorok segitségével.

a) AO; b) AD; ) EG; d) BE;
) FB: h) EA.

G Az ABCDEGEH sabilyos nolesubgben AB
segitségével az aldbbi vektorokat
a) EF,; b) AC; (; AD; d) G ) FH; f) GE.

@D Egyenls szird hiromszog alapjinak egy pontjén it hiizzunk a szdrakkal pirhuzamosokat. Bizo-
nyitsuk be, hogy a parhuzamosokbol a hiromszog oldalai dltal kimetszett szakaszok hosszinak
Gsszege nem fiigg a vélasztott pont helyzelél. Mekkora a kimetszett szakaszok hossziinak osszege?

Egy telepiilé: keét, egymast 45°-ban metsz egyenes it taldlkozik. A két utat a tele-

pblésen Kl blads, § v hosa, ezl ogyenes diszakasszal szeretnék mmkmm tgy, hogy
lakul6 két dj keresztezGdés a telepiilés kozpontjit6l ugyanolyan tivolsigra legyen. Hogyan

Kl mesépitni a2 G dtpakaset?

b. Ahatszisg kizéppontja 0. rjuk fel az aldbbi

) FD: 1) FC;

a, BC=b, CD=¢. Irjuk fel az @, b, ¢ vektorok

Adjunk szerkesztési eljérdst trapéz szerkesztésére, ha adott sorrendben ismerjik négy oldaldnak
hossz, valamint ismert, hogy az oldalak kiziil melyek az alapok. Vizsgdljuk meg a szerkeszt-
hetdség feltételeit.

Aunk szrkesiés it apé ssekesaisée, i adot Kt alainak, valaming ke 80k
ossza. Vizsgiljuk meg a \mrke\zthelﬁ\eg feltételeit.

@B Adjunk szerkesztési eljdrst trapéz szerkesztésére, ha adott két dtlgjdnak, valamint rovidebb alap-
jinak hossza, tovdbbd ismert az dtlok dltal bezdrt szbg. Vizsgiljuk meg a szerkeszthetdség feltételet,

Adot kit egyenes, b 5z egyenesekreoem lesokeds két pont. Adjunk seckessé it olyan
paralelogramma szerkesziésére, amelynek a két pont két szomszédos esticsa, masik két
Cay-egy esyencae Mlewrkedih, EIprelhed-e. hogy a feladanak végtelen sok megoldios van

Adott két purhuzamosegyene\ egy d hosszisdgi wkw valnmml egy pont. Ad)unk <7e|ke\7le<|
eljdrista haakét
o adon 4 skasshossza egyenl6. Vizsgdljuk meg a mrkemhenmq, feltételeit, vnlamml am
oldisok szdmt.




Az ABCD i

lelogramma ket oldaldnak egy-egy Gpontjit meg- L= ¢
jeloltik
a) Fejezziik ki az AP, illetve AQ vektorokataz @ és b vektorok 5,
segitségével o
b) Bizonyitsuk be, hogy a PQ szakasz pirhuzamos a parale- . -
logramma DB itléjaval. @

o) Szamisuk kia 22w éneket
DB
d) Fejezziik ki az i és b vektorok segitségével az A pontb6la PQ szakasz felezGpontjdba mutat6
vektort.
¢) Bizonyitsuk be, hogy az A pont és a PQ szakasz felezSpontja kozti szakasz pirhuzamos
a paralelogramma AC dl6jdval.

Bizonyitsuk be, hogy tetszGleges @, b vektorokra teljesil, hogy
a)la+Bl<lal+15l; b)la-bl<lal+15l.

Adott két metsz6 helyzet ko, valamint egy d szakasz. Adjunk szerkesziési eljdrést a két kor egyik
metszéspontjdn dtmend ceyenes szerkeszésére, ha a korok kozé es6 szakaszinak hossza az adott
d szakasz hosszval egyenl

Adjunk surkcsé) s z ABCD panlelogrmma ssrkestésére,ba adota € 6 D esicsa,

alamin & B esiicsoknak egy szinién adott P ponttsl mért tivolséga. Vizsgdljuk meg a szer-

Keszthelség feliételeit

@D Adjunk szerkesziési eljdrist az ABCD négyszbg szerkesztésére, ha adott sorrendben ismerjik
annak oldalait, valamint ismert az AB és CD oldalegyenesek hajlisszoge.

Fogalmazzunk meg sziikséges és elegends feltételt arra vonatkozan, hogy az d, b vektorokra
teljesiiljon a kivetkezo: il
- bl

Milyen feltételek mellet teljesil az & 5 vekiorokra, hogy
Bl2

la+5!

a+bl<la

Geometriai transzformacidk
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Dontsitk l, hogy két derékszigl hiromszdg egybevigd-e vagy sem, ha
a) valamelyik hegyesszogiik egyenl6;

b) két-két oldaluk megegyezik;

¢) befogik pironként megegyeznek;

d) beirt koriik és koriilirt korik sug:

s megegyezik.
) Dontsik el, hogy keét téglalap egybevigé-c vagy sem, ha
a) egy-egy oldaluk, valamint 4tléik megegyeznel
b) dtl6juk ugyanolyan hosszi, valamint az dtlok ugyanakkora szoget zdrnak be;
¢) egy-egy oldaluk egyenls, és mindkettGnek van befrt kore;
d) az itiok mindketoben merdlegesek egymésra,
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Déntsiik el. hogy két paralelogramma egybevig-e, vagy sem, ha
a) megfelels oldalaik egyenl hosszak:
b) két-két oldaluk egyenl, valamint hegyesszogiik megegyezik
) megegyeznek két-két szomszédos oldalukban, valamint az dltaluk kizrefogott szogiikben;
d) 4tléik péronként megegyeznek, valamint az dtl6ik dltal bezirt szogek is egyenlok.
Donisiik e, hogy két rombusz egybevéigé-e vagy sem, ha
a) megfelels oldalaik megegyeznek;
b) megfelel 4tl6ik megegyeznek;
¢) oldaluk egyenls, valamint mindkettGben van derékszog:
d) egy-egy hegyesszogiik egyenld, valamint a szoggel szemkdzti tl6ik egyenl hossziak.
Egy szabiilyos hatszigben az dbra szerint behiiztunk hdrom dl6t. = 3
) Bizonyitsuk be, hogy az 6k dltal meghatdrozott hiromszig
szabilyo
b) Hatdrozzuk meg a haromszdg, valamint a hatszog teriletének
ardnydt.

Egy négyzet oldalaira befelé egybeviigé, egyenld szrd hirom- M =

szogeket rajzoltunk, majd a esticsokat az dbra szerint Gssze-

kotottiik.

a) Bizon; 'y az dbrén szerepld haromszogek mind
cgyeni sziriak, tovibbd a kozéps6” négyszog négyzet

b) Hiny olyan egyenes van, amelyre vonatkozd tikio
az dbra invaridns alakzata?

) Mely forgatisok képezik az dbrt Snmagéba? A s

Bizonyitsuk be, hogy a trapéz szrakat dsszekotG kizépvonaldnak hossza kisebb, mint két dtlgja
hosszinak szimtani kozepe.

Az ABC szabiilyos hiromszse minden oldaldn megszerkeszijiik a harmadoldpontokat. Bizo-

731

uy.mkbe hogy az AB oldal A-hoz kizelebbi, a BC oldal B-hez kiszelebbi, valaminta CA oldal
C-hez kizelebbi harmadoldpontjai szintén szabalyo; hiromszoget alkotnak.

Az ABC szabdlyos hiromszog BC és CA oldalaira kifelé az dbra T 0
seerinti BCDE, illetve ACFG négyzetcket rajzoltuk. Ezutin mer6-
legest dllitottunk az £ pontbl, valamint a G pontbsl az AB egye-
nesre; a merdlegesek talppontjai H, illetve 1. 5 3
) Biaonyiak b, bogy a BH énaz Al szkaszok hossn egyens
ABC hiromszig AB oldalihoz tartoz6 magassigdv
b) mzanymuk be, hogy az ABC hiromszisg koré irt koru\ck Koséppontia llestkedika Hi srakas
felezomerdlegesére.
<) Bizonyitsuk be, hogy az a) és b) feladat dllitdsai szabilyos hiromszosg helyett hegyesszogi
hiromszogbol kiindulva is érvényben maradnal

T ]




Adott ABC héromszg BC és CA oldal
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felé szerkessziik meg a BCD, valaminta CAE sza-
bilyos hiromszogeket. Az ABC hiromszog AB, BC, CA oldaldnak felezGponta rendre F, G, H,
tovbbd a CD, valamint az EC oldalak felezSpontjat jelolje 7, valamint J.
a) Bizonyitsuk be, hogy az FGI hiromszog egybevigd az FHJ hiromszoggel
b) Bizonyitsuk be, hogy az FIJ hiromszisg szabilyos
¢) Szdmitsuk ki az. FIJ hiromszog teriletét, ha az ABC hdromszog szabilyos, és oldala  hosszisigd.
Az ABC derékszogi hiromszig AC és CB (AC < CB) befogéira,
valamint AB étfogdjira kifelé négyzeteket szerkesztettink.
A CB oldalra szerkesztett négyzetet az O kbzéppontjdn dtmend,
AB-vel pirhuzamos, valamint arra merdleges egyenesekkel
részekre vigtuk az dbra szerint. e
a) Bizonyftsuk be, hogy az fgy keletkez6 négyszogek. valamint
arovidebb befogéra emelt négyzet felhasznildsaval az dtfo- £ B
‘g6ra emelt négyzet dtfedés nélkiil, hézagmentesen kitlthetd,
b) Vizsgiljuk meg, hogy az dtdarabolds mikodik-e egyenls
szind derékszog hiromszogekben is

Vegyes feladatok

Szdmitsuk ki a deltoid ismeretlen szogeinek nagysdgit, ha két szoge

a) 80° 30% b) 100°, 40°

Egy kozéppontosan szimmetrikus négyszig egyik szoge 30° Szimitsuk ki a négyszog tobbi
szogének nagysdgat.

Egy szabilyos sokszoget a kizéppontja Koriili 24°-os forgatds onmagdba visz dt. Igaz-e, hogy
a sokszoget a kozéppontja korili 288°-os forgatds is helyben hagyj:

Egy saabilyos soksatge s Kinéppanta kil 288"os forgatés Snmagéba visz &t Lehet-e

b7 o 15; d) 50; ¢) 125 oldala?

Melyek azok a négyszigek, amelyek tengelyesen és kizéppontosan is szimmetrikusak?

Van-e olyan nyoleszig, amelyik forgdsszimmetrikus, mégsem szablyos? Vdlaszunkat indokoljuk.
Van-e olyan konkdv

a) négyszog; b) hatszog,

amelyik kizéppontosan szimmetrikus? Valaszunkat indokoljuk.

Adjunk szerkeszési eljarést a hiromszog szerkeszésére, ha a szokisos jelolések mellett adott
a) a,b,s; b) by e o) bomy, s &) bomgs,

Adjunk szerkesztési eljrdst a trapéz szerkesztésére, ha adott a s
kozépvonala, valamint

a) két szira és magassiga

b) az egyik alapon fekvs két szige és magassiga;

¢) két ftlGja és egyik szira.

sszekots

drak felezGpont
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Az aldbbi dbrdn egy szabilyos hatszog néhdny dtl6jit hiiztuk be. = I
Ezzel a hatszoget haromszogekre és egy Gjabb hatszogre osz-

touuk. Bizonyitsuk be. hogy a keletkezG . bels6" hatszog szintén

szabilyos.

F ¢
A d
Az alibi o gy négyaet st oldlfelat portodal k- m o
e.

u) Bizonyitsuk be, hogy ezzel  négyetet hiromszgekre, rapé-

zokra, valamint egy négyzetre osztottuk fel.
b) Szamitsuk ki a ,bels6” négyzet, valamint az eredeti négyzet

teriiletének ardnyit

A s

Egy derékszogd hiromszog dtfogdja négyszerese a hozzd tartoz6 maga
a hromszog hegyesszogeit.

ignak. Szdmitsuk ki

Egy egyenl sedrd hiromsat alpidhoe r keénck Keaépponjt z lap egyenesée tatave
g koré irt kor kozeppontjt kapjuk. Szdmitsuk ki a hdrom: héromszog
oz it Kor alatt olyan Kort értink, amely Kivilrsl érinti a humm\u»g ot oldas
tovibb érinti a masik ket oldal egyenesét is.)

Szerkessziink szabdlyos hiromszoget, majd tikrozziik a kiré irt kor kozéppontjdra. Milyen
alakzatot hatdroz meg a két haromszdg kozos része? Valaszunkat indokoljuk.

Van-e olyan hiromszog, amelyben a magassigok hossza 5 em, 10 em, 15 cm? Valaszunkat
indokoljuk.

Az ABCD négyzet oldalaira befelé az ABK, BCL, CDM, DAN szabilyos haromszgeket ftjuk.
a) Bizonyitsuk be, hogy a KLMN négyszog szintén négyzet.

b) Szémitsuk ki a KLMN négyzet oxdalmak hosszit, haaz ABCD négyzet oldala 10 cm.
Adjunk szerkesztési eljarést a hiromszog szerkesztésére, ha a szokdsos jelolések mellett adott
a)a+b.m, f b)a+bymg, c; o) arb mg, v d) a+b; B y.

Egyenes yomvonald aépdly kit o cgy-egy elepilés it Ak leilés Snkoriny-
zata a telepiiléseket tsszekotd it megépitését tervezi. Sziikis anyagi forrsaikra tekintettel esak

2 hetd Ierovidebb it mescpitéae vllalkozhatnak. Adjunk srerkewiéa lirit a7 itme
ésér. a2 utdpdlya Tt el hidnak mindenképpen a plyia merclegenek kel lennc. |

Adotta p egyenes,a k kor, valamint egy AB szakasz. Adjunk szerkesztési eljdrést olyan PK szakasz
szerkesziésére, amely AB-vel pirhuzamos, hossza megegyezik az AB szakasz hosszival, tovibbd
Pilleszkedik a p egyenesre, K illeszkedik a k korre. Vizsgdljuk meg a szerkeszthetdscg feliteleit,
valamint a megolddsok szamit.
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@ Van-e a szabilyos hiromszogon kiviil olyan héromszog, amelyben a megadott nevezetes pontok
egybeesnek:
a) befrt és koré it korok kozéppontja; b) silypont és magassdgpont:
¢) stilypont és koré frt kor kizéppontja.
Vilaszunkat indokoljuk.

Bizonyitsuk be, hogy ha egy konvex négyszog tengelyesen szimmetrikus, akkor vagy szimmetrikus
trapéz, vagy érintonégyszog.

@ Az ABCD konvex négyszisg tetszdleges P belsd pontjit tikrozziik a nég
jaira. A kapott pontokat jelolje rendre P, B, P, valamint P
a) Bizonyitsuk be, hogy a AP, négyszog a P pont helyzetétdl fiiggetlenil paralelogramma.
b) Szamitsuk ki a PRRP, valamint az ABCD négyszogek teriletének ardnydt.
¢) Igaz marad-e az a) részben megfogalmazott dlltds, haa P pont az ABCD négys:

2 oldalfelezs pont-

g killsG pontja?

Vegyiik fel az ABCD konvex négyszget, m:
sremkessrik meg Kizépvonalat. Taketzatk a
négyszoget kozépvonalaival egyitt a négyszog
oldalfelezs pontjaira, majd ismételjiik a tikro-
zéseket a tikrképként kapott négyszogekre is.
a) Bizonyftsuk be, hogy a fenti szerkesztéscket
sméelve, a sik dtfedés nélkil és hézagmen-
tesen kitolthet az eredeti négyszoggel egybe-
viig négyszogekkel.
b) Bizonyitsuk be, hogy a .parkettdzsban”
szerepld négyszogek kozépvonalainak tart6-
cgyenesei a sik egy paralelogrammardesdt ; ; i

alkotjdk.
¢) Bizonyitsuk be, hogy a kiinduldsul vett négyszoget négy olyan részre osztjdk, ame-
Iyekbdl i p dtfedés nélkil Kirakhato.

@& Adott az ABCD negym O Winépponf, vaumint 12 AD ldalegyencs egy P illtve a CD
oldalegyenes egy O p
a) Adjunk ucrmms; clJ.\ st az ABCD négyzet esiicsainak szerkesztésére.
b) Vizsgiljuk meg a megolddsok szimit az O, P, Q pontok kiilinl
<) Bizonyitsuk be, hogy ha az O korili 90°os ~90°0s forgatds a P pontot a O pontba
viszi i, akkor végtelen sok, a feladat ehécleinek megfelel6 ABCD négyzet szerkeszthetG.
d) Milyen gorbe mentén mozognak az eldbbi esetben az ABCD négyzet esicspontjai?

526 elrendezése mellett.

Sik terepen egy falu kozelében két kiemelkeds tereptdray taldlhatd, egy rédicads, valamint egy
szélerom. Tervezziink a falun keresziil olyan egyenes utat, amelyik elvdlasztja egymstdl a két
tereptirgya, tovibbd ha dsszeadjuk a szélerdm, valamint a ridiéads Gl mért tavolsdgit, akkor
egy adott d hosszisigot kapunk eredményil. Vizsgdljuk meg az ilyen tulajdonsfgd it megépit-
hetGségének feltételei

@D Egy nagyvirost hosszi, egyenes partszakasszal rendelkezo folyd szel ketté. A virosban a folyé
gyanazon oldtén Kt tuisiacsalogus livinyossé s tllhad. Egy uista olyan, a2 exyiadl
amisikig vezet6 legrovidebb iitvonal megtervezésén gondolkodik, amelyiknek pontosan d hosszi-
g sakasra oy paruan vezet. Adjunk szerkesziési eljdrdst az Gt megszerkesztésére.
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9.7. STATISZTIKA

Az adatok abrézolasa

Egy bici s htfn 85, kedden 110 szedin 60, cstugntn 3, péncken pei 40 lometer
brizoljuk naponta megte és adjunk cimet

a dmgmmnak.

i) Egy almaszillitmény harmada starking, a maradék 25%-a jonatén, a t6bbi idared. Abrézoljuk oszlop-
diagramon, melyikbGl hany kilogramm van, ha a starking | mézsdt nyom.

A 30 f6s osztdlyban 12 tanulnak van egy testvére, 7-nek kett6, 3-nak hérom, a tbbicknek nincs test-
vére. Abrizoljuk kordiagramon az osztdlyba jark csalddjaiban a gyermekek szdmit. A diagramba
iijuk be a szizalékos megoszhist is (egy tizedesre kerekitve). Adjunk cimet a diagramnak.

Juli hazafelé mennyi busz,
teheraut6, furgon és személyautd haladt @ &
el mellette. Ezekrdl készitette a bal oldali ‘o -
Kordiagramot. Adjuk meg a Juli dltal  sew: e
Itott jirmGvek szdzalékos megoszlsit. % -5
averats 2
- (-
— e

() Gabor is megszdmolta hazafelé a jarmiveket, é a jobb oldali Kordiagramot készitette. Am egy hét
milva csak arra emlékezett, hogy 20 darab buszt dtott. Melyik fajtdbl mennyi jdmvet szdmolt
meg Gabor? Készitsink az adatokbol tiblézatot.

G Egy kereskedonek év végén jelentést kellett

adnia a cég kozpontjdban a negyedéves eladdsok g
alakuldsdrol. A kovetkezG dbrat viszonylag | I I I

Eatisiattok

™)
rovid ideig vetitette ki. Nekiink most twbb idonk e
van elemezni: mit vesziink észre rajta? Mitnem 100
akar nagydobra verni a kereskeds? B

€ Az aldbbi oszlopdiagramokon a 2003 i, felderftett gazdasdgi biincselekmények szdméi
litjuk az A s a B part énielmezéschen. Va_|on mi szeretne megmagyardzni az A pirt és mit a B?
B pirt sajtotdjékoztatéja

A pirt sajtdtdickoztatGia
Feldertet gazdasagi buncselekmények

208 00 s

(Az eredeti adatok: 2003: 8900, 2004: 9500 és 2005: 10500; forrds: StADAT.)

15000

- 888
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A 15 £, emelt szintre késziilG csoport 50 pontos dolgozata az aldbbiak szerint sikeriilt:

b) Készitsiink kordiagramot a jegyek megoszlisdrdl. Jeloljiuk meg a szdzalékos hatdrokat is

Az aldbbi oszlopdiagram egy osztdly tanulinak
v végi jegyeit mutatja matematikibol.

a) Készitsiink az adatokb6l gyakorisdgi tabld- gﬂ

Exdemiegyek matematibel

zatot.
b) Ké

iink az adatokbol kirdiagramot. 10

Zsaninak nagyon sok bardtngje van, koziilik

2ayc tara napi sinen a kapesoltr Ak
diagramon a tegrap ellldbt s cink: e
oszlsit litjuk a cimzettek gty

a) Szamitsuk ki, az osszes rovid szoveges iizenet
hiny szizalékit kiildie az egyes személyek-
nek.

b) Készitsiink az adatokrdl oszlopdiagramot, o
ha tudjuk, hogy sszesen 7 sms-t kiil-
dott tegnap Klannnk

ke

@D Eszter munkdja mellett fGiskoldra is jr. Az aldbbi
oslopdiagram azt mutata, hogy  hét melyik
napjdn hany 6rdt foglalkozott a munkdjdval,

a vizsgiira val6 Késziiléssel és a bardtjdval. H
(Pénteken mir vi . fgy azt a napot nem %

Vasgaidoszk ete

o " e
Vs

™

tekingjik.)

liagramot az egyes napo-

b
.
.
kon munkival t5ltstt drakrol. 2
b) Készitsiink kirdiagramot a bardtjdval tolto g
Grik heti megoszldsdrol. 2

&) B aapl B im 3l ' I
akor ablazator and ks et Ko seta stttk

i e
teenddire a hét elsG négy na
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a) Szamitsuk ki a tibldzat hidnyz6 adatait. (Az elsd és utols6 oszlopot egy tizedesre kerekitve,
a tobbit egészre kerekitve adjuk meg. Forrés: KSH.)

T S

Jyarorszag 1236,7 13433 92 45

[ommimmn o

Figyeljiik meg az aldbbi dbrékat, majd az el6z6 példa adatait felhaszndlva valaszoljunk a kérdé-
sekre. (Eszak-Alfold népessége: 1507.0; Dél-Alfold népessége: 13416 ezer f6; forrds: KSH.)

1000 s e Aozt ook sk mgosaisa
vk 0 o lakozs foma s, 2007
- gy . e

b) Toltsiik ki az aldbbi tdbldzatot. (Egészre kerekitett értékekkel szdmoljunk.)

TR ek B ik B e
e
TR
R

il

¢) Készitsiink oszlopdiagramot régiok szerint az ott taldlhaté egyéni villalkozdsokrdl.
d) Készitsiink kordiagramot régick szerint a tirsas vllalkozdsokrdl. A diagramban szdzalékos
értékeket szerepeltessiink.
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Az adatok jellemzése

772 Szeplember elsG hetében a kovetkez homérsckleteket mutatta a homér reggel 6%0-kor, hétfGiol
13,1°C; 144°C; 168°C; 207°C; 207°C.
Szimitsuk ki a homérsékletek dtlagdt.
dval leends fizikusok a 6
2, 1,20 -3
Mennyi a hibdk dtlaga és terjedelme?

B Egy méré alkaln

taldltdk a megadott értékisl:

FiZ) Jani dllitdsa szerint matematikajegyei eddig igy alakultak:
3,22 4 5 1 & 3y 5
Otthon tigy szdmolta, hogy az utols6 dolgozattal feljavitotta az dtlagt 3,15-re. JI szimolt-c Jani?

T @) Lehetséges-e egy 30 fGs osztdlyban 3,15-6s osztlydtlag? Ha nem, miért nem?
b) Hiny 165 az az osztdly, amelynek dtlaga 3,15 és I6tszdma a lehetd legkozelebb van a 30-hoz?

) Egy jégkorongesapat 6 fobdl dll, dlagéletkoruk 20 é\' Mennyivel viltozik a palydn maradk
itlagéletkora, ha a meces hevében kidllitanak kozii
) 20 éves jatckost; b) 25 éves Jmekmz. ) 15 éves jitékost?

0 Ot kezds sum6birkoz6 ege 7 és fél mizsa. Ha kozéjii il veterin edzdjik is, akkor dtlagos
meaik 35k mal novekeik. Hiny ilozrammot nyom a veerdn edz6”

@D Egytaxisma 2, 1,3, 1, 1,2, 1
egyszerre utazok ik oy

3.3, 1 utast szdllitott egy-egy fuvarral. Adjuk meg az

L) J6zsi kiboritotta a szonyegre az épitdjdtck elemeit, majd hosszuk szerint rendezte Gket. Azt vette
Gszre, hogy négyszer annyi S em-es van, mint 3 cm-es és héromszor annyi 4 cm-es, mint 3 cm-es.
Hatdrozzuk meg az épitGiiték-darabkdk hosszisigainak medidnjdt.

CHI A pékségben az elmilt 15 percben megfordult vésdrlok 4, 4, 6, 2, 6, 5, 6, 2. 5 darab tirds tdskdt
vésiroltak. Adjuk meg a tir6s taskak darabszdménak moduszt és terjedelmét

a) Milyen tipusii diagramrol tudjuk kénnyen leolvasni egy minta méduszt?
b) Hogyan tudjuk leolvasni kordiagramrdl a medidnt?
@7 Egy nem til forgalmas helyen levG jegykiadd automatdba egy 6ra alatt dobott érmék sorban:
10, 10, 5, 20, 20, 5, 10, 5. 20, 50, 10, 5, 50 eurocent.
a) Készitsiink tdbldzatot az érmék gyakorisdgdrol. Hatdrozzuk meg a bedobott érmék medinjdt,
moduszit

b) 1d6kiszben még egy kun sebe esak 50 eurds Vol tele.
Hiny dur emés dobhatotbe, b mediin 20. vltosons?
@B Ziriskor a pénzvilid boltjdban megszdmoltdk  Tgme 5¢ oe e soeiooe
akassziban levs cimlotcket: —_—
) Mi a cimletek médusza? R B B BB

b) A pénzviltnak eszébe jutott, hogy sziksége lesz hamarosan apréra, ezért beviltott a kasszdbol
ugyanannyi 10-est és 20-ast nagyobb cimletekre. Lehetséges-c, hogy a viltds utin a kasszdban
marad6 cimletek modusza 5 lett?
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Kati kémidbdl eddig a 3, 4, 3, 5 jegyeket kapta. Még egy dolgozatot fog fmi. Legaldbb hanyast
kell szereznie, ha év végén 4-est szeretne, és a tandr csak 6 tized felett ndjzl mega anb jegyet?

‘Tavaly enyhe té] volt kardcsony hetében. A hé g mé-
dusra 17, medidnia 0 °C. iaguk 0.2°C. Adjunk meg flyen himéréidet adatokar
Egyik dprilshan 5 napon kerestl cgész énéket aptak a gl nomérsekltre. Alegkisebb énék

volt,a medidn és a terjedelem pedig egyardnt 3 °C. Mennyi lett az 6t nap d(lng1 A médusza,
A még azt is tudjuk, hogy az ot napi dtlaghomérsékletre is egész érick adodott?

Egy épitdjdiékot gyrt6 cég kiegészits termékében dsszesen 110 darab épitdkocka van, 1x 1-¢s,
1x2-es, I x4-es és 2x3-as. Az els hirom fajtib6l rendre 20, 40, larabot szamoltunk meg.
a) Készitsiink tiblizatot az egyes épitokovek darabszimdrol.

b) Mi az épitGkockakon taldlhaté sszekapesol biitykok szimdnak medidnja, modusza?

‘AN &

Az épitGiitékot gydnt6 cég mésik Kiegészitd csomagidban 1x6-0s, 1x8-as, 2xd-es s 2x8-as
épitdelemek vannak, rendre 50, 25, 40 és 20 darab,

a) Készitsiink oszlopdiagramot az elemekrol.
b) Szimitsuk ki, mennyi (egészre kerekitet) biitydk jut dtlagosan egy elemre.

Az egyik osatily 20 s, kizépszinti é g = = ot oot e e
gire késziild csoportja a 40 pontos d«wlgoz‘\lm Rl
fgy frta meg: R T e e e R e

o) Hatheuzmk meg az tasses dolgoat poisindosk dlagh
ryeket: 0-30%: n, 30-45%: elégséges

: jeles. (A e e i jobb jegyet ér)

b) Ennek ismeretében hatdrozzuk meg a jegyek médusziit és medidnjit.

Tandruk a kovetkezs szerint adja
%: kiszepes, 60-80%: jo, 80% vagy

Egy ltainos iskolai osztdlyban megkérdeziék g™ o3 47 ot 125 16

atanulkat, hany éves testvéreik vannak. A ko-

vetkez6 eredmény sziiletett: Testverek 1 4 i e |
) Készitsiink a testvérek életkorainak megoszldsirél kirdiagramot.

b) Szamitsuk ki a testvérek dtlagéletkordt egy tizedesjegyre kerekitve. Hogyan érdemes szdmolni?
(Torekedjiink az arany kiszépiitral)

Ka keschnkomban sssaehasolotika wégadeik il s éretségin seret pontokat. Azeykben
isikban 420. A két iskola dsszesitett eredményeinek dtlaga 360 pont volt.
Hany mnulo rttséginet idén a két iskoldban KUlon K0l ha tdjuk, hogy az ezyik MRoldban
40-nel tobben voltak, mint a msikban?

Egy osalyban o Kivetkeo§ eredmények stttk sz irodslomdolgozaton: 6 eles, O ozepes,

4 clégséges és 3 elégtelen. A dolgozatot irat6 Orsi néni a j6 dolgozatok szdmira nem, csak arra

emlékszik, hogy az dtlag 3.32-nél fevdrozoan nagyobb és 3.39-nél hatdrozottan kisebb.

a) Meg tudjuk-¢ ebbGl mondani, hiny j6 dolgozatot irtak és hdnyan vannak az oszadlyba jarok?

b) Segit- pontositani az adatokat, ha Orsi néninek eszébe jut, hogy a legaldbb kozepest irdk dtlaga
3.87-nél kischb?
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Egy cikkben az aldbbi mondat scerepel: , Mig 1950-ben a hazai fildreriiet 12 szdzalékdt boritoria
km?.)

endd, jelenleg a 20 szdzalékdr.” (Hazink terilete kozelitgleg: 93000

a) Szimitsuk ki, hiny ezer négyzetkilomter erdd volt 1950-ben.

b) Mennyinek tekinthet a 10 évenkénti dtlagos novekedés 1950 és 2010 (jelenleg”) kozo?

¢) Abrézoljuk vonaldiagramon 10 évenkénti beoszdssal a novekedést, ha feltételezziik, hogy
az egyenletes iitemben tortént.

Zsolti taldilt egy érdekes diagramot az djsdgban, Toméisadasok

@8 Egy dolgozatndl a tanulok neviik helyett az

[1756] Lol abagytint fgnek kil élge van: oz eyl bab et o
at. cég vezetése idén uj

dm véletlenil leontotte kivéval, és fgy az egyik
elop e, Saatencsé a ik sabvegében
sterepel n :
—azA mrmckbsl 3800 db-ot, a C-bal pedig

4200 db-ot adtak el idén; \
~ a vezet6 termékek (3000 darab felet) eladd-

sainak dtlaga 3900. a |
) Seimits alpjin mondiuk e, hiny dre-

tadtak el a D termékbol. Vezets termék- '

e e 3 5 et
b) Rajzoljuk meg most mér a helyes oszlop-

diagramot.

D

A, B, C betikbl alkotott hérombetds kédokat e

irtdk fel a papirra véletlenszerten, AAA-t61 R

(CCC-ig. Minden kédot kiosztottak és nem vol- e

tak azonos kGd tanuldk.

a) Hany tanul6 jdr ebbe az 0sz1dlyba?

b) Az oldalt Iithat6 kordiagram mutatja a dol-
gozaton elért érdemjegyek megoszlsit.
Abrioljk oszlopdiagramn is az érdem-
Jegyekel

o Mondjuk meg csak a kirdiagram alapjdn, 5

gyek modusza és medidnja.

L
B
H

o

1,2 misik a baba-
‘mutatéval, a megtérilési ritdval méri a haiékonysdgot: az adott
résrlg v alat eyt ez ermékét oxsjik a doliosdk srimival. A% 153 eévben mindkét
részleg 40-40 ezer darabot készitett el, a megtériilési ratdk pedig 2.5 és 2 voltak.
a) Hatdrozzuk meg, hinyan dolgoztak az elss félévben a két részlegben kiilon-kiilon.
b) Mennyi volt az egész cégre vonatkoz6 megiériilési rita az els félévben?
¢) Szimitsuk ki, mennyi volt a cég féléves bevétele, ha tudjuk, hogy

— babiiik felét sajdt ruhdba ltoztettck, a tbbi babit és a hozzdjuk tartoz6 ruhdkat killon-kilon

~ egy 6nll6 babaruha dra mdsfélszerese egy babatestnek;
~ egy ,fires” baba dra 1500 Ft;
~ a feloltztetett baba dra a babatest és a ruha egyiittes drdndl annak 70%-dval 6bb.
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A Lola babagy4rté cég ruhakészitG részlegének
termelését mutatja az aldbbi grafikon, egy
Kordbbi négyéves periddusban (tizezer darab
termékben). Lithatjuk, hogy a termelés két
évben novekedett, egyben pedig csokkent
az.¢1626 évihez képest.
a) Szamitsuk ki és adjuk meg szdzalékban
atermelés elz6 évihez viszonyitott vilto-

Lot ruhagyiro résdg

Toméhe (10,000 )

b) Szamitsuk ki a valtozasok szdzalékos mérté-
Kének dtlagdt, egész szdzalékra kerekitve. '
) Haa kovetkez5 évben ebben az dtlagos mér-
tékben novekedett a termelés, hany baba-
ruhit gyirtottak 2004-ben a Lola cégnél?

£} 0 £ o

Egy mobilszolgdltat6 felmérést keészittetett egy kizvélemény-kutat6 céggel. A cég hirom kates
ridba sorolta az iigyfeleket. Az A kategdridba az egy nap alatt keveset beszélok, a B kategdridba
a kzepesen sokat beszélok, a C kategdridba a sokat beszélok keriltek. Megdllapitottak, hogy
az A Kategoridban dlag 10 percet, a B-ben dtlag 25 percet, a C-ben dtlag 30 percet beszéliek az
ligyfelek. Az sszes megkérdezett dtlaga 20 percre jott ki. Tudjuk még, hogy

— az A s C Kategbridban egyiitt 25-tel tobben vannak, mint a B-ben, illetve

— a B ésaz A Kategdridban levok kiilinbsége fele a C kategbridba esdknek.
Hiny fs mintét vett a kozvélemény-kutat6 cég a mobilszolgdltats tigyfelei kozil?

Szilvi G munkahelyén recepeids, az érkezo iigyfeleket fogadja. Pdr hét alatt megfigyelte, hogy

2 a hétkoznapokat sor-
szamukkal jeloli, akkor az érkezG vendégek szamit a kovetkezs fiiggvény irja le:

Fi1152:3;435) SR, f(x) = —x? +4x + 10,
a) Melyik napon érkeznek a legtobben?
b) Abrizoljuk kordiagramon az egyes napokon érkez vendégek szdmit.
) Szamitsuk ki az tigyfelek s ak napi dtlagdt, egész értékre kerekitve.

Vegyes feladatok

KE Tibor krumplit hémoz az ebédhez. Ahogy egyre jobban belejon, percenként mindig egeyel wbb
Krumplit tud meghimozni.

a) Mennyi ideig tart a krumplihdmozds Tibinek, ha osszesen 30 darabot kell megpucolnia
s az utols6 percben kétszer annyit hdmoz meg, mint az elsGben?

b) Abrézoljuk oszlopdiagramon az egyes percekben meghdmozott krumplik megoszldsit.

0 Hugi nemrég érkezett meg a boltb6l, ahol 30 eurdt fizetett. Az Gsszeg 40%-a élelmiszerre (kenyér,
sait,felvigot), 20%-a italokra (dsviinyviz, rostos gyimoleslé), 30%-a tisztdlkodoszerre (fogkefe,
fogkrém, tusfirdd) kellett, a maradékbol ragesdlnivalot vett.

a) Hényszor tobbet koltott Hugi az alapvetd élelmiszerekre, mint a rigesdlnivaléra?
b) Abrizoljuk kordiagramon az egyes termékesoportokra kol osszegeket,
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@B Egy ) m alap!cmlcm lakis giz-, viz- és dram-

fogyasrtsit cgy vig kovettik nyomon, janudrisl omeltves ondey

deeemberig, Abaviadatokat egyedévente nsze- | 5

sitettiik, igy keletkeztek az aldbbi vonaldiagra- 23

mok. (A tényleges vizfogyasaids 25-el sorortuk, 2 —

gy az értékek egy dbrdban megjelenithetdek ) i

a) Abrézoljuk a negyedéves gizfogyasztdst 1 em
oszlopdiagramon. "

b) Hiny kobméter viz fogyott el egész évben? 2

) Abrizoljuk a negyedéves dramfogyasztést o5 i " i

@B

@B

Kordiagramon.

Kriszta zsebében 3 darab 2 €, 5 darab 1 €,2 darab 10 € és 3 darab 5 € cimletd fi
) Mi a zsebében levG pénzek terjedelme, medidnja és médusza?

b) Melyik cimlet esik a zsebében levs pénzek szimtani dtlagihoz a legkozelebb?

tGeszkoz van.

Az aldbbi oszlopdiagramr6l leolvashatjuk, hogy

egy nem il forgalmas fagyizban hiny vevs

Kért 1, 2, 3. illetve 4 gombécos fagyit egy §

délelditt. §s

a) Olvassuk le az egyszerre cladott gombocok 12
szdménak terjedelmét és moduszdt. o

b) Hatdrozzuk meg az adatok medidnjdt, és
szfmitsuk ki szimtani kozepiiket is.

Fagya sadisal

Nemrég autéval utaztunk vidékre, és it kozben
@bbszor is littunk dzeket kiilonbozs létszimi
csoportokban. Az egy-egy csoportban litott e cporek 2t gk
dllatok szamarol késziilt a kordiagram.
a) Olvassuk le a diagramrdl, mi az Gzek csoport-
létszdmainak medidnja és modusza.
b) Sazémitsuk ki a csoporlétszimok szimtani
dtlagh s b o, 2 médusz gy
nyole. K ink gyakoris

Ozekameztn

1 tscspuin

atot. 2

A 30 65 osztdly legutébbi dolgozatdnak ftlaga 3.5 volt, dm csak 26-an irtak.

a) Ha a hidnyzok is megérkeznek és megirjdk a dolgozatot, milyen hatdrok kozott valtozhat
az osatilydtlag? Adjuk meg szizalékban is az eredeti dtlagtol lehetséges eltéréseket.

b) Milyen eredmények szilethettek a hifinyzk dolgozatain, ha a teljes oszaly dtlaga végil 3.6 lett?

Egy bank lakossdgi igyfelekkel foglalkoz dga

zatdnak év végi kimutatdsdbol litunk részletet.

a) Becsiiljiik meg a bankbetétek dtlagos nagy-
sfgit a bldzat alapjdn. Miért nem tudunk
pontos értéket mondani?

b) Legfeliebb mennyivel lehet becslésiinknél kisebb a tényleges dtlagos betét nagységa?

) Mennyivel Ichet becslésiinknél tbb a tényleges dtlagos betét nagységa?

0-1 1-2/ 2-3 (3-4 4-

Bankbetet
ayakoriséga (db)
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9.1. KOMBINATORIKA, HALMAZOK

Szamoljuk dssze! — megoldasok

@D ) 22-2=8 5)10,6,4,2,0,-2,-4,-8
@B o) 4 )8,4,0,-4

8 a) 6 b) 3. mégpediga ~2, -8 és 0.
@m 2-3-3=

0B 3-4-4-
@ 3-3=9

@D o) 3-2:1:3=

@D 1-2:2:2:2=24=16

@D 2-2-2.2-2=25=

@D b)3-2-1=6 €2

) A pdonon 21§ Kol S14:3:241 5120 et va egfudetl ogstzan.

=96

2 stis 2 lehetGsége van, utdna pedig az elsG kocsit 5, a mdsodikat 4 jar-
miibol valaszthatja ki. fgy dsszesen 2-5-4 = 40-féle szerelvényt dllithat dssze.
) Mivel megktlongtetk helyeke,a lyan, mintha gysaer linedrs sorb kellene tennnk
hérom személyt megoldds 3-2-1
b) Haa székeket nem kulonhnz(equk meg eg
sokndl dltaldban. Valasszuk ki egyikiiket, és vele kezdjik a sort. Az eredmény 21 =2 lehetdség.
(Nyilvin, ha A mir i, akkor B é C leafeliebb helyetcserélhetnck.)
¢) Mivel dsszesen hirman vannak, fgy mindi dja a misik ketGnek. (Hdrom-
sedsgben minden csiics szomszédos.) Az credmény teht 1.
) Ahalmazok elemeinek pérositdsdt dsszesen  p
33126 okippen végeanedii ol M NI KRS LI WU G
Az egyes hozzirendelések sordn a kovet- 12 2 4 4 6 6
kez fiiggvényeket nyerjiik: O
o o e e e e

(61, akkor tigy kell eljdmunk, mint a kérberakd-

b) Afiiggvények kiziil f(x) és j(x) linedris
nos egyenessel Gsszekotni). A szabilyaik:
f@=2x & j(x)=-2x+8.

a) Legyen akét szin mondjuk piros (P) és fekete (F). A felsG sor-als6 sor ekkor: PF-FP vagy FP-PF.
Tehit kétleheiGség van.

b) Legyen a hirom szin mondjuk piros (P), kék (K) és fekete (F). Ha a bal felsG sarokba pl. P-t

irunk, akkor mellé és ald 2-2 lehetGscg van a sor s oszlop kitoltésére. Ha mondjuk a felsG sor

PEK, akkor bérmit is frunk a mdsodik sor elsG négyzetébe, az utdna levék mdr meghatdrozottak

brzolva a pontokat, ezeket tudjuk egyetlen folyto-




KOMBINATORIKA, HALMAZOK

szint nem frhatjuk sajdt maga ald, oda P-t kell fmi). Az utols6 sor mindew

Kepen cleve meghitirozot. Mivel o bal fesG négyoetet hromieieképp Wiheik g
Gsszesen 3-2-2 = 12 lehetdségiink van a négyzet szinezésére.

Megjegyzs: Ha clég tirelmesek vagyunk, akir egyesével is sszegy(ithetjik a megoldsokat.

Frdem 6 sraégie K. hosy ne gyjunk ki snorét. lcve n Kéststk ol Keossugyomat]

B ) A hits két ajtét osszesen 3 helyzetbe mozgathatjuk. Ugyanis vagy egymds mellett vannak
ajobb oldalon, vagy egymds mellett vannak a bal oldalon, vagy a két szélen vannak.
b) Az a) kérdésre adott vilasztdl fuzgellenul az elw (tikrss) ajté 3 helyzetben lehet: jobb
oldalon, kozépen, bal oldalon. fgy a valasz: 3-3
Al sttt ol it 0 et v 2 K Nl detor Mivel s sl
afels6 rész egymastol fiiggetlenill dllithatd, ezért a keresett érték (3-3):(3-3
A feladatra két megoldst is mutatunk.
Rajzoljunk egy ABCD deltoidot, és irdnyitsuk a kért szakaszokat mondjuk A-t61.
Legyen AB=b, AC=¢, AD=d. A b+ +d vektorok 6sszeadsa tulajdonképpen egy titvonalat
ad meg. Mindegyik vektort kétféle irdnnyal tekinthetjiik. Mivel a deltoid AB és AD oldala, illetve
AC diéja nem Iehetnek pirhuzamosak, fgy a kilinféle irdnyitdsokkal Ssszesen nyole kilonbsz
pontba jutunk el (az eredeti irdnyitdssal példdul a P pontba jutunk A-bol).

»

1

A misik megoldshoz jusson esziinkbe, hogy valamely b vekiort ellentétesen iényitva 5 vekiort
kapjuk! Ekkor a feladatot & is: hanyféleképpen oszthatjuk ki
a+6s— eldjeleket az eredeti vekmrmm,,ben- (- B)+( & +( d)? Mivel hirom helyre kell
akétféle jelbol befmunk egyet-egyet, ezért a megolddsok szdma 2-2-2 =8,

még nem fejezhetjiik be is kell a feladatot. Ha ugyanis
a deltoid rombusz, akkor b+ d= ¢. Ekkor eldfordul, hogy kiilinbisz elGjelkiosztdssal ugyanabba
apontba jutunk: +d=-b+é ﬁ fiay csak 7 killonboz6 megoldist kapunk.
Megjegyzés: A vektorok dsszeadisa felcserélhetd mivelet, ezért b, & d somendjét nem kell figye-
lembe venniink a megoldis sordn!

Halmazok — megoldasok

) a) Nem, mert nem egyértelm. b) Tgen.
¢ Igen. d) Nem, mert nines réla informdcionk.
¢) Igen.

@B o) A ={xeZ|0<x<6). B=(x2xeZ & 0<x <10}
b) € = {rovid magyar magénhangzk}, D = {a ,Rékéczi FC” méssalhangz6i}

101
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B A Venn-diagram az dbrén lithat6. (=)
3, ®)

D o) Igen. b) Nem. T3
¢) Nem. d) Tgen. d3
W
() @) Veégielen sok ilyen szim van.
5)5-8-9=360
03 Jelo

. kirdly: k, felsd: f, also: a. A kételemi részhalmazok:
(& k), (&f), (d&a), (kf), (ka), (fa).

@B o) @, {2}, (3), (5), (23}, (5}, (35}, (235)
) (141, 1190, (116), (4:9), (4516), (9 16].

K A-ra végtelen sok megoldis adhatd, a legsziikebb: A = (@ ().

@38 o) (1), (2} 3}, (152), (1 2.
b) Végtelen sok.
) a) Igaz, hamis, igaz, igaz. b) Igen, az E halmaz. Nincs.
¢) Tgen, az A halmaz és a C halmaz.
{07 a) Rc P igaz. b) P T igaz.
¢) Egyik sem igaz. d) gaz, igaz, hamis, hamis, hamis, hamis, igaz.
@ a) Korvonal b) JFudpilya”
¢) Zirt sév. d) Lekerekitett sarkii téglalap (1 hozzitartozik).

"’ ‘ |

) o 4
20m 20m

102
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@7 a) Ha B-nek van olyan eleme, amely nem eleme A-nak, ugyanakkor nincs olyan elem, amely
mindkét halmazban benne van.
b) Ha B-nek nincs olyan eleme, amely nem eleme A-nak, ugyanakkor nincs olyan elem, amely
mindkét halmazban benne van, azaz ha B =
¢) A mésodik halmaz részhalmaza a harmadiknak.
D o) Gombfeliilet
b) Nyitott gombest.
¢) Az AB szakaszt felezd, ré merdleges sik.
d) Hengerfelilet, tengelye az e egyenes.

WD (1:2:3), (1:2:4), (1:2:5),
(2134, (235, (236}, {
{0 a) Akioltou tdblizat:
@ @by @b} @h,o,dy
0 lemd részhaimaz 1 1 1 1
A lemd részhaimaz 1 2 3 4
2elemd részhalmaz - 1 3 5
3 elemi részhaimaz - = 1 4
4 elemi részhalmaz - - - 1

b) A szimok a Pascal-hdromszog soraibl valok. Ennek otodik sora: 1: 5; 10; 10;

Ekkor felszabadul az els6 ot szoba,

Mindenki koltzzon tttel nagyobb sorszdmii szobibs
iz oda be lehet koltoztetni a csaldd mind az ot tagjét.
b) Végtelen sokszor végtelen sok érkezdt kell elszdlldsolnunk. ElGszor is keressiink joI beazono-
sithat6 végtelen ldncokat a természetes szimok kozot. llyenek példaul a kilonbozs prim-
hatvényok: 21, 22 23,24, ...; 31,32, 33, .1 51, 52 5%, ... sth, A termaetes seinck ksain
végtelen sok prim van, és minden egyes prim hatvényainak sorozat égtelen sok elem van.
Tehdtvan helya végielen soksaor végtlensuk ékeatnek, ek ol ell srabadanunic a s70-
ildjiik minden n-edik primhatvany szoba lak6jit a 2n-edik prim ugyanannyiadik

Oda kell bekoltoztetni az érkezoket. mégpedig a kovetkezoképpen:
Abuszok lésszdima (pl. s5) jelentse a hatvanyKitevét, a husz sorszdma pedig azt, hogy hanyadik
ldncba keril az utas a kﬁvelkeuﬁfurmula szerint: az n-edik buszhoz tartozzon a (2n — 1)-edik
prim. Konkrét példan: k meg, melyik szobdba el mennic a By jeli busz 13. székén
helyet foglalé nlamak Srobaszim a @-4-1 ik prim hatvanyainak lincolatdban
a 13, ldneszem, vagyis a 13. hatviny. Mivel a hetedik prim a 17, fgy a kedves vendég szdmira
a 17" sorszdmii szoba lesz kiutalva.
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@) A szakasz mentén cay hengerpalist, a K&t végén pedig cgy-cy Elgomb. (GyGeyszeres kap-
szula.) Csak a felilet tartozik a halmazhoz
b) Atéglalappal y-egy vel és felette), oldalaindl fél-
hengerek, sarkaindl pedig negyedgombuk (Hn\nnlmn mint amikor a Iégpdmds hajo felfiijja
alégpamikat.) A megoldds az egész test, hatdrold feliiletével egyiit.
¢) Lekerekitett szl téglatest, ahol a lapok egybevigéak az eredeti lapjaival, oldalélei negyedhen-
gerek. sarkai nyolcadgombisk. (Régi utazbdrond.) Csak a nyitott test tartozik a halmazhoz!

Megjegyzés: Erdemes meggondolni, mennyiben viltoznak a fenti alakzatok, ha kiinduldsul nem
Zdrt, hanem nyitott (vagy félig nyitott) szakaszt, téglalapot, téglatestet adunk meg!

Halmazmiiveletek — megoldasok
B AN B=(7:4361)
D ) Négy: @. (1), (3}, (1:3). b) @, A Azis lehet, hogy a kettd egybeesik, ha A = U.
@ AND=@; BAC=@; EnD=0; EnC=@; EnB=0; ENA=0.
@D o) AUB={1:345679); AnB=(1;35); A\B={246); B\A={7:9).
b) Barmely C halmaz, melynek részhalmazaa (7; 9)
() @) Komplementerck.
b) (A\B) U (B\A) vagy (AU B)\(An B), AUBU(AN B) vagy (AN B)U(ANB).
0 @) A\B=(b;e; g: b},
B\C= (d 5
AnC={acegh),
AUB={abieidie fghiijikilm).
b) A\BUC)=(b).
¢) A Venn-diagram az fbrn lithato.

{5 a) Akét halmaz megegyezik.
¢) Az elsG részhalmaza a masodiknak.

b) ()
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{IB Készitsink Venn-diagramot. ElGszor u'Juk he a metszetet (x; u),

‘majd t6ltsiik fel a B halmaz A-n kiviil es 261 (13 1, y; 2). Amit (A7 )
az uni6bol eddig nem fiunk sehova, ' Kerth a2 A balss B
kiviil részébe. Igy kapjuk:
A={p.q.s.ux}.
@8 o lgaz. b) Igaz. o Hamis. ) (A\B)\C < A\(B\C)

D o) AU (1:2:3;4) =

b U= 3;- 2,—|:o:I:Z:J:41,czéni=(—5 —4:3;4).
T8 a) Birmely kett6 diszjunkt.
b) [B\AUO)] U [AnO\B
[C\@B)\(B\A):
ATBUCU[(AUC)NBNANBAC)).
o ABUC)

feltétel szerint A vagy B halmazon kiviil nincsenck
k Haladjunk a Venn-diagramby

o3
belilrGl kifelé. fey A= (152;3;4,6,7), o
a) Elemeikkel megadva: U= (0; 1523 3:4;5; 6, 7: 8:9);
A={2357)
B=1(0:4:6:8;9).
Ekkor AUB={1}.
b) Elemeikkel megadva: U= (0; 15 2: 3:4;5: 6, 7: 8: 9);
=135
B={6:7:8:9}.
Ekkor AUB = (0; 154},
@D «) Elemeikkel megadva: A = (1; 96;97; 98; 99; 100};
B= (%357 11 ..7% 79 83:89;97);
16

c=10; ;16;
D={4,6;8;9; 10;
ey B.DcA.
b) Igen, B és C diszjunkt, hiszen nem lehet egy szdm egyszerre

prim és négyzetszim. Hasonléan nem lehet egyszerre prim
Gs dsszetett s egy szdm, ezért B és D is diszjunkt.
) A Venn-diagram az fbrdn lithat6,
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@0 ) A Venn-diagramok az dbrdn lithatok.

b) Toltsiik fel a Venn-diagram dsszes mezGjét g Ja = (%] A =)
py-egyssimiml padiul: A~ 152345
B 6). C=(4567). PSS A
& ©
BUMANC)=(23456) ® ©
&

B BUUNO) (USR]
) Amisik halmazhoz nem tartozo részeket iiressé kell tenniink:
Bu@ANC)c(C\A)UMANB), ha ANC\B=B\(AUC)=
Forditva,

(C\MHUMANBICBUMANC), ha C\AUB)=D.

D a) A 2 eleme A-nak és B-nek is, de nem eleme C-nek. Hasonléan,
11 eleme mindhdrom halmaznak. A 3 és 4 helye is rogzftett.
EDDG] és az utols6 feltételbdl udjuk, hogy az 1, 5, 6, 8 clemek
valamilyen elosztdsban a B vagy C haimaz mstol diszjunkt
részébe Kerilhetnek. A maradék 9 és 10 fgy csak az \
részbe fthatok. Azaz A = (2;7;9; 10; 11}. A Venn-diagram
az fbrn lithato.

A B halmaz mér most is tartalmaz két pérat- e T ——

lan szdmot, fgy oda nem keriilhet 1 és 5. ezek T

csak C-be eshetnek. A 6 és 8 helye azonban REGTEG (154591011

tovibbra is kérdéses. Mivel (6bb informd-

£ 2 {234 } {1
ciénk nincs, igy négy megolds Iehetség

6.8€B:; vagy (6eBés8eC) 3. 23418 {13 10,116}
vagy (6€Cés8eB) vagy 6,8€C. 4 @411 (13,4591011,68

) ) Ametszet lehet

~ ires lulmu (ekkor e 65 Ky elkerildk;
len
7egyellen ponl (ckkor ¢ és k; érintdk,
lenk =1y
-7 soakasz (ekkor € € &y mers,

kyl=eo).
(Ulohbl e pont lenne, ha krvonalrdl lenne sz6, most viszont zdrt korlapunk van.)

b) Ametszeteket lisd az dbrikon. Két kiilonbozs
sugari korlap lehet diszjunkt, érintd, mes:

. 4 L L3 L3
& réchainaza egyk a miskaak. Koncent
rikus Korlapok esetén is ez utobbi a helyzet.
) Korgyr, a két kor kozotti rész. A kils kor- o b
Ky H

vonal igen, a belsé kirvonal nem tartozik
ahalma

hoz!

Erdemes dtgondolni, mi véliozik, ha zrt helyett nyitott korlapot, illetve a korvonalat

adjuk meg!
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@ A megoldis az dbrakrdl leolvashato.

' o5k [0 oy @‘i@:;:

G FOBaR

@ @) A metszet iires halmaz, ha

elkeriilik egymést. 4 [ a4
Egyetlen pont, ha az egye-

nes érinti a hengert. . ¥
Egy egész cgyenes, ha a a e’
henger részhalmazként tar- L

talmazza az egész egyenest.

Végiil birmilyen hosszi szakasz, ha az egyenes dofi a hengert. (Ne feledjiik, zdrt henger-
testrol van sz6!)

b) Az egész sik, ha az egyenes pirhuzamos

asikkal és nines kozos pontjuk. 5 g G .
Két diszjunk félsik, ha az egyenes a sikban

futott. ) >

Egy pontban kilyukasztott sik, ha az egyenes

difie a sikot. o U

¢) Az egész sik, ha eredetileg diszjunkiak vol-

tak a hengerrel.

et diegune 6k, b vt Kol ook
Ka kél 4 i 1a ¥

dtmérgie lehet). A metszet Ichet egy lyukas

sxk ahol .nyuk kér (ha a sik merdleges
 vagy ellipszis (ha a sik v szbget zir be a henger

:cnuclycvcl)

gjegy: .y a ik valban ellipszisben metszi a hengert, bizonyitani nem tudjuk (kizép-
o lanulménynlnk sorfin késibb sem foglalkozunk vele).
@ o) K={(yllxI<1ésxyeR) vagy K={(sy)|-1<x<1és xyeR)
={wlly-21<1 6 xyeR) vagy L={(s»|1sy<3 65 x,yeR).
b) Jelolje K" a K. L’ pedig az L elforgatdisibol kapott sdvokat,

A\ exsk W fenit ot LK o' cnnk U e v

satirozott; K’ L' pedig a

Halmazként felirva dket (mmdcn esetben x, y €R):
Iyl <1 és (r<-3 vagy x>-1 /
={yllr+21<1és (v<-1 vagy y> D); /
eyllxl<tesly-2l<1}

,
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a) Amit biztosan beithatunk a halmazdbraba, az a harmadik,
e 2 olea eIl adidlc . 10/E i et
az 1, valamint az 5 csak a B-be kerill. (A B)\C ires.
' misodik, illeve 42 o6 eldt fehétetbol (Cr\ BN\A
részben egy elem van, ez vagy 2 vagy 7.
Ennél 6bbet nem tudunk, ezek szerint
B={1:57:10) vagy B={1;25;10).

b) A feladat feliételei megengedik, hogy a 7 az A-ba es
tudjuk pontosan megmondani.

) Folyatvazz o) ondolatmeneir, C-ocl ey
A-b6l még két elem hidnyzik. A szabad
clemek a 3, a 8 6 9. Ezek kozil kell kettot
csak A-ba, egyet csak C-be fmi. Ez hirom

4 C-hefoui. & 2 e 27:10:8)
IehetGség. Bre volt még kettd, igy a fel-
adatnak 23 = 6 olyan megolddsa lehet, 3 {710 ;5102 | 27109
amely kielégiti a feltételeket. A tiblizaban 4 @i0gi0) (L5107 (27103
lithat6 hat lehetGségbdl kellett felimi hérmat.
5 G507 @710,8)
6 5107 @710,9)

Halmazok elemszama, logikai szita — megoldasok
@B Iwl=
@5 a) 6 elemd: {e,i,a,6, 1, 6).
b) 4 elemd: (@; {a); (b}: {a, b)),
) Végtelen sok eleme van: {szabdlyos 3-, 4-, 5-, 6-, 7-,
d) 6 elemd: {2;3;5:6; 10; 15}.
D IT1=123+45+87=255
) [AUBI=20+32-14=38
G Két megoldast is adunk.
1. Alkalmazzuk a logikai szitdt:
26=INUD|=INl+IDI-INADI=15+20-INADI,

ahonnan a metszet elemszdma 9. Vagyis csak ddnul | D| =[N A D= 11 {6 tanul.
1L frjuk a Venn-diagramba az elemszimokat a metszettel (x)
kezdve. x helyére olyan szdmot kell imi, hogy (o )
15 -x+x420-x=26 0
legyen. Ez x = 9-re teljesiil. fgy csak ddnul 20 -9 =11 f6

M Két megoldist is adunk.
1. Alkalmazzuk a logikai szit

10=|Ul=IFUKI+x=IFl+|KI-|FAKl +x=5+4-1+x,
ahonnan x =2

108



1L Jeldlje U a barti tarsasdgot mint alaphalmazt, F a fociért,
K akosirlabddcrt rajongok halmazél muk az elemszdmokat
a Venn-diagramba, kezdj tel. Utdna (lsik fel
F'5 és K-t 4 elemre, m
A megoldds 2.

{9 Jelolje T a tarka farki, H a hosszd cs6rd szarkdk halmazt. A logi it alkalmazva:
|70 HI=200-0,6 +200-0.7 ~200-0.4 = 180,
fgy a rovid esdrii és egyszind farktolld madarak szdma 20. (Ez az sszes maddr 10%-a.)
{18 0<|N DI <4. (A golybstollak dsszes szimra nem tudunk mit mondani, mert Magdinak lehet-
nek olyan tollai i, amelyek az emlitettekiSl kiilonbozok.)

M) Legyen J a joképt, O az okos fiik halmaza. A logikai s

Rajtuk kiviil vannak még nyolcan, akiket a ldnyok — papiron Iegalahbl\f kikosaraztak. gy 17 fii
jar az osadlyba. Evelinen és Lilin kiviil pedig még 14 Idny tanul ott, Ssszesen 16-an. Az osztdlyba
‘eggyel (6bb fid jdr, mint ldny.
@ Keétféle megolddst is adunk.
1. Logikai szitdval: Jellje Hi a hintdz6, Ho a halmazait,
nem jeloljik kiilon, beleesnek az sszes bolcsist tartalmazé U univerzumba.
14=|Ul=|Ho U Hil + 2 =|Hol +|Hil -|Ho " Hil + 2=9 + | Hil -5 +2.
Innen | Hil =8, a csak hintdzok szdma pedig 8~ 5 =3,
. Venn-diagrammal:

D Nem lehetséges. Minden szim vagy az egyik, vagy a misik halmazba esik. A két halmaz uniGjdnak
s-sel jelolt elemszdma:
2.3
Zosaes
3°7%

ami szerint az union kiviil is vannak még elemek. Ez viszont ellentmond az elsG feltételnek.

Jelolje a télban levG g darab gumicukrok koziil A az dllatos, S a tobbszind cukrok halmazait. Ekkor
Ul=g=lAUSI+01-g=|Al+IS|-1AnSI+0,1-g=
=04-g+08-g-1AnSI+0,1-g,
ahonnan |A A S| Mivel 10% pontosan 9 +6 = 15 cukrot jelent, igy a tdlban Gsszesen
45 darab szines allalfgurm gumicukor volt. Azéta persze Eszter is evett belGle.

@D a Jelolje M a matematika, N a magyar nyelvtan hizit készitok halmazat. Ekkor
Ul=IMUNI+3=IMI+INI-IMANI+3=13+15-8+3=23,
Acsoport 23 f6s.
Megjegyzés: A misik lehetGség Venn-diagramba fmi az elemszdmokat.
b) Csak a matek hizit 13 -8 = 5 £ készitette e, ez pedig a 23-nak 100 % ~21,74%-a.
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W Jelolje az eperfagyit kedveldk halmazit E, a mélndsokat M,
acittomot szereGet C. Rajzoljuk fel a Venn-diagramot, majd
haladjunk belilrdl kifelé. Az dbréba kerilt szimokhoz még 13-t
kell adnunk, igy az osz1lylé

1+2+3+4+13=2316.

Az ¢ls6 mondat alapjdn U'=V U P, ahol V a verseket, P a prozt tartalmazé kinyvek halmaza.
y [VI=9, [P|=7 és [V Pl > 1. Mivel legaldbb egy olyan kinyv van, amelyik
csak prozdt tartalmaz, ezért a metszetben legfeljebb 6 kinyv lehet, fgy

62lvarlz1.

Alogikai szitét felfrva:
152|U1=9+7-VAPI210.
A polcon vt Kty vek iz 104011545 terjedhet
: Misik lehetdségké a di is
B Kezdjik most logikai szitdval. Jelolje U a helyszinen tartozkoddk
halmazdt, V a védot, K a kozéppdlydst és Cs a csatdrt mér
jétszott fidk halmazait. Ne feledjiik, Ede és a hdrom kapus is ott
volt a megbeszélésen, de nem jelentkezett! Ekkor
Wl=1+3+IVUKUCsl=4+IVI+|Kl+|Csl -
=IVAaKI-IVACsl-1Kn Csl+IVN KN Cs
=4+19420+22-10-9-11+4=39,
Ugyanez Venn-diagrammal az brén lithato,

Jelentse H. I, P azon fik halmazait, melyek mellett hovirdg, ibolya, pipacs terem. A sziveg
szerint minden fa mellett nyilik valamilyen vadvirdg, igy a szita formula:
2

Innen adodik, hogy az Gsszes fa —rc 20 darab, vagyis a kertben 300 fa taldlhato.

a) Az (1) feliétel szerint (A 1 C)\B-be nem esik egy elem sem.
ahdrmas metszetbe viszont 5. Ez és a (6) feltétel szerint
(A B\C-ben 3 clem taldlhat6. fay C szamossigval végez-
tink is, mert csak C-be 4 elem esik (hogy (3) alapjdn Ssszesen
12-t kapjunk). Persze nem ez volt a kérdés.

A (4) feltétel szerint fthatjuk be x és 2x kifejezéseket. Mivel

(2) miatt B-nek 10-zel tbb eleme van, mint A-nak, igy

csak B-be 2x +‘7 l‘mul Az (5) feltétel szerint pedig 2-2x=2x+ 7 + 3, ahonnan x= 5.

b) Osszeadva az egyes részekben levi

okat, az eredméy

a) Jelolie B, H, P aBécsben, nazait. Mivel 55%-uk
csak egy vérosban, gy o ks vagy1< 27 16 1hb helyen i Tudjuk hogy (H 0 P)\B iires
halmaz, ezért

27=21+15-|HAPABI.
Innen a hdrmas metszet elemszdmdra 9 adédik.
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b) Beirhatjuk csak H-ba a 3-at, csak P-be x-et és csak B-be
2x-et. Mivel a 60 fs tirsulat tagjainak 55%-a csak egy
virosba jutott el, igy

3B=3c43,
ahonnan x = 10. Ez alapjdn Bécsben 47 6, Helsinkiben 18,
Prigdban pedig 31 £6 jitszott.

a) Erdemes eldszor értelmezniink a kijelentést. A metszetiik elemszdma’:

az. elemszdmaik szimtani kozepe pedig (mivel hdrman vannak):

szerint eldbbi nem nagyobb, mint utdbbi, azaz kisebb vagy egyenl6:

lanBncCl<

Ezt kell igazolnunk

Mit tudunk birmely metszet elem
alkot6 halmazok elemszdmaindl

fagyis.

1Al+1B+Ic|
——

\Anﬁac\slA\. lAanBnCl<IBl ¢ lAnBnCl<IcCl

Osszeadva a fenti hdrom egyenldtlenséget, majd hirommal elosztva, éppen a kérdezet dssze-

fiiggeést kapjuk.
Megjegyzés: 161 litszik, hogy a kijelentés dltaling
b) A mésodik részben

lAnBnCl=

Utébbit megszorozva hirommal:

Rendezzik a kovetkezoképpen:

(1Al=k)+(1BI-k)+(ICl- k)=

Most vessiink egy pillantdst a Venn-diagramra. A feladat sz0-
Vege szerint x, y. 2 egyike sem Ichet 0. Ulul\é egyenletiink
ezen feltétel mellett csak tgy lehetséges, 1és
tovibbi clemet nem tartalmaznak a Yool Aoz unicjok
clemszdmira:

[AUBUCl=k+3.

Megjegyzés: Kideriit, hogy a hdrom halmaz elemszdma egyenl:
¢) Gondoljuk meg, hogy a feltételeknek meg-

felel6 két véglet az aldbbi két lehetséges

helyzet az elemek szdmira.

Az els esetnél 1bb eleme mdr nem lehet

az unionak.

A misodik esetnél pedig kevesebb eleme

nem Ichet az unionak.

Az ibribol pedig leolvashatjuk a feladatra adott vilaszt is:

1.5n-0.5k=3

s |Al+1Bl+Ic| _
s

k+l1.

+k<IAUBUCIS3-(n-Kk)+k=3n-2%.

L0

lanBncl,
lal+1Bl+lcl
3

. Akijelentés

ir61? Példdul azt, hogy Kisebb vagy egyenld az 6t

that6 birmennyi véges halmazra.
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Szamegyenesek, intervallumok — megoldasok

a) és b) intervalluma az dbrén lithat6.
o J=[-21]
d) H={reR|-1<x<3}

a) Az 1 6 K intervallumok félig nyitott, félig zdrt,a J nyitott, az L pedig zdrt intervallumok.
b) Igen, JC K és LCK.
¢) Egészitsiik ki K-t a jobb végponttal. A megoldds: K= [-2;2].
a) K nyitot, J i, I balr6l zrt, jobbrol nyitott, L pedig forditva, jobbré zdr, balrdl nyitott.
3 J= 15 0[ L [3; 4]
i 6]

4 iszjunkt intervallumok.
[-1:4]: R=(-1ju[47]

a) l:{xelR‘

{0 @) A megadott intervallumok dbrdzoldsa az egységkorben:

b) Azld szinnel dbrizolt szog: [135% 225°[.
A piros szinnel dbrizolt szog: [270° 360°[ vagy [-90° 0°[.

@D a)-d) Ne feledjiik, I 6s J két-két részbol
all dssze!
¢) H={xlxeR é Ixl23),

G(2) s I(<) esetében igen,
T=1-5-1[ U [0: e[

B ) Ot van a fiiggvény zérushelye, ahol gorbéje
metszi az x tengelyt. Az adott figgvénynek
3 zérushelye van, az x=0, az x=5, valamint
az x=7 helyen.
b) Ot vesz fel negat
gely ald megy
mokon.

értéket, ahol az x ten-
intervallu-

) Novekedési intervallumok: [-15 1], [2; 4],
[6:8].

112



KOMBINATORIKA, HALMAZOK

{78 a) Feliil nyitott negyedsik.
b) Negyedsik, amelynek levigtuk a sarkdt. A tengelyek feldl nyitott, esak a rovid vizszintes
hatéra tartozik hozz.

¢) Csak feliil zirt téglalap.
d) Csak felil zért négyzet.

a) b o 1 q
5 5 B
B . . :
T RN ERE L TEET E S AT
@D «) U=R, A={xeR|x>-2)=[-2e Deoeonas
b) U=R~ H={xeR|0>x2-2)=[-2;0[. o
¢) U=R§. H=U=[0;o] bl
(A H ebben az univerzumban ires halmaz.) o
A U=(4321:0; i -4; ..
H=(-2-1;0;1:2: 3;4). Sl E O R T
B «) ElGszr érdemes az adott dbrazolni majd segi akér-
ses i i A keresett i alulrl felfelé, sorban
taldlhatok.
to—s Wono——————
tonko—e " e
Ko—o0 N T S—
P— oe—b
Knle—o
J— Lok
o ta 456789 ERRREREERER]

Lak=1%5]. Kni=[46]. 1ny=[a6]. S=]7e[
wunk=123lule:7]. (KUHL=]5; e
b) Az aldbbi i nem dbrézoltuk sz csak leolvastuk
L=]5if, T=]2:6[. TOJ 4l
TUK=]23]ulnie], TULUK=2.

{0 a) Mindkeudt kiilon-kiilin
eredményiil (kizben negati

nevezore hozva, majd azzal megszorozva és dtrendezve kapjuk
immal nem osztottunk, szoroztunk):
x>-5 & xs<3.

b) I=]1-5; o[, J=]-0; 3],

|-5:3], I =300, ST =0, -5]. fo——

d) 1UJ =R, hiszen egyesitésiik magdt a szim-
cgyenest adja.

—_—

5545821012354

13) -
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@I a) Erdemes felrajzolni néhany intervallumot

" MEGOLDASOK - 9. EVFOLYAM

(azmlcrvallulnol n indexével jeliltik). EbbS] Jo—e
juk, hogy végtelen 1épesdrdl van Jye—s
sz6. fgy kinnyen vilaszolunk a kérdésekre: , S—e
hnhak=(2) i
R R R R R ]
) (Vs =[1:2[ 0 ]45]
1088

A rajzolds eldit érdemes fiiggvényként gondolni az ésszefiiggésekre, a)-ban példdul y 3

illetve y = x— 3 alakban dbrizolni a linedris fiiggvényeket, majd utdna szinezni az egyenlGtlen-

ségnek megfelelden! Az se feledjik el hogy meg kell mondanunk, hogy a kialakult alakzatokhoz

mely hatirok tartoznak hozz4, és melyek nem.

a) A K tartomény a /// irdnyban satirozott, L pedig W. Az L\K tartomdny a csak W\ irdnyban
satirozot fels rész (negyed sik), e s ook oo

b) Akérdéses ponthalmaz egy pérhuzamos egyenesek kozitti sdv egy darabkda lesz (a derckszogd
hiromszoghtz a befogok nem tartoznak hozzd, esak az dtfog6). Az utolso feltételek miatt végl
az x—y -1 feliétel mindig teljesiil.

o) S

b)

) Az N és az O is egy-egy sivot hatdroz meg a sikon. M irdnyba dolnek, és szélességiik sem
ugyanaz. Ilyen ponthalmazokat gy is megkereshetiink, ha kiprdbdlunk j6 néhdny pontot a stkon,
és ellenrizziik, igaz-o réjuk a feliéel. Elég sok pont utdn mir lni fogjuk a szablyszerdséget.
Az O\N eredménye két félsiv (a csak \\ irdnyban satirozott részek). Hatdrai hozzd tartoznak,
hiszen N a hatdrait nem tartalmazza, fgy nem is vetik el Gket O-bol.

d) P nem egyenltienséget tartalmaz, hanem egyenletet, ezért nem kell satiroznunk: egy négyzetet
kapunk. Q-ndl oda kell figyelni arra, hogy x és y is csak egész szimok lehetnek! Tehit itt sem kell

atromnk sk egés Koordinitdfponokat befel . A pontokata ket saggatot voalal
jelolt rombusz sz€lén vagy azon beliil kell keresni (négyzetricsos fiizetben hamar megy). A kér-
leses P O metsset res balmaz, hissen :gy k gomboc sem esik a négyzet oldalaira.

<)
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) Abrézoljuk az intervallumokat. Barmely nagyobb indext

intervallumnak részhalmaza egy kisebb indexd: el
el fo—e
ahol p < g pozitiv egészek. S

b) A tartalmazésok miatt az dsszes intervallum metszete az els intervallum: /
c ) Egyesl’lé k aszimegyenes pozitiv fele, azaz R*.

¢) részfeladatra adott vlasz pontos bizonyitdst csak késobb adhatjuk meg. A gon-
dolal lényege bogy bimilyen (nagy) poetiy sxfot 3 vilaszak, elSbh-udbh belelertl
imba. Példdul az 111111111 eleme lesz elGszor az 111111111, intervallumnak,
aidar i JOVO sszes tobbinek, igy uniGjukna is.

a) Intervallumként: J, :[0

n =
he—o
) Asuimegyenes cgyetln pois,a 13 gar hogy clemeaz - po—o
jumnak. Van-e rajta kiviil masik ilyen érek?  se——o
Nyll in negativ vagy 1-nél nagyobb szdm nem lehet a metszet- 5 +

ben, hiszen egyik intervallumnak sem eleme.
Mi a helyzet a 0-hoz nagyon kzel levG po:

v szimokra? Vilasszunk egyet, példdul
a m -t Ez elég kozel van a 0-hoz. Viszont az intervallumok jobb végpontjai ha lassan is,
de egyre kozelebb keriilnek a 0-hoz. Az 1000000, intervallum jobb végpontja példaul pont
akérdéses érték, vagyis annak mdr nem eleme az. — L Az > 1000000 intervallumokra
1000000

biztosan nem, azaz az Gsszes metszetébe sem keriilhet bele. A lényeg, hogy brmilyen pici
pozitiv szimmal is problkozunk, mindig ezt kapjuk. Tehit a 0 az egyediili szdm, amely
a metszetben megtaldlhatG,

D ) Az dbra nagyon hasonlit az ez feladatban szereplGre, csak =
Kicsit durendeztiik a szakaszokat. —
) A metszetiik iires halmaz. Ha a 0 fel6l zért intervallumok
lennének, akkor a 0 eleme lenne mindegyiknek. gy viszont —_—
birmilyen kicsi negativ szdmot is vélasztunk, pl. ~0.001-et,  —t—r—r—r—t——n
el6bb-utGbb a bal végpont Aépi ezt az értéket.
Akonkrétan emlitett ~0,001-¢t az 1001. intervallum mdr nem fogja tartalmazni, hiszen

~0,001=

R
1000 < 1001
Természetesen az utdina jovGk sem, fgy nem lehet a metszetnek cleme.
¢ Leolvashatjuk az dbrérdl, hogy
1
[n n+1[’

: EI626 és jelen feladat b) pontjdban emlitett gondolatmenet vezet el minket késbb
ériék és a torlddsi pont fogalmahoz. Megfigyelhetjik azt is, hogy mindkét esetben
hasonléan gondolkodtunk: egy éréket vilasztva belittuk, hogy az nem megoldsa a feladatnak.
Az ilyen gondolatmenetet indirekt bizonyidsnak nevezziik.
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Vegyes feladatok — megoldasok
@B a) 4-3-2-1=24 b4 )6
@D 3-3-3:3=81
D a)3-4-2=24 b)3-4-2:3=72

03 0 2-2=4

@D @) 3-3:5=45 ) 8:7:6:5:4:3:2:1=40320
€)20-19-...-3:2:1=243-10'% d) 14-13-...-3-2:1= 872100
¢ 3:2:1=6

a) {10; 12: 15: 20: 30; 60}

b) A Venn-diagram az dbrén lithato.
¢) lgaz, igaz.

b) {a;b}, {a;b;c), (a;b;d)

@D ) A\B= (0; 10; 14}, B\A = 15;18),
AUB=(0:2:3:4:6:8:9:10: 12: 14: 15: 18), An B = {6: 12}
b) b ) B={ 0},

ANB=(-1:1:5:7), AB=(-1: :3:5,6:7:9)
@D a) A Venn-diagram az dbrdn lithato.
b) B\A=(1:10}, C\B=(2;3;6;8),
ANC=(27:8), CUB=(1:2:36:7:8:9; 10}

) B\AUCO)= {1}, An(BUCU (11})=(1:3;6; 10},
AABUANOUBAC) = (1:3:45:6)
AUC\B={6:1)

@D |AUB|=82=56+93-|ANBI, innen |4 N BI=67.
B Jelolje G a gitdros szamok halmazit, D a dobosokat.
GUDI=IGl+IDI-IGADI=13+10-8=15
A Vizilovaknak 15 sajét szdmuk van.
Kétféle megolddst is adunk.
1. Jelolie H J ajimiveket, M a tartalmaz6 képregények halmazt.
IHOJOMI=30=IH|+J1+IM|-IHAJI-IHAMI-lJAMI +|HAT A M=
=14+9+20-3-5-[HAM|+1,
innen |H A M|= 6. Mivel a hirmas metszet 1, ezért az egyiitt gyalog jdré mese- és
szuperhdsoket felvonultatd képregények szdma 5.
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11 Venn-diagrammal:
Dividnak 30 képregénye van, igy
144244415
amibdl x=5.

@) Az intervallumok dbrazoldsa:

L—o

b)NK=]-1:1[, JnK=]23]. KuL=[0:3] e

) Igen, J és L. Igen, LC . Jo—s
——

SRR

s x<2. Abrizoldsuk: 7
T

e
435210 123

d) I\ = ]-e0;-3]
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9.2. ALGEBRA ES SZAMELMELET

Betiik alata a ikaban — a
@0  Sn+d.neN; b)8n+S. nelN; ) 100n, n € Z\(0};
@) 1000+ 17, neN: &L neznr0; n L neZ.
3n a3

B @) A9-cel oszthatd pozitiv egész szimokat.
b) Azokata po

imokat, melyek 8-cal osztva 5-t adnak maradékul
) A23-1a végz6G legaldbb hiromjegy pozitiv egész szimokat

d) A2-n6l a-val kisebb egész szimokat (az dsszes egész szamot).

oA dmokndl 1-gyel nagyobb t tes szdmokat.

£) A3-mal osztva 2 maradékot adé természetes szimok 10-ed részét.
@00 @) -42xy: 4wz 280z 360z 38wz b) ~Tab%: ~Gab: —Gab:

@ o

; —d.da'h; —4.24%

4 3869
b)70; a8 = =
) ) . U f 5w
@D o) x#0; b) x# - Qar-3 &) x#0, x#1;
e;u%,u 5 u»%.w%, 8) y#3y#-3,y22, y#-2.

Az oldalak: 2x -2, 2x, 2x+2. Akeriilet: 6x, xe N, x> 1.

) Mivel a=3n +2, audl figgden, hogy n 4-gyel osztva milyen maradékot ad, a 12-es maradék
Iehet 2, 5,8 vagy 11

Mivel b =4k +3, a6l fiiggden, hogy k 3-mal osztva milyen maradékot ad, a 12-es maradék
Iehet 3,7 vagy 11.

b) Az el6z6 esetek alapjin, mivel a maradékok Gsszeadddnak, a lehetséges maradékok: 0-t61
11-ig minden egész szm.

a szamok alalakja — a
@D o 26<2% b) 2165212 ) 3¥<3% d) 25<216;
B3 f) s, ) 215.5155212.515, ) 4100, 0100 5 1100
@B a) 2 b) 12; o) 4 d)9; el £ 18.
@D o) o*'; b) x36; o) ' d) b e) x%; £)a* b
5
) a5-b%; " %
1 27 25
@D o) 8 d) 49; - =
ST 4 h 925 A5
4
= i
i) 0 P
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1126

Akitevok:

a) =2, b) -2, -

a) d) a®-b¥%;

2) @b

1
—>—
2167 729
B

a)

a) 61kg=6,1-10"g=6,1-10"2¢;

@) 333102 5; b) 8,1-10" m.
44228, 88222 ez (4 =8¢
A szorzat dtalakithat6: 22007 . 125345 25200 = 22007, 51035, 5400 = 014352572, A szorzat tehdt

1435 darab 0-ra végzodik.
a) Igaz. Egész és tortszimok esetén is teljesiil.

b) Hamis. A negativ szimoknak a pratlan kitevds hatvnyai negativak.
¢) Igaz. A piros kitevds hatviinyok poritivak.

d) Hamis. Lehetnek tortek is

) Hamis. Az 1-nek minden hatvénya 1.

Atomeg: é +20-100 g = 6.67-10% kg = 6,67 .
a) 3¥=243. b) 3*=8l-szeresére novekszik.
a) 1,56-10"7 m, b) 1,04-10° = 1040 000-szerese.

Csak a2 és 3 hatvényai johetnek szoba.
Ha a kihiizott szdmok a

M1, 2'=1, 22=4, =8, 24=16, 25=32, 26=64

Kozl keriilnek ki, akkor =21 eset lehetséges.

Ha a kihiizott szdmok a
3
akkor 1 eset fordulhat el6.

Tehdt Gsszesen 21 + 1 =22 esetben lehetnek a kihdzott szdmok ugyanazon szim egész kitevos hat-
viinyai.

, =9, 3

=21, 3*=81,
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Egész kifejezé szorzatok, a a alakitas
mddszerei — megoldasok

@D @) -6a>+a-3; b) b3 +3b* ) =3cd? =3¢ +5d +3;
d) a?~6a+6; ol f) a~8a-23;
g) -3x3 + 82— dx + 4; h) 8x+38; i) ~6a’-Ta+
J) 1652 -21x—4; k) x+5; 1) 12x2-30x - 26.
@ED o) -3b+3=1; b)-a- c)-2a+1=5;
d) -3b-150-6=22; ¢) 9+ lda=-22; f)a+6b=2.
B a) a®+ 140 +49; b) 64— 16b +b% ©) 49— 14b + b%;
d) 9% + 12xy + 4x2; ) 1622 = 24xy + 9% £) 100a? — 60ab + 9b*;
8) x*+6x%2+9; h) 4x6 - 12232 + 9y%; i) 64a° - 80a%b? + 25b%;

4yl 1
R IANTS
1) 2442432+ dzx s 2y + dxy:

d) (x=207=(20 5
£ 649'= ot 9

1) (0.5% 65 = (65— 0,52)

@D ) @ +9a% +27a +27; b) 8b~ 1267+ 6b 1;
) 275+ 108¢4 + 144c? + 64; d) 64d° — 96d°x2 + A8l — 825
2 3
) 0,125x6 + 1,5x%y + 6322 + 8y 332 pa S4
25 125
@B a) 9a?-25; b) 6422 - 49; ) 16b2 ~4x% d) 36a? - 250%;
e) 25¢2 -9y ) 25a5-1; 2) 9d* - 64; h) 4y2 - 81x;
4 1
49610 10025, 2 el
i) 49¢! i s
@D ) 64>~ 2a + 14; b) 8- 26x +36; ©) 1263 +64x +9;
d) 222 4 50; ) <Tb? = 32b + 4 £) -9x2 + 24x-31;
8) 20c+78; h) 23 = 8y — 6x2y + 12xy? = 2442 + 12y% — 12xy:

o1

i) —2xt - dxd - 6x2-23; Wz 2 2xy.
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a) @ b) b3+ 125; ©) 273 +64.
@D o) (- 1*-4; b) @+272+2; o) (@+3)7?-8;
d) (x-4)2+4; e) (a-5)2-2 f) x+6)2+14;
&+ T?-18; ) 2-(x=4) - +3P 12
J) —(x—6)2+37; k) 3-(x+2)2-1 =5-(x+2)2+13.
a) a-(a?-2a+1); b) 2x- (a2 - 5w+ 1) ) 4b- (b3 + 202+ Th - 1);
d) 5x-(Tx% +3x +4); e) 3a*-(2a>-3a+1); f)axd (2 -6x+3);
) Sa-(ab - 36 +2); 1) 17ab* - (a?b +ab? - 2); i) 8a2b3- (24 + 3b - Sa?b).
a) @+3)-(b-2) b) Qa+b)-(x+ 1)
) (@+5) x4 y); d) (@-20):(b+4);
) (x+2)-(Ga-b) f) (dx=1)(a~2b) = 2b-a)-(1 - 4x);
8) (Ba+4b)-(2x +5); h) (a-4x%)-(1-5b) = (4x2-a)-(5b - 1);
i) (3a? - 4b%)-(3 - 2x%) = (4b* - 3a?)- (262 - 3),
@) (4x=5)- (4x +5) b) (Ta +10b)-(Ta - 10b);
©) (8b+3%)- (85— 3x); d) (632 = 11y%)- (652 + 11y%);
e) (x=10)2=(10-x)% £) (6a-7)=(7-6a)%
2 % x+5(: ) (@x2—1)-@x2+ 1) = Q2x—1)-Q2x+ 1)-(@dx2 + 1);
) (@40 (4 -9 = (44 9592+ 392 - 30);
J) (a2 + 7% k)6 (x+ 1%
1) dx- (=37 m) 32 (x4 2%

n) Sx2-(x2- 4%

0) (14+x8)-(1=x) = (1 +x9- (1 +23)- (1 =) = (1 +38) - (1 + 1) - (1 =) (1 +x +x7) =

=1+ (1-22 429 (1+0) (1 -x+x%)- (1 -x)- (1 +x +x%);
P)(x+5)-(r+3) @) (=) +3
1) (@x2+3)- (2 -4) = (@x2+3)- (x=2)- (x +2);
) @r+ 1% 1) Ga-bys;
) (2x+3y)% v) (a=3)-(a®+3a+9);
W) (x+4)- (- dx +16); %) (3a+5b)-(9a? - 15ab + 250%).

) (10000 -2)- (10000 + 2) = 100000000 - 4 = 99999 996;
(526+74)-(526 - 74) _ 600-452
(726+274)-(726 - 274) 1000-452

) Legyen a=54320:
5432154325 -54303-54320 _(a+D)-@+5)-(@+H-a_3a+5_,
5432354322 - 543212 (@+3)-(@+2)-(a+1? 3a+s

b)

2ab + b? kifejezésbdl
a2+ b2= (a+b) - 2ab =232~ 2.(-7) = 543.

Az (a+b)

121




MEGOLDASOK - 9. EVFOLYAM

Egy polinomban az egyiitthat6k dsszegét megkapjuk, ha a viltozs helyére 1-et helyettesitiink.
Az (2 =35+ 1) Kifejezés x=1 esetén:
SV

“Tehit a keresett polinomban az egyiitthatok osszege

Legyenek a téglalap oldalai a és b. Tudjuk, hogy

misrészt
2-a2+2-57=1642,
a®+b?=821.
Az (a+b) =a®+2ab + b? kifejezésbol
2ab=(a+b)y - (a®+b?
Tehit a téglalap teriilete 274 cm?.

72 - 821 = 548.

Viégezziik el a kovetkezd dtalakitdsokat:
a*=b¥=(a-b)-(a*+ab+b})=
=(a-b)-[(a-b)>+2ab +ab] = (a-b)-[(a-b) + 3ab]

Behelyettesitve:
@b =2.(2243.7)=50.

Miiveletek algebrai tortekkel — megoldasok

21-12x Sa-14
) -1 N aGarsy
- 24200
Y o10y-27 424205 by
i Lo b0 )
. Do ) -s e oy




ALGEBRA ES SZAMELMELET

D ) Aot érelmeane van. ha 4ab? + 4abe 20, azaz dab- (b +) 20, a 20, b#0, b+c 20,
A szmldloban két négyzet kiilinbsége dl, tehit szorzatt alakithato:

@+ -2 4a? -0+ @+ b - - a4 b - Y
dab-(b+o)
_222-2-cY) _a-(b-0)
4ab-(b+0) b

b) Atortek nevezsi nem lehetnek egyenlk O0-val: a2 b2 £0, illetve (a+ b2 #0. azaz a+b#0.
Mindhdrom feltétel teljesiil, ha lal # [b].
A szmldlokat és a nevezket is alakitsuk szorzat

ab-(a-b)  a*-(a+b) a®-2ab_ ab  d* _ 3ab
(@=-b)-(a+b)  (a+b? a+b a+b a+b a+b a+bh’
¢) Atortek nevezdi nem lehetnek egyenik O-val:
a—ab?£0,
a-(@®-bY)#0, a+ab#0, b +ab#0,

a-(@-b)-(a+b)#0; a+b#0; a-@+h)#0; b-(a+b)#0.

Minden feltétel teljesiil, ha a #0, b#0, lal#|b|
A zirGjeleken beliil hozzunk kizos nevezdre:

b a-(a-b) [ ta=b)-b a _
a (afl))-(u+/1) a-(a-b)-(a+b)| |ab-(a+b) ab-(a+b)|

@) Alakitsuk it az ceyenlsée bal oldalin 4116 kifejezéseket. Kozos nevezdre hozds utdn egyszerd-
sitsiink, majd tjra hozzunk kiszos nevezdre:

6ab-a®-9b* _ a-6b a a-3ab-6b
3b a*-6ab+9b* " 3b a
(a— 6y 43 =6b _—a+6b+a-3ab-6h_-3ab
3b 35 3b

b) Amédszer ugyanaz, az elsG nevezs szorzaud alakitdsa:
@-d>-a+1=a’(@-)-(@-D=(a-1)-@-D=(@-17@+1).
Ezt befrva egyszertsithetiink az elsG zrGjelben:

4a? (1-a?_ 4a®-1 _(Qa-1)-Qa+1) o
@-12-(a+l) a a-(a+1) a-(a+l)
Amisodik zirGielben legyen a kizos nevezs a-(a1)-(a+ 1), ekkor
da-(a+)-2-(a-1)-8a__da’-6a+2 ®

a-(a-1)-@+1) a-@--@+n)’
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A szémldlot alakitsuk szorzat:
4a’-6a+2=4a-4a-2a+2=4a-(a-1)-2-(a-1)=
=(a-1)-@da-2)=2-(a-1)-Qa-1).

Ezt (2)-be beirva egyszerdsithetiink:
2:(a=1)-Qa-1)_2-Qa-1)
a-@-D-@+l)  a-@+)’

(1) és (3) alapjin az eredeti kifejezés:

a (Qa+l) a-(a+1) _2a+1
a@+h)  2:Qa-1) 2

je

B Alakitsuk 4t a bal oldalt:

Egyszertsitések utdn:

A feltétel szerint: ~6. amibél a = 4b kovetkezik.

2%
Behelyettesitve a kiszdmitando trtbe:

3a-2b_10b
a+b b

) a) d-re végzadik. b) 2-re végzadik. ) l-re vagy 6-ra végzidik
) a) Ha n oszthatd 4-gyel. b) Nines ilyen n.

) Ha n =4k +2 alaki természetes szm.

0. b)x=1:4:7. ) Ha y=0,x=0;3;6;9. Ha y
. x=7.Hay=5x=2.

@ED 18a-6b=14a+2-Qa-3b).
() 8a-3b=2-(a+b)+(6a-5b).
(@ @) Az utols6 jegyek Gsszege: 6+4= 10, b) Ahatvinyok dsszege 5-re végzodik.

¢) Mindegyik hatvdnyalap oszthat6 3-mal.

@ o) p=2.

b) Csak piros lehetne p, de a 21 nem prim, tehdt nincs ilyen primszdm.
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@ p=2.9=5r=2% vagy p=2,q=11,r=17.
360=23-32. 5 3750 =2-3-5% A 360-nak 24, a 3750-nek 20 oszt6ja van.
@am 12.

@D a) 2°-5-7=140; b) 24-32.52 = 3600; ©) 2234 =324;
) 2872 e) 3-5-7=315; £) 25-52.17=13600;
g) 243 h) 22.33.53.7.13 = 1228 500.

1001,=9 < 1025 = 11 < 235=13 < 22,=16 < 101, = 17 < 315=19.
10010110, = 4105,
Az dsszeads helyesen: 31245 +10232 = 134115,

Mivel 21600 =25.3%-52

ezért a megfelel osz16: 2-

fy a hanyados valdban négyzetszim:
2

2 13

@35 L g

1:3:7:9: 113 1317 19,

lasbl=a-b.

5; 10; 15; 45; 30; 90.

a) 115; b) 581 ) 742 d) 95285.

@D a) 11110100100,; b) 303115 ) 130205,
Gm

s a négyzetszimok primtényezGs felbontasdban minden kitevs péros,
=6

32.52=(22.3.52 =602

@D A 40-re végzods szim oszthat 10-zel. Ha egy szim négyzete lenne, az a szdm is oszthatd lenne
10-zel. De akkor a négyzete 100-zal is oszthat6 lenne, ami nem teljesil.

@B Legyen alépesok szima n. Ezaszima 2, 3, 4, 5, 6 wbbszoroseinél I-gyel kisebb. A fenti szimok
legkisch kizos tbbszirtse 60, tehit 60|+ 1, azaz n + 1 = 60k, ahol & € N*, misrészt 7|n.
Alegkisebb ilyen tulajdonsigd szimot keressiik.

Legyen k= 1, ekkor =59, de a7 nem osz16ja az 59-nek.
Ha k=2, akkor n=119=17-7.
Tehit a legkisebb megfelelG szim a 119,

@H3 Amikor Tibor n éves, édesanyja 28 +n éves. n\zx +n, ezért n\za Tehit Tibor életkora akkor
lesz osztja az édesanyjénak, ha 6 1, 2, 4, 7, 14, 28 éves lesz.

a) H Ha egyik szdm oszt6ja a masiknak, akkor a legnagyobb kiszos 0szt6 a kisebb szdm.
b) Tgaz. A legkisebb kozoss t6bbszoros legaldbb akkora, mint a nagyobb szdm.
o) H A legnagyobb kiszoss 0szt6 csak a kizos osztoknak tobbszorose.

d) gaz. Mivel a legnagyobb kiszos 05246 mindkét szimnak osztGja, ezért a bl
¢) Igaz. Ha a két szimnak nincs ki primiényezdie, akkor a legkisebb ki
f) Hamis. Példdul 11+2 =13,

riseiknek is.




MEGOLDASOK - 9. EVFOLYAM

A négyzetszimok primiényez6s felbontasiban minden kitevé piros, a harmadik hatvényban a kite-

B

vk oszthatk 3-mal.
Mivel 2-5= 10, 2-3 = 6, a keresett legkisebb és 5 primiényezdket tartalmazza.
A szim primtényez6s felbontdsdban a 2 kitevaije pératlan, és 3-mal osztva 2-t ad maradékul, a leg-
Kisebb ilyen szdm az

A3 kitevje piros, és 3-mal osztva 2-t ad maradékul. A legkisebb ilyen szim a 2.

Az Kitevje piratlan, és 3-mal oszthatd. A legkisebb ilyen szdm a 3.

Tehit a keresett szém:

m csak a

25.32.53=36000.

Ennck a szimnak (5 + 1)+(2+ 1)+ (3 +1) = 72 oszt6ja van.

Az Bsszeget rendezziik négyes csoportokba:
T+P+TP+T L+ 7=
=(T4+P+B+TY+ A+ P+ P+ + L+ T4 T+ T+ P+ 7Y
ST+ P T+ T4 T4+ T804,

Mivel

T+ T2+ T 474 =7 449 + 343 + 2401 = 2800,
ezért az bsszeg utolso két szimjegye 0.
Sztmoljuk ssze a szdmok osz1it:

10%0=240. 5%, ehdt 41-41 =

2030.=260.530, (ehdt 61-31 = 1891 osztéja van.
Mindkét szimndl figyelembe vettiik a kizos osztékat, ezeket el kell venniink. A legnagyobb kozos
oso 24,59, amelynek 41-31 = 1271 oszi6ja van. Tehdt

1681 + 1891 — 1271 = 2301

olyan pozitiy egész szm van, amely 0sztGja a fenti szdmok valamelyikének.

Keépezziik a kovetkezs 1-es szimjegyekbol dll6 szimokat:
Ay=1; Ay=11; Ay=1115 .5 Ay = 1110111 (2001 jegy).
Ha van kozottiik olyan szdm, amely tobbszorose a 2001-nek, akkor az litdst beldttuk.
Ha nincs megfelel6 szim, akkor van kizottik két olyan (pl. 4, é Aj). amelynek 2001-gyel
osztva a maradéka megegyezik. Képezzik A; és A, kilonbséget, ha i >
-4 . 111000...000 i - darab 1-es széimjegy).
Ex a ilonbseég a megfelels szimiegyekbdl ll, € os7ihad 2001-gyel

A7, 8 és 9 legkisebb kizos tobbszorise 7-8-9 = 504. Ha a keresett 3 jegyd szim x, akkor
504]523000 + x.
Osszuk el maradékosan 523000t 504-gyel:
523000 = 504- 1037 +352.
Tehit

2-504 - 352 = 656,

akovetkezs megfelel
A megold:

523152 és 523656
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Az dsszeadandok 3 jegyliek, az dsszeg pedig 4 jegy, tehdt C= 1.
1. Ha az utols6 tagok osszeadsindl A+ 1<5, akkor B=A+1 (és D=A+2)
—Ha (D=) A+225, akkor A =3 vagy A =4, az utébbi ellentmond az feltételiinknek.
Ha A=3, akkor B=4, D=0 és E = 3, ami nem lehet, mert killonbozs betdk kilonbozo
szdmokat jelolnek.
~Ha D=A+2<5, akkor A =2 vagy A =0, az uGbbi esetben B =
HaA=2, akkor B=3, D=4 és E=0.
II. Ha az utols6 tagok Gsszeaddsdndl A + 125, akkor A=4, B=0, D=2,de E=4, és ez
cllentmonds.
Tehit az Gsszeadis helyesen:

C. ami nem megfelel.

2315+ 3125 = 10435,

Vegyes feladatok — megoldasok

@M A=5<B=6.
2+3 6x-1 4

@B o ————— b) —— = 44
4 (a+1)-(a+3) )(l\’—l)‘(lx+l) & x+5 )
by XY, P : 4 2
5 a+b X+y
) 21040, b) 27160, )i25150, d) 2%,
a) 11110, 1010y < 1115=31= 133,

2 - 3
2. (3]s 225<[4) 2Boaas<(2) = H 3.
25°(26 13) "4 3) 7%
96=25-3.
) 25-3-5=480; b) 25-3.5=480;
) 25-3-5% = 2400; d) 25-3-3-2= 576 = 242,
e) 25-3.2.32=1728 = 123; f) 54=2-33, [54;96] = 3%-25 = 864.
a) Igaz. b) Igaz. ) Hamis, x-y=5. d) Igaz.
¢) Hamis.

Afeladat az 1800 és 6000 legnagyobb kozds osztjdnak megkeresése:

A fiirddszoba oldalai a 60 cm tobbszorosei.
Az 54000 lehetséges oszt6pirjai kozil csak a 60900 és a 180-300 felel meg.
Az els6 nem lehet egy fiirdGszoba mérete, tehdt a fiirdGszoba oldalai 1.8 m és 3 m.
a) AT300 m? terilet futballpdlydin koriilbelil 8,76+ 10° fiiszdl ng.
b) Eurpa teriiletére 147+ 10° futballpdlya féme el.
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9.3. FUGGVENYEK

— — B i
WD /-D=12 fO=6; [()=2 fQ)=0; fO)=0; [&)=2.
(1195 7] ¥

FD =24 f0)=—6;
a)

f)=0; f)=0; f3)=0; f(4)=6.

Linedris fiiggvények — megoldasok

a) 7 b 7 o 5
fy=2x-1 iz
:

=243 I}

i 7

y=-sraT
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8 h

” i) 7
o
& B,
r=2x
i) ] 7 0 ,
m) 7
\ y=2.(c+2)-3:(c+ 1)
S T
@D o) x> x-4 b)x-x+2 o) x> 2x-3;
d) x> dx—d; o) x> -3x+5; sl
TS Wam-2oeg

ixrs-2ox2,
2
W a) P és R illeszkedik f(x)-re, Q nem.

b) P és Q illeszkedik g(x)-re, R nem.
¢) R illeszkedik h(x)-re, P és Q nem.

G0 Az f(x) = ax -+ b cgyenletbe helyettesitve a két pont koordintiit, a kivetkers cgyenletrendszert
kapju 5% z+b}

0=a-2+b
Az egyenletrendszer megoldisa

3-3a=-2a = a=3 & b
Akeresett hozzrendelési szabdly: x> 3x - 6, a meredekség
Az x tengelyt (x; 0) pontban metszi, azaz
0=3r-6 = x=2.
az
y=3:0-6 = y=-6.
Akeresett metszéspontok tehdt: (2; 0) és (0;~6).

Az y tengelyt (0; y) pontban met
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Egyenletként megoldva:
2+a=3-20 =

Tehit az f fiiggvény képlettel megadva: f(x)

EEB A kétaut6 2,4 Grival az induldsuk utdn taldlkozik,

Akét jirmi A-t61 120 km-re t

a-(-1)+b = b=2+a

lilkozik, induldsuk utdn 2.4 6ra milva.

Az itérték-fiiggvény —
BB «) > b) i ) "
i : ;
Jeixiet
7 \ f yelx=3l
3 A S 7 e[ T
Yeixi-2
15 1 -
d) e) 9 i ¥
B p
M VS 5

”
B
.
-5\ =
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8 ¥ h) i) 7
: \ 5
yelxsii-2 a2 yelz=al-3,
. .
d T e T =T T
s 4 e
i g ] 7 0 y
ye2ixl\ ¥ ye2ir-1\® yel2e-3N
3
i b
Bl T ¥ 7 B H
I - L
D , b y 2] )
2 B 24/
T EE T
) 7 Pl ) 7] 7
TG
2
P 5
.
TEEEE SEP R
-
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a) xo lxl-1;

b) x> =lxl - o) x> lx-2l;

o) x> lx+dl-2 f) x> lx-31- g xP—lx+2l+4;
D Mivel
wi=] ® ha x20,
-x. ha x<0,
ezént
m_ﬁ -1, ha x>0,
ST L m x<o

A fiiggvény grafikonja az dbrén lithat6.

Ha =0, akkor az egyenlGség igaz.

2

Ha x>0, akkor |x|=x, igy %“‘ +

Ha x<0, |x|
) e b

Ixl=0 Ixl=ly)
b t
d)
Ixl+lyl=2
3

d) x> 1x+3l;
B x> —lx-4]+2.

iy

fw)=[lixi-3]-2]




Tyi-ixi=1

Ixtylely-xiss

A masodfoku fiiggvény — megoldasok

B a) Enékkészlete: [2; o[
Zérushelye: nin
Menete: |-eo; 0]-ban szigordan monoton csskken;

[0: o=[-ban szigordan monoton ng.
Szélsértéke: minimuma van, helye: x= 0, énke y=2.
Paritdsa: piros fiiggvény.

b) Jellemzése az a) feladathoz hasonléan torténik.

©) Jellemzése az a) feladathoz hasonléan trténik.

d) Ertékkészlete: ]-oo; 4]
Zeérushelyei: x=-2 és x=2
Menete: | —oo; 0]-ban szigordan monoton nd;
[0; e[ -ban szigorGan monoton cskken.
Szélsértéke: maximuma van, helye: x= 0, értéke y=4.
Paritdsa: piros fiiggvény.

ymte2f
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¢) Jellemzése a d) feladathoz hasonlGan trténik

£) Jellemzése a d) feladathoz hasonléan torténik

2) Entékkészlete: [~4; o[,
Zérushelyei: x=-1 és x=3.
Menete: ]-e; 1]-ban szigorian monoton cskken;

[1; eo[-ban szigorGan monoton né.
Szélsdénéke: minimuma helye: x= 1, értéke
Paritdsa: nem pdros és nem pératlan fiiggvény.

1) Ertékkészlete: J-oo; 1].

Menete: ]—o; ~2]-ban szigordan monoton né;

[~2: e[ -ban szigortian monoton esiskken.
SzélsGénéke: maximuma van, helye: x =2, énéke
Paritdsa: nem piros és nem pdratlan fiiggvény.

i) Jellemzése a g) feladathoz hasonléan tirténik.

A

y=-Gs2p e

yZ2q-af-2
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J) Jellemzése a g) feladathoz hasonlan torténil

I

k) Jellemzése a g) feladathoz hasonlGan térténil

3

yEr-acs3

a

1) Jellemzése a g) feladathoz hasonléan triéni

0]-ban szigorian monoton csikken;

[0: 3]-ban szigorian monoton nG.
Szélsdértekei: mi
ma

o

ly=rt-a

helyen értéke: y

Paritdsa: piros fiigavény.

b) Jellemzése az a) feladathoz hasonléan torténik.

%T
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¢) Enékkészlete: [0; 12].
Zérushelye: x=0.
Menete: [-2; 0]-ban szigordan monoton esikken;
[0: 2]-ban szigorian monoton nG.
Selsoéncke: minimuminak helye: =0, éricke:
‘maximuménak helye: x =
Paritisa: nem piros és nem pératlan flggvény.

d) Jellemzése az a) feladathoz hasonléan torénik.

e) Ertékkészlete: [0;7].

s 1443
Gt

Zeérushely -

Menete: [ 11— ‘%[ ban szigortan monoton cstkken;

1= —=:1|-ban szigoriian monoton ng;
f
+

[+

[I ‘Zﬁ;z

[ ban szigordan monoton csikken;

[rhan szigortian monoton nG.

SzélsGértékei: minimumai: x, =

maximuminak helye: x =1, értéke y=7.
Paritisa: nem péros és nem pératlan fiiggvény.

yetax-gt|

4 [2:1x1-x)
i |2:xl-x2)
2
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f) Mivel

x ha x20,
-x, ha x<0,
ezért
ha x20,

xoxeldd=] %)
-x% ha x<O0.

Ertékkészlete: [-4:4].
Zérushelye:
Menete: [

Paritdsa: pératlan figgvény.

@B o) x> x2-1; b) x> -x2+5; c) x> (x—4)%
d) x5 -(x+2)% e) x> (x4 1)? f)xr—(x=5)2+3;
g x> 2. (x4 1)2-5; /un->'v(x+2)174; i) x> 1 (x=32+2.
@D o " b) 7 o ¥

/\y.,m-u-s
e ‘U
x2-2.Ix+11-1 \/
3

d)

@0 a)x=3 & x=4 b)2<x<T; o) ~d<x<-l vagy | <x<d;

&) xeR\{0:4); el-lsxslvayxs—% vagyxz%
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HD a) Az egyenldtlenség: (x—3)-(x+2)20. 5
Legyen f(x) 73 s @) =x+2. Az f(x) i -
zemhclye x=3, a g(x) zérushelye pedig §

2 helyen van. Mindkét fiigavény szigo- W e

rdan monoton ng. o: g

A keresett megoldds: x< -2 vagy x2 3.

000
®

=4 -(r+1)
@-x)--1)
Legyen f(x)=x~4 é g()=x+ 1. Az f(x)
zérushelye x = 4, a g(x) zérushelye pedig
x=-1 helyen van. Mindkét fiiggvény szigo-

b) Az <0 egyenldtlenségnek akkor van értelme, ha x# 1 és x#2.

= 1. A h(x)

e pedig

7 hetven van. o) mgumm monoton
cstkken, 1) seigortian monaton

Akeresett megolds: x< 1 vagy 1 <x<2 vagy x24.

Az f fiiggvény piros, fgy grafikonja szimmetrikus az y tengelyre.
Ha x>0, akkor

f)=

£(x)20 minden ~3 < x<3 esetén teljesil.

[1220] an(x)‘m + b + c alaki, akkor a feltételekb6l ¢ =1, a+b+c¢ =0, 9a+3b +c = 10. Innen
2,b=-3, c=1, tehdt f(x) =2x2 - 3x+ .

) Alabda 10 misodpere milva esik le, és 5 mésod-

perc milva jut a legmagasabbra, 25 méterre,

@28 Az dbra jeloléseit felhaszndlva:
=ata+b = b=48-2a

T = a2

Akert teriilete: b

a-b=a-(48 -2a) =48a -2
Ennek keressiik a maximumit, Teljes négyzetté alakitds utdn kapjuk:
~2-(a-12)* +288.
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ha csak 288 az értéke, tehdt ha @ = 12, amibdl b= 24. Ekkor:
T = 12:24 =288 m2.

Tehit ahhoz, hogy a kert maximalis teriletd legyen, a téglalap oldalainak a = 12m és

kell lennie.

24 m-nek

B a) Jeloljiik az egyik részt x-szel. Ekkor az x- (40 - x) szorzat maximumit keressik. Alakitsunk
teljes négyzetié:
X+ (40 - ) = —x? + 40x = —(x - 20)? + 400.
Ez akkor maximdlis, ha csak 400-zal egyenl, azaz x = 20. Ekkor a két rész egyenlG.
b) Jelo al, az egyik részt x-szel, ahol y > x és x,y> 0. Ekkor az x-(y—1x) szorzat
maximumdt keressik. Alakitsunk teles négyzeté:

X =-xtxe

I
I
I
®

Bz akkor maximilis, ha. kifejezés értcke 2, vagyis ha x= % Ezzel beldttuk a fenti dllitdst.

Mivel a mésodfoki fiiggvénynek maximuma van, p < 0. Ekkor a msodfoki fiiggvény képe egy
lefelé nyil6 parabola, és a sticspontja, ahol a fiiggvénynek maximuma van, a kovetkezs helyen van:

Ebbol 2p% +9p — 81 = 0, tehit py = 4.5, vagy py=-9. Csak az uiébbi johet szdmidsba, ekkor
a fiiggvény: 5
S0 =-9x2 +40,5x - 12, f[;] =33,5625.

Mivel
fx)=2x*-3x% - 5x% + 6x - 10,

ezért
) F2) =200 4 303 - 5x2 — 6x - 10.
Tey

8 =2x* =52 10 & h(x)=-3x>+6x.
Afiiggvény grafikonja az dbrén lthat6.
A fiiggvény paros, mert f(-x) = f(x) az értelmez momny
‘minden elemére. f(x) = 0 akkor és csak akkor, ha |x|= 1 és | x|
Mivel f(x) = (x? = 5)2 = 16 2 —16, f(x)-nek az |x| = V5-nél van
minimuma, itt /(v5) = (-5 ) =-16.
Maximuma: £(0) =
Az f(x)-et értelmez kifejezést alakitsuk teljes négyzetté:

f)=(x2-4)2-25.

Mivel cgy szim négyzete mindig nemnega
22 cpyenlGuéy caak akkor igaz ba x2-4=0,
X= nivel a feladat feltétele szerint x > 0. Az f fiiggvény a l:gkl\ebb
a2 helyen veszi fel, és itt az éréke —25.
A legnagyobb értékéta 3 helyen éri el az f, és f(3)=0.

Jwz-s e i
&s
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A négyzetgydkfiiggvény — megoldasok

0 a) Enékkészlete: [-3;-1].
Zérushelye: nincs.
Menete: [0; 4]-ban szigordan monoton né.

Szélsdértékei: minimuménak helye: x =0, értéke:
aximuménak helye: éntéke:

b) Jellemzése az a) feladathoz hasonldan toriénik.

¢) Entékkészlete: [0;2].
Zeérushelye: x=2.
Menete: [~2; 2]-ban szigorian monoton csikken.

SzélsGértékei: minimuménak hely
‘maximuménak hel

d) Jellemzése az a) feladathoz hasonléan toriénik.

¢) Jellemzése az a) feladathoz hasonlGan torténik.

f) Ertékkészlete: [3;4].
Zérushelye: nincs.
Menete: [~2; 3]-ban szigorian monoton csikken,

Sadlsdénékeis minimuminak helye: =3, éreke
‘maximuménak helye: x =2, értéke:
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2) Entékkészlete: [0; 1],
Zérushelyei: x, =~1 é
Menete: [~1 0]-ban szigordan monoton né;

[0: 1]-ban szigorian monoton esikken.
SzélsGértékei: minimumai: x, = -1 helyen értéke: ,,—n
X, =1 helyen értéke:
maximuminak helye: 5= 0, éréke: »
piros fiiggvény.

Paritds

1) Az eredeti hozzérendelési szabdly dtalakithat6: x> |x* - 11

Ertékkészlete: [0; 3].

Zérushelyei: x, =1 és x,= 1

Menete: [~2; —1]-ban szigordan monoton csokken;
; 0]-ban szigordan monoton né;

[0: 1]-ban szigorian monoton estkken;

helyi maximurha van 25 =0 helyen, éréke
Paritdsa: piros fiigavény.

[ 1220 OB

d)x=3;

D A figgvény hozzdrendelési szabdlya dtalakithato:
y=V2r v+ d -l Br+ 16 =
=+ 27 - = A7 =lx+ 2l -lx -4l
Entékkészlete: [-6;6].
Zérushelye: x=1.
Menete: [-3; —2]-ban konstans;
: 4]-ban szigoriian monoton ng;
[4: 5]-ban konstans.
Szélsoértékei: [-3; ~2]-ban minimuma, értéke: y =
[4: 5]-ban maximuma, értéke: y = 6.

) A fiiggvény horzrendelési szabdlya dtalakithatd:
y=Va? + =27 =lxl+lx -2l

Alegkisebb érték a 2, amit a [0; 2]-ban vesz fel.
Alegnagyobb érték a 4, amita ~1 és a 3 helyen vesz fel.

1 helyen értéke:
2 helyen énd
[

141




MEGOLDASOK - 9. EVFOLYAM

) , "
y=1+4K

a) x+120, azaz x2-1;

b) x=x?20, azaz 0<x< 15

©) 2+x-x220, azaz -1 SxS2;

d) ~x20, azaz x<0, & 2+x>0, azaz x> -2, tehft -2 <x<0.

Pitagorasz tétele alapjdn az OPQ hiromszigh6l > +? = 1, innen
(figyelembe véve, hogy y 2 0):

y=1-x2

Afiggvény grafikonja tehiit egy 0 kizéppontsi 1 sugard félkir, ahol
a félkor pontjai az y > 0 félsikban vannak.

Afeltérelt irjuk dt fgy:
ysI-x2+2.

Az 1234, feladat megoldisa alapjdn —1 <x< 1, és fgy a keresett

pontok halmaza az dbrn lithato.

Az adott feltételt fgy frhatjuk it ekvivalens dtalakitdssal:
1
+>>lx-1l,
* 2 - i
Sle-1l-.
v 2
A megfelel6 pontok halmaza az dbrén lithato.

Abrizoljuk egy koordindta-rendszerben a kivetke

x> 0-2v, x5 (1)

xox-l, x$5 ()
Vegyiik észre, hogy mivel a bal oldal csak nemnegatiy lehet, ezért
a jobb oldal is! fgy sziikséges még megjegyezni, hogy x~ 120,
azaz x2 1. Mivel az (1) esokken. a (2) n, legfeljebb egy gyok van.
Az dbrérdl ki hogy x=3j6 gyok.
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Akbvetkez fiiggvényeket dbrazoljuk:
A2 X2

xox-1, x2-l
2

Abal oldal csak nemnegativ lehet, ezért a jobb oldal is: x> 1.
A fiiggvények tulajdonsdgai miatt csak x =4 j6 gyok.

Az albbi fiiggvényeket dbrizoljuk:

x5

aatl

Abal oldal esak nemnegatiy lehet, ezért a jobb oldal is: x>~1
A fiigavények tulajdonsdgai miatt csak x = 1 az egyetlen j6 gyok.

Linearis tortfiiggvények — megoldasok
21 a) A [-2: 1[-ban és az ]1; 3]-ban is csikken, nines sem legnagyobb,

sem legkisebb crtéke.
Zérushelye nincs.

b) A [-3:-2[-ban és a ]-2: 1]-ban is n, nincs sem legkisebb, sem
legnagyobb értéke.

Zeérushelye nincs.

Fexs1

=EE)
) A [-1:2[-ban és a ]2; 5]-ban is cskken, nincs sem legkisebb, ”
sem legnagyobb értéke.
Zérushelye: J
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d) A [-6;-3[-ban és a | -3; 0]-ban is eskken, nincs sem legkisebb, 5
sem legnagyobb értéke.
Zérushelye: x=—-%. il

) A [-2: 1[-ban & az ] 1; 4]-ban is esokken, nincs sem legkisebb,
sem legnagyobb értéke.

Zérushelye:

£) A [-3; 1[-ban és az ] 1: 2]-ban is nG, nincs sem legkisebb, sem y
legnagyobb értéke.
Zeérushelye nincs.

T )
S

2) A [=1:2[-ban és a ]2; 5]-ban is nG, nincs sem legkisebb, sem 5
legnagyobb értéke.
Zérushelye: x=4.
4
B I
h) A [-2: 1[-ban nG, az ]1:2]-ban csikken, legnagyobb értéke v
nincs, legkisebb ériéke —2-nél van, és ez 3 (el
Zérushelye nincs
Er=
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@0 @) A fiiggvény hozzérendelési szablya dtalakithato: 7

21, 1 et
% T

x-

-ban csikken, nines legnagyobb

A [-1: 1[-ban és az ]1: 3
G legkisebb értéke sem.

Zérushelye: x= 1 5 \. T T
b) Afiiggvény dtalakithato: 9
ha x20, 7
211t
ha x<0. Srs
A [-1:0]-ban n6, a [0; 3[-ban és a ]3; 4]-ban csokken, nincs rel
legnagyobb és legkisebb értéke. E QR
\

Zérushelyei: x, =

A [0;2]-ban és a ]3; 5]-ban csokken, a [2; 3[-ban n, legkisebb

értéke 0, ezt a 2 helyen veszi fel, legnagyobb értéke nincs.
Zérushelye: x=2. = "\,/ T
d) Afiiggvény hozzérendelési szabilya dtalakithat6: J

=le—.
x-4
A [2: 4[-ban és a 4 6]-ban csokken, nincs legnagyobb és leg-
értéke.

R-Tret
E=TE

Zérushelye:

b) x1==5, 5,=5;

mu;»us_%,@
0 2<x<6 &) x>-1.
() = " . ,E,x:o,wl. FUF@) =5 120, x# 1.
1=

x
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Alakitsuk dt fgy a fiiggvényt értelmezs kifejezést:
fw=2+2 1<xs6.
4 x

Az x »—»% és x> fuggvenyek grafikonja segitségével konnyen
X

vizolhatjuk f grafikonjdt.

Lithat6, hogy §+ 422, mert 4x> 0-val szorozva és renderve ezt Kapjuks 12~ 8v+ 1620,
¥

azaz (v~4)2 2 0, ami igaz és a 1épések megfordithatdk.

8 Abrizoljuk az alibbi fiiggvényeket:

B el e L |
ETTTY]

o

A grafikon alapjdn vildgos, hogy x> 1 esetén igaz az egyenlGt-
lenség.

a) b 7

Keét p ériék j6:

(D Vezes:

Ezzel a kifejezés fgy frhatd le:
4:(22-2)- 122+ 17=422-122+9=(22
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dtalakitsokkal konnyd

Azfx)=x2=16s ag)=1+
x
amegfelel grafikonokat dbrézolns
@) f()=g(x), ha
b) f(x)<g(x), ha -1 <x<0, vagy 1 <x<2;
) f()> g, ha x<-1, vagy 0<x<1, vagy x>2.

1,0,2;

) Az egyenletet igy is ithatjuk:
2-(x2-y 0.

Mivel (2 - ?)° > 0 és (2xy — 1) 2 0, az cgyenldség csak gy
teljesilhet, ha

+Quy- 12

Abrizoljuk a stkon azokat a P(x;y) pontokat, amelyeknek
koordindti kielégiik (1)-et és (2)-t.
A megoldisok:

Adjuk Gssze a két egyenletet:

Ezt az elsG egyenletbe helyettesitve kapjuk: x2

32 &y

Az egészrész-, a tortrész- és az eldjelfiiggvény — megoldasok

(1252100 o b) " e "
A0 I e 4
i - s v s
2t o 2 — 2 y=soix-2)
EEEX S EEEK S PR R RN
ol — e 2
w1 — s A
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Vegyes feladatok — megoldasok

T %

8 a) A fiiggvény a [-3; 3]-ban né; a -3 helyen minimuma van, minimum értéke ~4: a 3 helyen

aximuma van, maximum értéke 2; zérus!
; 0]-ban csikken, a [0; 3]-ban

énéke % 3 0 helyen minimuma van, minimm ércke 0: zérishelyer x =

o Atuugvenya[ 3 1]-ban 6, az [1; 3]-ban csikken; a -3 helyen

értéke ~2; az | helyen maximuma van, maximum értéke 2; zérushelyei: x, =

b) A fiiggvény a [~

148

helye:

muma van,
=0éx,

3 helyen maximuma van, maximum

imum
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d) A fiiggvény a [-3;-2] és [1: 3]-ban csokken, a [-2; 1]-ban n¢ nimuma van a -2
és 3 helyeken, a minimum értéke 0; maximuma van az | helyen, maximum ériéke 2; zérus-
helyei: x=-2 és x,=3.

e) AfuggvényA[ 3 1] és [1 3] ban n6, a [-1; 1]-ban csokken; az 1 hslycn ‘minimuma van,
minimum értéke —~2: a -1 helyen maximuma van, maximum éricke rushelyei 2

A ugg\eny.\[ 3:-1] és [0 1]-ban n6, a [~1: 0] és [1: 3]-ban esikken: a —3 és 3 helyeken
minimuma van, minimum értéke ~1; a ~1 helyen maximuma van, maximum értéke 3; zérus-

helyeken minimuma van, minimum értéke ~1; a 3 és I helyeken maximuma van, maximum
értéke 1 zérushelyei: x, = 0ésxy

D a) Az f fiiggvény grafikonja az dbrdn lithat6: 7
~lx+5l+3, ha x<-2,

f'[’%z]ﬂk'ﬂx):{ Jx¥2,  ha x2-2.

b) A g fiiggvény grafikonja az dbrén kithat6:
2:(@4-2), ha xzl,

"R R, C
shakinn {(.\'HF, ha x<I

W a) f: x>

Nines a koordinta-tengelyekre illeszkedS pontja. )

b) gxm s "
Nines az x tengelyre illeszkedd pontja. (Mert konstans fiiggvény,
Gs pirhuzamos az x tengellyel.)
Az y tengelyre illeszkedS pontja: (0: 5).
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) h: x> —dx
A koordinta-tengelyeket a (0; 0) ponlhan metszi. fgy az x
és y tengelyekre illeszkedd pontja: (0; 0).

2-6 2. 5
3 3

Az x tengelyre illeszkedS pontja: (3; 0).
Az y tengelyre illeszkeds pontja: (0;~2).

Az x tengelyre illeszkedG pontjdt szimolissal hatirozhatjuk meg.
Az y=0 helyen x értéke:

Azx lengelyle illeszkedS pontja: (g o].
/)kx»—) x-2l

Azx I:ngelyre illeszkedd pontja: (2: 0).
Az y tengelyre illeszkeds pontja: (0; 1).

9 lxoBox = x> TG-3) x<3

Az x=0 helyen a fiiggvényérté
=Vi-x = y=\3.
Az y tengelyre illeszkeds pontja: (0; v/3).

al hatrozhatjuk meg.
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ED a) £ b) f3x) ) fox);
d) fy(x; ) fyx): ) fux:
8) S, fi(0; h) fy(x)-nek, (=3; i) x=5 helyen;
J) m=0, mert konstans; B A =3 1) igaz.
) Az adott intervallumon dbrdzolva a fiiggvények 5
a) a(x) minimumdnak helye: x=6, éricke: H
maximuminak helye: x= -3, értéke: y =
a(x)>0: xe [-3; 0[-on. = )
b) b(x)-nek nines szélsértéke.
b(x) > 0: nincs megoldis ‘
€) c(x) minimuménak helye: x=2, érieke - ik
‘maximumnak helye: x =3, énéke: v = 10. _ﬁd e
)>0:xe [-3:6]\(2). <
d) d(x) minimumdnak helye: x=6, értéke: B |
‘maximuménak helye: x =1, érék X an
d(x) > 0: nines megolds, 7

¢) e(x) minimuménak helye:
maximuménak helye:
e(x)>0: xe ]-3;6]-on.

D) A fiigevény grafikonja az dbrén ldthat6.
K -6n ha x<3,
F0:6]5R, fo=1 1, ha 3
x, ha x>3.

a) Afiiggvény zérushelye: x=0.
b) A fiiggvény negativ, vagyis f(x) <0 a ]0; 3[-on. ")
) Afiiggvény n6a ]3; 6]-on. 5

W) Az dbrirdl leolvashatok az értékek:
-2 6 x=2;

; g i yalui-2|-3
3 és x=-1 6 x=1 &

0;
-5 & x=5
-6 és x=6;

Afiigavény piros.

151




MEGOLDASOK - 9. EVFOLYAM

A Bontsuk fel az f(x) =|x - 2| |3 - x| fiiggvényiinket két fiiggvényre:

. 52
o] x-2 ha x22 PP
bl {7(){72)‘ b x<2 D an
3-x =
3-x ha x<3 S
3-xl= & 2 e —
3-l {7(34). ha x>3. T 1 3
Az dbrizolt intervallumok segitségével f dtalakithat6:
"
-1, ha x<2, ;
f)=12¢-5, ha 2<x< 1
1 ha x23. H
Ezutdn a kérdések konnyen megvilaszolhatok.
@) @ =1, /@) =1, fO) =-1.
b) Az 1 értéket a [3; e[ -ban veszi fel.
¢) Csaka 2x -5 =0 egyenletet kell megoldanunk:
1263 7) o 17
y=\-6x+9
l
it
[3:e]:




ED o) b)

2<x<3, azaz |2:3[; ~1<x< 1, azaz [-1:1]: ~1<x<2, azaz [-1:2];
)

e

2<x<3ésd<x<s,
azaz ]2:3[ U 4 5.
R Jeloljik x-szel a bontds utdn keletkez egyik részt, ahol x € Z°. I 30 - 1) Kifejezés
minimumdt keressik. Vegezz0k el a négyzetre melést, & alaktsuk it  Kifeesss
2-(x— 1572 + 450,
B2 akkor minimilis, ha x = 15, Tehit a 30-at két ogyen részre kel osztan,
WD A ket fiiggvény hozzrendelési szabilya:

fw=x+l & g=

A hdromszog magassdgdt a C pont koordindtdinak segitségével kapjuk meg. C a két fiiggvény
metszéspontja: g
x+1

144 = x=2.

2
3, ezért C koordindja (2:

Mivel f(2)=2+1 amibol a hdromszog magassiga 3 egység.
A héromszisg alapjdhoz meg kel hatiroznunk az f(x) és a g(x) zérushelyét:
f@)=0, 0=x + 1

Ahdromszisg alapja tehdt 1+ 8 egység hosszii.
Ahdromszig teriilete:

am_9-3_27

(x +0,52-0,25>-0,2
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Az OAB hiromszog teriiletére felirhat6:
0A-0B_(2+a)-(1+b)
o i

Toas =

Mivel QAPA ~ RPBA, ezért:

Visszahelyettesitve a teriiletre kapott kifejezésbe:

(242} aen=tLaropa2io)ctnpr tiizanpe

b, 2 b b b
Ekkor keressiik a 2+b+% minimumdt, ahol b> 0. Mivel b+%22. ennek legkisebb értcke 2.
feya 2+b¢% akkor minimdlis, ha b= 1 és a'=2. Ekkor a teriilet:

OA-0B_4-2
Toass==—3 ="~

BB o) f()=(x- 1P-3-(- )+ 2=

h)/(x)=}+ i

o _[[x + ‘] - [x + ljl 2, fw
*

x

b) W=V x20;

a) =

o) [ W =-Jx x20;
o) fw=-1-x% xe0:1]; HF@=VT-22 xelo;1].

a) A fiiggvénynek legnagyobb éréke nincs, legkisebb értéke 2, ezt az [1: 3] intervallumban
veszi fel.

b) Abrizoljuk a fiiggvényt:

A fiiggvény nG. Minimuma a 0 helyen 2,5, maximuma pedig
az 1 helyen van, ériéke 3.




FUGGVENYEK

) Abrézoljuk a fiiggvényt:
el L iexs2
X2 x+2

x>

A fiiggvény nd, minimuma a ~1 helyen 0, maximuma pedig
a2 helyen van, értéke 0,75.

Gyoktelenitsiik a szimldl6t és egyszersitsiik:
2
1+1- 4:2
Ha -% <x<0, akkor a bal oldal negativ, tehdt az egyenlGlenség igaz.
Ha 0<x <2, a szdmldl6 a bal oldalon nem nagyobb 1-nél, a nevezd nagyobb vagy cgyenls,

mint 1, fgy az egyenldtlenség igaz.

Mi iguoltu. hogy mivel 2 >0:x20, [A + l] 22, és esak akkor igaz az egyenlGség, ha
vagy ¥=-

=1, azaz x=1,
(Xui,jﬂm.:s‘
2

Gscsak x=1, vagy x=—1 esetén lesz igaz az cgyenldscg.

Mivel y220,1+y22

<5, és az egyenliség csak akkor igaz, ha y = 0.

Tehdt az egyenlet megolddsai az x= 1,y =0, ésaz x=

1,y=0 szdmpérok.

Abrézoljuk egy koordindta-rendszerben az aldbbi fiiggvényeket:
x> 2= & x> lx

A fiigavények tulajdonsdgai alapjdn ldthat6, hogy az egyenletnek

4 gyoke van.

a) Pitagorasz tétele alapjn a grafikon tetszGleges P(x; y) pont-
janak tévolsdga a C(2; 0) ponttGl:
PC=Jx-2P2+y2 =y +4+x2-dx =
mert y20 és 12 - 4y =52
b) Az a) feladat eredménye szerint az
x> @-n=ar -2 0<x<4
fiiggvény grafikonja az y > 0, felsG félsikba es6 2 sugard (2: 0) kozéppontd félkor. Ennek
az x tengelytdl legtavolabb 166 pontja a (2; 2) pont. Az x tengelyen a félkir két végpontja
van: (0:0) és (4: 0). Teht a fiiggvény legnagyobb értéke 2, legkisebb értéke 0.
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o) . D) v
y=r
2res
r , I y=1-2
B REE Ean
5
megolds: megolddsok: megolds: x=2;
@) o
y=r-ax\{ Y
A i xeer =x+l
ST T

=
yex-g,

megolddsok: x,

megolddsok: x, = 0,x,
1

(elégaz

=x+1

X+l
cayenletet vizsgdlni)

Az dbrin vonalazdssal jeloltiik azt a tartomdnyt, amelyben 16v6
pontok koordindtdira mindkét egyenlGség teljesiil. (A hatdrvonal
nem tartozik hozzd.)

a) f=x) =T=x+x% =1 +x+22 = —f(x), tehdt f pératlan fiiggvény.
b) f(=x)= Y1 =07 + YT+ 07 = f(x). tehit f péros fiiggvény.
) f(=x) = f(x), tehdt f péros fiiggvény.

d) f se nem piros, se nem p:
¢) f pratlan fiiggvény.




FUGGVENYEK

A megadott fisggvények grafikonja:
a) ,I b) 5] ol

=Ll l=— P g e G 2
x 1+

xel[-1:0[; xel-11l; xelosil.
Az inverz fiigevények grafikonja:

Az f piros fiiggvény, mivel f(~x) =(x). Elég megmutatni, hogy [0: +c=[-ban korltos a fiiggvény.
Ha x> 1, akkor x? < x*, ezért

fw=12x

T+xt
Ha 0<x<1, akkor x> < 1, és mivel 1 +x%2 1, fgy

2
L apIuer Py
Text

Tehit f az egész szimegyenesen korldtos.
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9.4. HAROMSZOGEK, NEGYSZOGEK, SOKSZOGEK

Neéhany alapvetd geometriai fogalom (pont, egyenes, sik,
tavolsag, szog) — megoldasok

(E8 a) Egy egyenes 4 kiilénboz6 pontja 5 részre osztja az egyenest.
b) Egy egyenes 4 kiilonbozs pontja 6 szakaszt hatdroz meg az egyenesen.

D a) A sikon egy szabilyos dtszog esticsai 10 egyenest hatdroznak meg.
b) Asikon egy szabilyos hatszdg csticsai 15 egyenest hatdroznak meg.

s
(8 a) Asikot egy szabilyos tszog oldalegyenesei 16 részre osztjdk.

b) Asikot egy szabdlyos hatszog oldalegyenesei 19 részre osztjdk.
EHD) a) Pirhuzamosak: AB és CD egyenesei.

b) Kitérdk: AB és EG, AB é CG, CG és BD; DC és EG, valamint EG és BD egyenesci.
(0 Két megoldas lehetséges: 1200 +800 =2000 m vagy 1200 - 800 = 400 m.
(0 a) Atdvolsig: 7,5 cm. b) Atdvolsig: 2,5 cm.

b) Atévolsig: % L]

a+b
2

D) A szakaszok: AP =18 cm és PB=12cm.

D a) Atdvolsig: (a>b).

D A szakaszok: AP= a-—P— ¢ PB=a-—2

P+q p+q'
B a) 194 b) 42.55% ©) 92.755°.
B ) 32°30; b) 123°9%; ) 9°25°12”.

(D A szogek nagysga: 329, 525 72°, 929, 112°

(8 A szog 40°

I A két szog: 120° és 60°

K A derékszigl hiromszig minden hegyesszogéhez taldlhatunk merdleges szdri szogprt.

@D A CBDx =24

) A merdlegesek az eredeti szigtartominy szdgfelezGiével 106°25°307, illetve 73°34°30” nagysdgd
stisget zémak be.

EEHD A kismutat6 Granként 30°ot fordul pozitiv irinyban, vagyis percenként 0,5°
‘Granként 360°-ot fordul pozitiv irdnyban, vagyis percenként 6°ot. Az Gramutatok
) 40-6°~220-0,5° = 130°; b) 625-0.5°-25-6°= 162.5° = 162°30";
c) 372-0,5°- 12-6°= 114°
nagysdgd szoget zimak be.

A nagymutaté
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(E) Tegyiik fel. hogy x perc miilva a két mutatd elforduldsa 12 6réhoz képest egyenl. Az 1300. feladat
alapjdn a (240 +x)-0,5 = x-6 egyenletet kell megoldanunk. Ebbol:

21.82.

1
Tehit % perccel 4 utdn fedik egymist a mutatok.

B A9 pont 36 +2 =20 egyenest hatiroz meg.

B ) Merszéspontok sedma: -7 =28,

o 4 f
b) Az péronként nem pérhuzamos egyenes egymdssal 57 metszéspontot hoz létre, illetve
az 5 egyenes mindegyike minden pérhuzamos egyenest metsz. gy a metszéspontok szdma:
34,5305,
2

3
) Metszéspontok szdma: £244.4=22,

d) Metszéspontok szima:

ED a) Pironként pdrhuzamosak az egyenesek.
b) Egy ponton haladnak it az egyenesek. vagy keltG parhuzamos egyenes metsz egy harmadikat.
¢) Ahdrom egyenes hdrom kiilonbiszG pontban metszi egym:

EID Hét 6ra utdn el6szor x perc milva zdrjon be a két mutatd ugyanakkora szoget a vizszintessel. Ekkor
a kismutatg vizszintessel bezdrt szoge 60° - x-0,5% a nagymutatd vizszintessel bezdrt szoge
pedig 90° - x-6° A két szog egyenlGségébol:

60-x-0.5=90-x6 = x:%

Kati 7 6ra wtin 5.5 perceel indul az iskoldba.

Az dbrén lithat6 6 egyenes s metszéspontjaik
megfelelnek a feladat feliételeinek.

Legyen OA =a, OB=b, OC = c. Az egyenlGség bal oldala:

:‘—;l'(h—uhllz—rv(r—b e

OM-AB +ON - B

Az egyenlség jobb oldala:
o+

a
(c-a
2 (

0P-AC=

A cgyenldség jobb és bal oldala egyenld, tehit az egyenldség igaz.
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D Tekintsiik az egyenest egy szdmegyenesnek, a szakaszok végpontjait a szdmegyenesen egy-cgy
val6s szimnak. Az intervallumok bal végpontjainak megfelel valGs szdmok kozil a legnagyobb
legyen a. jobb végpontjainak megfelels valds szimok kil a legkiscbb pedig b. (Véges sok
intervallum van, tehit a és b Iétezik.) Mivel birmely két intervallumnak van kozos pontja,
teljesill, hogy < b. Ha a = b, akkor a kozos pont a, egyébként minden a és b kozotti pont
Kozds pont.

Haromszogek oldalai, szogei — megoldasok

BE A helyesen kitoltot t

EEHD A hiromszisg hidnyz6 szogei: 82°33" és 55°2'.

EEH a) Derckszogt a hiromszog. b) Hegyesszog a hiromszog.
¢) Tompaszogd a hromszg.

(EB A hiromszog szogei lehetnek: 78% 78°, 24% vagy 78° 51° 51°%

B Az ABE szablyos hiromszig EBA szoge 60°.

E pont a hiromszogon belil van, akkor az EBC egyenlG szrd hiromszog Bnél 16v6 szoge
30° fgya

BECz= M =750

Haaz E ponta haromizo"on kivil van, akkor a BEC egyenl6 sziri hiromszog B-nél 16v6 szoge
90°+ 60° = 150°,

pECk= 18015050
2
A BEC szog tehdt lehet 75° vagy 15°
4 0 a0
£ E
(3 &0 %
5 o B c

(ED a) Az AAC héromszog egyenl szrd, igy az A-nél 166 belsS szog az A-ndl 16v6 kiilsG szog fele,
vagyis AAC =20° Ugyanigy BB'C% = 35°
A hfromszig szigei: 20% 35°, és 125°.




b) Az a) részben levezetettek alapjdn az AAC
héromszigben az A-nél I6V6 belsG szog az.

@
Al 16w KIS s e, ehit AACE = 4 B

Ugyanigy BB'C4 = 5
B # ;An g DAB

Ahdromszog szogei: &, £ 180° -
72

B Az AM egyenese a BC oldalt D pontban metszi. Ismert, hogy @
egy hiromszog kiilsé szoge mindig nagyobb, mint a nem )
mellette 1évG valamelyik bels szog.
Az ADC hiromszg kilsG szoge MDBA, tehit ACBS < MDBS.
Az MBD hiromszig kiilsG szoge AMB<, tehit MDB% < AMBX. A
Osszevetve: ACBS < MDB% < AMBX, vagyis igaz a feladat dllitdsa
G A hiromszog-egyenlGienség alapjdn:
a) létezik ilyen hiromszog; b) nem létezik ilyen hromszog;
¢) nem létezik ilyen hiromszog.

Aharmadik oldal 10 vagy 4 cm. Ha a harmadik oldal 4 cm lenne, akkor nem tefjesilne a hdromszog-
egyenlGtlenség. A harmadik oldal 10 cm. (Ilyen hiromszog létezik.)

I A héromszog-egyenltlenségek alapjin a harmadik oldal nagyobb, mint 10— 6= 4 cm, ¢ kisebb,
mint 10+ 6 = 16 cm. A harmadik oldal tehit lehet 5.6, .... 15 cm. Tehdt 11 ilyen hiromszog van.

(D A feliétel szerint: 2a=a+a2b+c. A hiromszig-egyenlGlenség nem teljesiil a 2a, b, és ¢
hosszsdgi szakaszokra, igy nem létezik ilyen hdromszig.
(EZD A BP egyenese az AC oldalt egy belsS D) pontban metszi. Az ABD m
hdromsziigben a haromszog-egyenlGtlenség: )
AB+AD>BD=BP + PD.
A PDC hiromszighen a hiromszog-egyenlitlenség:
PD +DC> PC.
A két egyenlGtlenséget Gsszevetve kapjuk, hogy:
(AB+AD) + (PD + DC) > (BP + PD) + PC.

Mivel
AD+DC=AC = AB+PD+AC>BP+PD+PC.
Innen mér adédik az 4l

AB+AC > PB + PC.

{7 Legyen az dbra szerinti ABC derékszog( hirom-
csindl 16vG szoge @, B csicsdndl
levé pedig .

Az ADE hiromszog egyenl§ szdrd, tehdt
DEAS = a.
A BCE hiromszog egyenlG szdri, tehdt
ca=p

161
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Mivel o+ f=90° az E pontndl csak akkor lehet egyenes \mg‘ ha CED%=90° Tehit a CED
héromszg egyenl6 sziird derékszogd hiromszog, és CDES

A CDE szisg viszont EDA hiromszog kiilsG szoge, ami egyenlo nem mellette 1évG ket belsG szig
Gsszegével:

CDEs=2-0 = 0=225°
gei: 22.5° és 67.5°

A héromszog hegy
a) Az AOC egyenlG

G hiromszigben AOC szisg 180° '- 6

180° - 108°

A0Cs : 180°=108° és CAOS= Aca&ff 36°.

A DOC egyenl sziri hiromszogben DOC szog 180° é része:

180° - 36°

DOCs=2:180°=36° & DCO¥=0DCK=——""=T2"

A DMC héromszigben
DCM&=72°-36"=36° 6 DMC% = 180°~72°~36°=72",
b) Azelbbick alapjin DMC hiromszisg egyenld
sz, mert szgei 72°, 72° és 36°. A hdrom-
szisgben egyenlG szogekkel szemben egyenl
oldalak vannak, tehdt MC = DC = 10 ¢m.
Az OMC hiromszoyg is egyenld szrd, mert
MOC# = MCO%=36" ezént
OM=MC=10cm.
Tehdt OM = 10 cm.

D Nem. A héromszig-egyenldtlenség alapjdn az egyik e dtlora teljesiilnie kell
e<7+8=15 é e<lIl+9

ilonak 15 crmvnel iscbbnek kelllenni. A mdsi f 16 szintén teljstinic kel hogy
[<8+11=19 & f<9+7=

Tehdt a mésik d6nak 16 cm-nél kisebbnek kell lennic.

“Tehit az egyi

Az dbrén lithatd feloszids megfelel a feladat
feltételeinek.

Az ABCD négyszogben a:

6k metszéspontja legyen M. Az ABM, illetve CDM héromszigben
a hdromszog-egyenlGtlenségek:

gek:
AM + BM > AB, illetve CM + DM > CD.
Innen az llitds kizvetlen ad6dik, hiszen AM + BM + CM + DM éppen az dtlok sszege.




@B Az ABD hiromszogben az A-ndl levs

ED

[1329]

ED

ED
ED
[1333]

g nem hegyesszog,
Lehit BI>  hiromssie eanagyobb oldala: B> BA. Hasoniéan o
az AEC hiromszog legnagyobb oldala CE, tehit CE > AC. [
A két egyenlGtlenségbdl adodik: &
BD+CE>BA+AC= <sg+m>+mu+ue)— 5
+DC+(EA+
Az AED hiromszogben a h&mmsmg-‘.gycnldllcnség. EA +AD > ED. Tehit
D + CE > BE + DC + ED.

a6 ABC hiromszgben az oldalak a szokdsos
jeloléssel a, b és c.
Az APB, APC, illetve BPC hiromszogekben a hiromszig- 5
egyenldtlenscg °

PA+PB>c. PC+PB>a 6 PA+PC>b. 5
Ezekbol kovetkezik, hogy:

2PA+2PB+2PC>a+b+e,
PA+PB+PC> “’T’“
A P poninak a estiesokid] vett tivolsiigbsszege a hiromszg félkerileténél nagyobb. Mivel P pont
a hiromszig cgy bels pontja, az 1320. feladat alapjdn teljesil, hogy
PA+PB<a+b, PC+PB<c+b é PA+PC<a+c.
Ezekbl kovetkezik, hogy:
2PA+2PB+2PC<2a+2b+ 20,
PA+PB+PC<a+bc

A P pontnak a estiesokidl vett tavolsdgdsszege a hiromszog kerilleténél kisebb.

Pitagorasz-tétel - megoldasok

A megadott adatokb6l a kovetkezd tblizatol g ieeer ™ iz P

Kapjuk (=) fhiciond, Miskbooat Moo,
12em 5cm 13cm

a) Lehetnek deréks7gG hiromszog oldalai = e =

b) Lehetnek derékszogd hdromszog oldalai. o 2o m

) Nem lehetnek derékszogi g oldalai. V-0 o £l

d) Lehetnek derékszogG hiromszog oldalai b b )

A Pitagorasz-tétel alapjdn nem lehet, mert a két pératlan befogé négyzetsszege pros, ami nem
lehet a pératlan dtfog6 négyzete,

Akét ferde rid hossza egyiitt 2-v1507 + 1002 =

Az alaphoz tartoz6 magassig 6 cm.

360,56 cm.

Azellensily a tartGoszlop 1dbit6] 41 méterre, a darugém vége a tartGoszlop 1abt] 44 méterre van
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mérdje 17"

EE) Az dbrin akét fit jelolie CC” és DD’ szakasz. A CDE derékszogh e
héromszégben DC szakasz hosszit kell kiszdmitani.

sm
DC=V5+10%=5-V5=11,18, P 0
tehdta két fa cs itdleg 11,18 m tavol ist6 = s

D ) Az OBC hiromszog teriilete az ABC derékszisgi hiromszog teriiletének harmadrésze. Mivel
a két hdromszog BC oldala kizos, az OBC hiromszog BC oldalhoz tartozd magassiga

az AC befogé harmada, vagyis %‘ cm.

Hasonléan az OAC hiromszdg teriilete az ABC derékszgd hiromszog teriiletének harmad-
része, igy az OAC hiromszig AC oldalhoz tartoz6 magassiga a BC befog harmada, vagyis
15

=5cm.

3

Az 0 pontnak a befogokidl vett tivolsiga tehdt 6 és 5 cm.
b) Az elziek alapjin OC egy 6 és 5 cm oldal téglalap dtlGja.
Pitagorasz tétele alapjdn

0C =6+ 57 = /61 =781 cm.

FEED A hiromszisg teriilete egy b oldald szabilyos hiromszg teriiletével egyenld:

_»3
T a
A Kiizdotér legyen egy 8 m oldali ABCD négyzet. Tegyik fel, N -
hogy a sportolé az AC 46 A-hoz kizelebbi P harmadol6-
pontjdban tartGzkodik. \»
A P pontnak az A csticstol vett tavolsdga az &6 harmada: ‘
AP=% 8:-42=377m.

A P pontnak a C csiicstdl vett mvo!\ﬂga az 416 kétharmada:

2g.Va~754m,

A négyzet dtléinak metszés
a DOP hiromszg derékszogd, és a DO szakasz a négyzet itlgjdnak a fele:
DO=4-

A PO szakasz a négyzet dtl6jdnak a hatoda:

PO=




A DOP hiromszgben felirva a Pitagorasz-tételt adddik, hogy

PD=\PO?+0D? ==~ -5=596m.

3

Hasonléan: —

A sportol6 a kiizd6tér négy sarkitGl 3.77, 5,96, 7,54 és 5.96 m tavolségra van.

D A CFB derékszog iromsatghen igorsséiclelsdmiais @
BC oldal: BC=50 ¢
A CFB ha.mmmgbcn FE a CB oldalhoz tartoz6 magassig, s2em
gy a hiromszog teriiletét kétféleképpen felirva FE-re adodik:

A CFE derékszisgii hiromszdgben Pitagorasz tételét felirva

CE =407 -24% =32 cm.

A CEFD négyszog keriilete FE és CE szakaszok tsszegének a kétszerese:

D Legyen az induldsi pont A, az érkezési pont B, a gomb kozép-
pontja O.

) A blygs felszinén megiett it {6k kertltének  negyed
2:2: 22
4
b) Azalagit hossza az AOB cgyenl szirt derékszise hirom-
Gja. Mivel a hiromsziig befogdja 2 km, Pitagorasz-
e lapin:

-
N

314 km,

!}z

AB=2-42=282km
Az alagiit hossza tehdt 2,82 km.
< A B érkezési pontbol akkor nem lithatjuk a tornyot, ha a torony 7 ponttal Jelnll(e(eje a fokor-
2 B-ben hizott érintG egyenesének arra az oldaldra esik, amelyik oldalon a Kor v
A T pontaz AOB szog szdgelezdién 0461 2 +0,1 =21 km-re van
felez6 és az & legyen C. Az OBC 6 szt derckszogd hirom-

0C=2-v2=282km.
Mivel OC > OT, a tornyot a kis herceg nem lithatja.

A
szisgben a befogé 2 km, igy
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Legyen AC=b és BC=a. Az O pont AC-re, illetve BC-re es6

ED
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merdleges vetiilete legyen A, illetve B’
Az 1336. feladat gondolatmenete alapjin a teriiletekbdl kivet- k

kezik, hogy

& o
% 4
b
Az OBCA téglalap tra felirva Pitagorasz tételét:
o
oct=L .2
()

2 4z AOK derékszogl hiromszogben Pitagorasz tétele:

ST

Mivel BB ﬂ, 2 BOB' ez hiromszgben Pitagoras ttel:
2, (b
op2=| 2
GG

Az elgbbicket felhasznlva:

2
0A2+0B? [&]{EJ
3)"a

Ezzel az dllitist bebizonyitottuk.

+{%:T+(z

Ha a derékszigd hiromszog mésik befogja b, és az difogdja ¢, akkor Pitagorasz tétele alapjn:

(e-Brerh=

Mivel ¢ - b kisebb, mint ¢ + b, 225 lehetséges szorzattd
lembe véve: 1:225=3-75=5-45=9-25.
a+b=225 akkor a=113 &
a+b=75 akkor a=39 &
és a+b=45, akkor a=25
a+b=25, akkor a=17

lakitsai a tényez6k sorrendjét is figye-

12

‘Tehit négy ilyen hiromszdg van.

Négyszogek — megoldasok

Akonvex négyszignek Iehet, hogy:

~ nines hegyesszoge, példaul téglalap;

~ gy hegyesszoge van, példul egy deltoid, melynek szogei 60°, 90°, 120°, 90°%

— két hegyesszoge van, példdul egy trapéz, melynek szogei 60° 120° 60°, 120°;

~ harom hegyesszoge van, példdul egy deltoid, melynek szogei 60°%, 80°, 60°, 160°.

Négy hegyesszoge nem lehet, mert ekkor nem teljesiilne, hogy a bels szogek dsszege 360°
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0 Hamisak: a), b), c). e). f). g). Igazak: d), h).
(B A hdromszog oldalait Pitagorasz-tétellel sz

ithatjuk: D_6em £ 6m ¢

AE=127+ 42 =410 = 12,65,

EF =846 =10, ol )

AF =127+ 67 =65 =13,42. g
Az AEF héromszog keriilete: = e

AE + EF + AF = 36,07 cm.
Az AEF hiromszog teriletét megkaphatjuk tgy, hogy a négyzet terilletébol kivonjuk az ABE,
EFC és AFD hiromszogek teriiletét:

12:4 8.6 12:6

122 =60 cm?.

I Legyen ABCD a 6 cm oldali négyzet. Az A csicson dthalads, T
a terilletet harmadol6 egyenesek kozil az egyik a DC oldalt
E-ben, a misik a BC oldalt F-ben metszi.
Az ADE hiromsz6g terillete a négyzet terilleténck harmada,
teht 12 em?.

SPE_12 = pE=dem.

Pitagorasz-tételt haszndlva az ADE héromszogben:
AE=\6T+ 4 =2.J3=721 cm.
Ugyanigy:
AF=2-JT3=72l cm.
Tehit a két egyenesnck a négyzet belsejébe es6 szakasza 7.21 cm.
Tekintsiik az ABCD négyzetet. Az AC dtl6jdra mérjiik fel 5 o
anégyzet oldaldnak a hosszt A-bol kiindulva, ig pontot
Kapjuk. 5
Mivel a négyzet tléi az oldalakkal 45°-0s szoget zdmak be, &
az ABE egyenlG szirt hiromszog szirszoge 4% az alapon 16v6 :
e 1so° 450

e

=67,5% 5 (2

Ennek a szognek a Kiils6 szoge 112,5°

Az EBC hiromszog EC oldaln fekvé szogek: 112.5° s 45°.

Ezek alapjdn a szerkesztést az EBC hiromszoggel kezdjiik, mert adott az EC oldala, és ismerjik
arajta fekvé két szoget. Az EBC hiromszognek a BC oldala a négyzet oldala, aminek ismeretében
anégyzet mir szerkeszthetd.

A feladatnak mindig van megolddsa.

EED A téglalap 4tl6i az oldalakkal;
a) 35° 6 55% PEXES

g nagysdgi szoget zdmak be.
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D) A rombusz szogei 48° és 132°
E) A rombusz szogei 30° és 150°
EEED Hirom eset lehetséges:
@) 102° 109% 40° 65 109% ) 40° 102° 116° és 102% ) 1022, 40°, 178° és 40°
KE A hosszabbik 4tl6 a 10 cm-es dtl6t két egyenlG részre osztja. A hosszabbik 4116 szeletei az ardnybol
adédéan 15 cm és 9 em. Pitagorasz tétele alapjdn az oldalak:
57+ 92 =106 1030 cm ¢ b=57+152 =510 =15.81 cm.
EEE A paralelogramma belsG szogei 80° 100°
KB A paralelogramma belsG szogei 108° és 72°.
{EH Az ABCD paralelogramménak az A csticsindl levé szoge legyen
hegyesst. A parlelogrammaldalai AB =a & BC =, il
AC=e és BD=F, az AB oldalhoz tartoz magassiga m. 7 g
Huzznnk merdlegesta C ésa D esticsokbol az AB oldal egye-
nesére. A merdlegesek talppontjai legyenck F és E. Az Fpont 7 o
az AB oldalon kiviil, az E pont az oldalon van.
Jelolje az AE és a BF egyenld szakaszok hosszisigait x
A BFC derékszogii hiromszogben a Pitagorasz-tétel:

2 = i 422
Az AFC derékszogii hiromszgben a Pitagorasz-tétel:
er=m?+ (a+x)

A BED derékszigd hiromszogben a Pitagorasz-tétel:
fi=md+(a-x)2
Iva az U6k négyzetosszege:
4 f2=2m + (a+ 02+ (a -0 = 2m2 4 202 + 202
=2-0m*+x%) +2a
Haa fnak az A cstiesdndl levé szoge . abi
He téglalap, akkor is az tlok gyenld.

Ezeket felhas

(EED Mivel a paralelogramma Koré ki ithatd, i egyenl hosszdak, teht téglalap.
Atéglalap d6jdnak hossza Pitagorasz-tétellel szdmithato:
V22457 =13 cm.
Atéglalap kiré irhat6 kor sugara az U6 fele, vagyis 6.5 cm.

KD Nines konkdv trapéz, mert a trapéz egy szdron nyugv belsG szogeinek sszege 180°.

KEHD Mivel a két adott sz0g Gsszege nem 180°, ¢
szigek. A trapéz misik két szoge: 180° - 38

(B Keét megoldds lehetséges, amelyek a kovetkezo  Nargiazgon ™ iaaek ™ ™ rudens ™ " Hosszabn ™
T -

1t ezek a szogek nem lehetnek egy szdron nyugve
142° 65 180° - 102°=78°

tabldzatbol olvaxlmlék k| Felhaszndltuk az oldal- sir sair alsp

ho: ki I, hogy ha egy egyenld
szt dcrckizogu hnmmszon befogoja a, akkor oM (B:NZem [ i0cm, dic,
az dtfogéja a2 6em 6-\2cm 16cm 22em
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@ Az ABCD konvex négyszogben az dtlék metszéspontja legyen M.A négyszoget az 4tl6i négy

derékszogd hiromszogre bontjdl
A négysatg terlletét a négy dentksz0gd ho

_AM-BM BM-CM CM-DM DM -AM
=3 2 ) ]

=%»(AM¢CM)+%»(CM+AM)=
_(AM +CM)-(BM + DM) _ AC-BD
2 2

Tehdt a négyszog teriilete %
A feladat dllitdsa akkor is igaz, ha a négyszog nem konvex.

E Tekintsiik az dbrn lithatd jeloléseket.
Az EFGH négyszbg négyzet, mert d6i egyenl hossziak,
illetve merdlegesek cgymdsra.
Az EFGH négyzetben a HF 416 az ABCD m:Lyte( nmmmk
éskét 18 cm oldalti szabdlyos hdromszog magassaganak az

L [~1s (nf)

HF=18+2

'GH négyzet teriilete az dtlok <7(\r7amnak afele:

TerGH négyrer 2 209,18 em?.

g teriiletének dsszegeként szd

Az EFGH négyzet EF oldala az EOF egyenl sziri derékszogdl hiromszognek az dtfogdja.

Ennek a hfromszognek a befogdja:
nr:%:q-(uﬁ).

Az EOF egyenl sziri derékszogG hiromszognek az ftfogdja a befogd VZ-szerese,

EF =OF -2 =34,77 cm.
Az EFGH négyzet keriilete:

KerG negyre =4+ EF =4:34,77=139,08 cm.

G Az fbrin lithato ABCD églalap oldalaira ol egyenlsdrd
derékszogd hiromszogek esicsai E, F,

Mivel az egyenls sziri derékszogi hamm:wg alapon fekvs
seisgei 43°-0sak, F, C és G pontok egy egyenesbe esnek. Hason-
I6an igaz ez a obbi ponthdrmas esetében is

Atéglalap 6s a hiromszogek négyszoget hatdroznak meg.
Ennek az EFGH négyszognek minden szbge derékszog, tehit
téglalap.

Az dbra jeloléseit haszndlva az EFGH téglalap minden oldala
a+b hosszisdgd, teht négyzet.
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@B Az ABCD négyszdg oldalainak felezGpontjai az dbra jeloléseit
haszndlva E, F, G és H. A szemben levs oldalak felezopontjait
Gsszekotd szakaszok metszéspontja M.

Az AME és a BME hiromszogek terilete egyenl, mivel AE,
illetve BE oldalai egyenlG hosszak, valamint ezen oldalakhoz
tartoz6 magassigok megegyeznck.

A tobbi hdromszog esetében is ezt végiggondolva adédik, hogy:

IMERE éaysats * IMGDH négysete = IMFCG négysaie + IMHAE négyszog

A feladatban hdrom négyszog teriletét adtak meg, gy a hidnyz0 negyedik négyszog teriletére
akovetkez osszefiiggések valamelyike érvényes:

15420=25+x = x=10 = 450 negyuatrg =70 cm%
15425=20+y = ,A,“,,w\,ug_s()cmz
25+20=15+4z = 0 = Lapcp negyusse =90 cm?

0 =

A négyszog teriilete lehet 70, 80 vagy 90 e’

A2 6K metszésponta a megfelld pont.

esticsai legyenek A, B, C és D. A sik egy P pontjdra igaz, hogy PA + PC > AC,
és egyenldség csak akkor 4l fenn, ha P pont rajta van az AC dtlén:

Hasonlan PB + PD > BD, és egyenldség csak akkor dll fenn, ha P pont rajta van a BD dtlon.
Ebbol kovetkezik, hogy

PA+PC+PB+PD2AC +BD.
EgyenlGség csak akkor dll fenn, ha P rajta van az AC, illetve a BD 46k mindegyikén, vagyis
P pont éppen az dtldk metszéspontja.

Sokszogek — megoldasok

FE A helyesen kitltott tiblazat:

" Rsokszty agyi oscsabdl kindulg |
T [LE L T—"
10 e 1440°
1 {5 a0
24 2 £
n n-3 (n-2)-180°
a+3 a (a+1)-180°
w52 o 2

(EIH Egy n oldali konvex sokszig egy kilsG sziige mmdlg kisebb, mint 180°, & a belsd s
dsszege 180° egész szdmii bbszorose: (n-2)- I
Mivel 2283° = 12 180° + 123°= (14~ 2)- 180° + 123". akil
14 oldal.

) Az a) és c) igaz,a b) és d) hamis.

geinek

zig csak 123° Iehet, és a sokszog
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I A helyesen kitoltott tabldzat:

9 140" v
- (n-2)-180° 3607
n n
3500
SR a 180~
3%60° ,
i 180°-f B

GEE Egy konvex hatszdg dtldinak legfeljebb 15 darab cstcsokt6l kiilinbivzs metszéspontja lehet.
KB Egy szabilyos hatszog diGinak pontosan 13 darab esiiesokidl killonbiozo metszéspontja van.

RED A legrovidebb dtl6 és a szabilyos hatszisg két oldala olyan egyenlG szdrd héromszoget hatdroz meg,
amelynek szirszoge 120°. Ez alapjin a szerkesztés elvégezhetd,

(BB A szabilyos otszog egy esiesdbol kiinduld dtl6i 36-os sziget 7
drnak be.
5 £
¢ 0
Az 1372, feladat alapiéin ABGS = GAB% =36 A BGF% a BGA ,

g kiils6 svge. mh 36°+ 36°
mutathat6, hogy G
Tehita BGF 'mmswg szbgei 729 72° 36°. " ”

72° Ugyanigy meg-

a) AzABCDEF szabilyos hatszoig egy kiilsG szoge F'FA% = 60°

s FA'= 2FF". Ebbol kovetkezik, hogy az F'FA' hiromszig

P szabilyos hromszog. amelynek az Anél 16vG szoge 30°

Ugyanigy az AAB’ hiromszog is fél szabiilyos hdromszog, és

A szoge 90° Ezazt jelenti, hogy az. ABCDE

hatszignek az Anél 16vG szige 30° +90°= 120%0s.

A hatszog (Gbbi szigér6l hasonlé modon beldthat, hogy
szintén 120°-os

7




Az ABC'D'E'F’ hatszog minden szoge és minden oldala egyenld, tehit szabdlyos. fgy a keriilet:
Kawcoer haswg =6°12-¥3=124,71 cm.
'C'D'E'F” hatszisg teriilete 6 darab 12-+/3 cm oldald szabdlyos hdromszog teriiletének

szege: (125P
P

64843 =1122,37 cm?.

TancDEr sy

(BB a) A nyoleszog minden szoge 135° 08 408 4 08
b) Nem szabilyos a nyoleszog, mert oldalai nem egyenld =
osszdak. Ugyanis BC a négyzet oldaldnak harmadrésze,
AB pcdlg aharmadrész /2 -szorose.
¢) Akerillet: ¢
K, =4.08-(1+v2)=7.73 m.

082m

nyolesziy 7

d) Anyoleszog teriletét megkapjuk tigy, hogy az eredeti négyzet teriiletébol kivonjuk két 0.8 m
oldali négyze teriiletét

Toyolesaty ~2-082=448m2.
@D Legyen T az AB alap felezéspontja. A legum\[ tétel alapjdn
a BCT derékszigd hiromszighGl BC =20 ci i
Az FBC hiromszig FB oldala § cm, a huuu tartoz6 CT ma-
gassdg 16 cm. Az FBC haromszog BC oldala 20 cm, a hozzd 52
tartoz6 magassiga FE. Ennck a hdromszognek a terilete kétféle-
képpen szimolhatd: 24 D
8
§.16_ FE-20 AR VRN
TT:FE:ﬁ‘ACm A 6 1T F 8 B

A BEF derékszogd hiromszogben a Pitagorasz-tétel alapjdn:

Texrcp. tszivg =
A CEFGD itszog keriilete:
Keerap sy = GF +2-(FE +CE)=51.2 em.

A 25 hiromsadg belsS ssgeinek tasaege 25. 180" Az disabg belseithen 1445 egy hiromsat-
csniil a szjgek dsszege 360° Ha n cstics esik a hdromszog bel
nek dsszegét tigy is szamolhatjuk, hogy m}" - vm\ehu ho77d;ujjuk az dszog hel\o szogeinek
Gsszegdt. Iy nere a kovetkezs egyenlether jutunk:

25-180°=n-360°+ 540° = n=11.
Az Btszg belsejébe 11 hiromszog-csics esik.
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Az dbrin lithatd ABCDEFGHI szabilyos kilenc-
szog egy belsG szoge 140°. Egyik legrovidebb
dtlGja BD, egyik leghosszabb dtlja pedig AE.
A BCD egyenl szird hiromszig szirszige egy-
ital a szabdlyos kileneszoog egyik belsd szoge is,
tehdt 140°. Tovdbbi: BDC4 = CBD = 20°,
valamint BDE: DBA< = 140° - 20° = 120°.

lencszog C esiesdn dthalado

sa s
& AE dtldja,tehit az ABDE négyszg olyan hir-
trapéz, amelynek belsG szogei 60°, illetve 120°
Legyen az AE leghosszabb dtlénak P egy olyz
belsG pontja, amelyre igaz, hogy a BDEP négy-
szbg paralelogramma. A szogekbdl adédoan
az APB hxilnmvog vahz\lyo‘ és az oldala

a zemkizti ol
hosst & sabilyos hiromszoebl adoddan A & srabélyos Kilencssos okdla,
Mivel AE=AP + PE, az dllitisunk igaz.

(B Legyen az adott pont P, az adott egyenes e.

Ha a pont és az egyenes tavolsiga 8 cm-nél nagyobb, akkor az adott tulajdonsdgd pontok a P kol
it S cm sugard Korvonal pontja

Ha a pont és az egyenes tavolsdga 8 cm, akkor az adott tulajdonsdgi pontok a P koriil it 5 cm
sugard korvonal pontjai, kivéve a kor e-hez legkozelebbi pontjdt.

Ha a pont és az egyenes tivolsdga 8 cm-nél kisebb, de 2 em-nél nem kisebb, akkor az adott tulaj-
donsdgt pontok a P kol rt 5 cm sugard korvonal egy nyflt ivének pontjai

Ha a pont és egyenes tivolsdga 2 cm-nél kisebb, akkor az adott tulajdonsdgi pontok a P kol irt
5 cm sugard krvonal két nyilt ivének pontjai.

tja a két ikus kor ki

FEIT) A pontok halmaza az a kérvonal, amelynek ks
sugara a két kor sugardnak szdmtani kozepe.




[1351]

[13:2]

ED

ED
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Ha P és Q tévolsdga nagyobb,
sugar zrt korlap pontjai.

Ha P és Q tivolsiga 10 cm, akkor az adott tulajdonsdigd pontok a P kiriil irt 4 cm sugard zdrt
Korlap pontjai, kivéve a korlap Q-hoz legkdzelebb es6 pontjat.

10 cm, akkor az adott tulajdonsdgd pontok a P oril irt 4 cm

Ha P és O tivolsiga kisebb, mint 10 cm, de nagyobb, mint 2 cm, akkor az adott tulajdonsigd
pontok a P kil irt 4 em sugard zdrt korlapnak az dbrén lithat6 pontjai.

Ha P és Q tavolsiga 2 cm-ndl kisebb vagy egyenld, nincs ilyen pont.

Egy szakasz mint alap folé emelt egyenld szdri hiromszog harmadik csicsa, egyenld tvol van
az alap két végpontjdtol, igy a harmadik cstes az alap felezomerdlegesén van.

Ha a két szakasz nem pérhuzamos, akkor a két szakasz felezGmerdlegesének metszéspontja
a2 gyenl sird hitoms.gek KOs pont.

Ha a két szakasz pirh beesnek, akkor a kizos felezomerd
inden ponta megfelel Kb cadesnak. iveve & et sakas felemponua

Ha a két szakasz pirh de nem esnek egybe, akkor
nem lehet ilyen hdromszigeket szerkeszteni.

Egy ki érintGje merdleges pontba hizott sugdrra, igy a szerkesziendd kor kizéppontja

rajta van az egyenesre E-ben dlitott merlegesen.

Ismert, hogy cey ki)r hirjénak felez6i
rialmazza a

Ezek alapjin a szerkculés menete:

1. az adott egyenesre E-ben merdlegest dllitunk;

2 a PE szakasz

3. a két egyenes metszéspontja les a kor kizéppontja, sugara a kozéppont és E tvolsdga;

4. ez alapjin a korvonal megrajzolhatd.

Afeladatnak mindig egy megolddsa van.

almazza a kor ko jit, igy a PE szakasz

Az 1314, feladat alapjin torténhet a szerkesztés.
Mivel az AAC hiromszg egyenld szrd, igy
az A csiics rajta van az AC szakasz felez6mer6-
legesén. Hasonldan a B csiics rajta van a B'C
szakasz felezomerdlegesén.

A szerkesziés menete:

1. Szerkessziik meg azt az AB'C hiromszdget, amelynek az 4B’ oldala a keriiletiel egyenlG hossz,

és az A-nél 1évG szoge % a Bnél 1évé szoge =
2. Az AC szakasz ének az AB*vel valG metszéspontja adja A pontot.
3. A BC szakasz felezomerdlegesének az AB-vel valé éspontja adja B pontot.
A feladatnak mindig van megolddsa. ha a két megadott szog sszege 180°-nd kisebb.
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B Kett olyan pont van, amelyik mind a hirom egyenestdl egyenld tivol van.
B Az AD étfogjd fél szabilyos hiromszogbdl ad6déan AD = 10 cm.
@) Ha a szirszog 36° akkor az alapon fekvé szogek 72%-osak.

Az alapon 16vG egyik szog szdgfelezGje az dbrén lithat6 médon

keét egyenld szird hiromszogre bontja az eredeti hiromszoget.

D Mivel CE pirhuzamos BD-vel, pirhuzamos smm <zonck kelet-
keznek. A CBD szbg ésa CDB szogisa C c
fele, vagyis a BCD hiromszig egyenk

Egy
vannak, tehdt DC = BC.
EEID A négyzet dtfogora esd esiicsa egyenlG tivol van a két befogtdl,
fgy rajta van a derékszogd cstics szogfelezGjén. Ez alapjdn a
szerkesztés elvégezhetG.
D A félkor kozé amely ik oldaldra esik, van a misik két oldalt6l,
iay a félkor kzéppontja rajta van a misik két oldal dltal bezirt belsG szog szogfelezdién. Ez alapjn
aszerkesziés elvégezhetd.

D Tekintsiik az dbra jeloléseit. (=)

A pirhuzamosséghdl kivetkezik, hogy az A-ndl 16v6 kiilsé szig A

éppen a B-ndl, illetve a C-nél 16vG belsG szogeknek is két-

sterese. Ebbol adédik, hogy a B-nél és C-nél levs belsG szogek U

cgyenlok.

Az ABC hiromszisg egyenls sziri és AB = AC. A A
D A szigfelezok fltal bezirt szog S7° ¥ 3

GED ) A misik kétbels sz sdgfelezdinek hajlésszouc 66°
b) Az ABC hiromszisg szigei a szokiisos jelolésekkel legyen @,
ey ABésysaback savpfelentinek metszéoponids

jelolje 0.

Az OBC héromszig B-nél és C-nél 16vG belsG szoge g & %
e B4,
% 2

ami éppen a ket szogfelezs Imjlﬁssmge
Mivel az ABC hdromszog belsG szogeinek dsszege 180° a két szogelezs hajldsszoge:
By _180°




EED AkiilsG szogek rendre 1325 106° illetve 122° A kills6 szogfelezo}
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al meghatdrozott hromszog
belsd szogei ezck felének paronként vett tsszegét egészitik ki 180°-ra. fgy a szogel
gL 182 ;I()ﬁ i R ;IZZ RO - :106

G Az ABC hitomszog A & B csdesndl I6v6 belsG subgfelezsk

metszéspontja legyen O. Mivel DE pirhuzamos AB-vel, a DOA
s az OAB szigek vilioszogek:

DOA%=0AB% = DAO

«

>
Ezazt jelenti, hogy az ADO hiromszog egyenlG szdri. Egy hirom-
szogben egyenlG szogekkel szemben egyenls oldalak vannak,
ezért DO = DA =5 em. Ugyanigy adédik. hogy OF = EB=4 cm.
Tehdt a DE szakasz hossza 9 cm.

dbrin lithat6 ABC hiromszogben az

ABC% = ACB% = f akkora BACS = 180°~2- .

Mivel az MB merGleges a hdromszog BC olda-

lira, ABM = 90° - f.

Az M pont rajta van az AB szakasz felez6-

merdlegesén, tehdt az AMB hiromszog egyenls

szind: MBA% 90°- .

Az NC parhuzamos AB-vel, tehit az ACN

@ BAC szogek villdsaogek: BACS = ACN'

=180°-

Az pontraa van z AC saakassfeleamertlegesén, et a2 ACN hitomsat s egyenl
2.

ACNs =
Az A csiicsndl sszege 2-(180°~2-f) +90° —~ B=450°~5-f, ami éppen 120°
a feladat feltétele szerint. EbbG1 = 66°.

Ahdromszisg szogei: 6% 66, 48°

Aszig esiicsa legyen O, a szogszirak pedig e, illetve f félegye-
nesek. A P pontaz e szogszdr egy tetszGleges pontja.

Legyen P; a szdglartoményban az a pont, amelyre PPy pirhuza-
mos az f szogszirral és PPy = OP.

Az OPP, hiromszog egyenl§ sziiri,
szemben egyenld szigek vannak: PP,O
Apérhuzamossdg miatt az f szogszdr az OPy cgycncv;vcl sznucn
o nagysigii sziget zdr be, tehdt P, pont rajta van a szogfelez
Tekintsik a satplelez egy etsafloges © ponté. Hizzunk pa.hunnmq O-n keresztiil az. f szog-
szirral, és vegyik a & ¢ egyenes A Kiindulva,
a feladat utasitdsait kovetve éppen a Q ponthoz jutunk. Tehit a szogfelezG minden pontja hozzd
tartozik az adott twlajdonségi pontok halmazahoz.

Legyen P, a szogtartomdnyon kiviil az a pont, amelyre PPy pérhuzamos az f szogszirral
é PPy= OP. Belithat, hogy a P, pontok halmaza az adott szog mellekwngenek szvgfelezdie.
A feladatban szerepl6 pontok halmaza a &a szog-
felezGje. (A szog és mellékszog kizos szogszira tartalmazza P-t.)

az cgycnld oldalakkal
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Haa szdgfelez6k a DC oldal E felezdpontjdban metszik egymést,

akkor a szogfelezés miatt BAES = EADS = % Mivel a parale-
logramma szemkiszti oldalai pérhuzamosak, a BAE és a DEA

szbgek viltoszogek, tehit BAES = DEA% = % Ez azt jelenti,

hogy az AED héromszog egyenls agyis DE= AD. Ugyanigy BC = CE. tehit DC=2BC.
Ha DC=2BC, & E' ponta DC felezpont

vagyis az ADE’ hiromszdg egyenld szird
az egyenld oldalakkal szemben egyenld szogek vannak, tehdt
DAE'S = DE'A% = g. Mivel AB pirhuzamos DC-vel, DE'A
és EAB szogek viltdszogek, tehit DEAS = EABS = . Hason-
16an ABE'< = E'BC: 3
Tehdt AE' 5 BAD, s BE 2 ABC sabystgfeeate,vagyisaz ABC és BAD sabgecsabgelati
DC felez6pontjdban, £*ben metszik egym:

Az ABC, illetve az ABC® héromszigekben BC = BC
hiromszdg kiviil az elsdben legyen nagyobb a B-nél 1évG szi
mint a mdsodikban. Bizonyitands, hogy AC’< AC.
A CBC® sziog felezdje az ABC® hiromszigon kiviil halad, és

messe az AC oldlt gy F pontban. EXkorigaz, hogy CF = C'F. '

N

Az AC'F hiromszogben felirva a hd
F+FC=AC. .
- A T

Hasznljuk a kovetkezs dbra jeloléseit.
Akis kor sugara legyen 7.
Akisebbik félkorok sugara 4 cm, tehdt FE = FD =4 cm.
A i anagy félkit, ezért kizé ik tivol-

AC'<AF + FC'
Ezzel bizonyitottuk a feladat 4ll

ENR]

A kn Kor kiviilr6] érinti a kisebbik félkoroket. ezért kozéppontjaik tévolsfga: CE=CD =4+ r.
A CFE derékszogi hiromszogben felirva Pitagorasz tételét
@+ =@-N+8 =

Alegkisebb kor sugara % cm.

@) Az r=4 cm sugard kor kozéppontja 0y, az egyenessel vett
érintési pontja E,
Az R=9 cm sugart kor kzéppontja Oy, az egyenessel vett
érintési pontja E.
Az 00:EE, llegy\zug del:kwogu trapéz alapjai r és R
A nem derékszogi szir hos
A derékszogd szrat az dhm alapjéin P|ul.umurle(elltl szamithatjuk:
EEy=J(R+1?-(R-r?=J&R-r=2-JR-r

Az érintési pontok tévolsdga 12 em.
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b) Hakét r é R sugani kor érint egy egyenest és érintik egymstis,
akkor az ¢l6zG gondolatmenet alapjdn az érintési pontok
tivolsdga

EEy=2-VRT. 0
Ha a keresett kor x sugara kisebb mind a két kor sugardndl, : 4;

€ az cayenessel velt érintési pontja £y, akkor az elizock
alapjén:

EE;=2-Ax=4-Jx, EE,=2-V0x=6-Vx, EE,

fgy:
+EEy=EE, = 4-Jx+6-Jx=12 = x=144cm.
Akisebb keresett kor sugara 1,44 cm.
Haa kemu Ko y sugara nagyobb mind a két
arinl, é az cgyenessel vett érintési

ponta £, akkor az lasbok alapjén:

E‘E, 2- Ay =4-y,
N

fgy:
EjEy-EE=EE, = 6-Jy-4-y=12 = y=36cm.

A nagyobb keresett kor sugara 36 cm.

Haromszdg beirt és kore irt kire — megoldasok

A beirt kor a 6 akoriilirt ¢ dt az oldal-
felez6 merlegesek metszéspontja adja.
a) A szerkesztés elvégezhetd, ha figyelembe vesszik, hogy ha a korilirt kor kozéppontjdt dssze-
@ik a csiesokkal, akkor czek a sugarak 120°-os szoget zdmak be egymassal.
b) A szerkesztés elvégezhetd, ha figyelembe vesszik, hogy ha a beirt kor kozéppontidt osszekiiik
az oldalakkal vett érintési pmuokkaL akkor ezek a sugarak 120°-os szdget zimak be egymdssal.

egybessnek gy a hiromsad beit és ki it irének kintp-
pontja is ugyanaz a pont. Ez a pont a hdromszog
egyenS s hiromsaget alkot, amelynek sedradge 120% E7l
romszget az alaphoz tartoz6 magassiga két fél szabilyos
hamm\zugr: bontja, amelyrdl tudjuk, hogy a rovidebb befogdja
fele az dtfognak.
Mivel az ftfog6 €ppen a koriilit ki sugara, a befogd a
sugara, a feladat dllitdsa igaz

kor

Az 1404, feladatbol kvetkezik, hogy az a oldald szablyos hiromszig magassiga éppen a beirt
és korilirt kor sugardnak dsszege, & hosszuk ardnya 1:2.

1avi

Tehit a beirt ki sugara ;
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Ha egy hdromszog koré irt korének sugara R, kzéppontja O, egy oldala a, akkoraz O pontnak
az a oldalid] vett d tavolsigit Pitagorasz tételével Kiszamithatjuk:

]

Mivel egy adott hiromszog esetén R dllandd, a gyok alatti mennyiség akkor a legkisebb, ha @
alegnagyobb.

Tehit bebizonyitottuk, hogy egy hiromszog koré irt kirének kizéppontja a legnagyobb oldalhoz
van a legkiszelebb.

Ahelyesen Kitolitt tblizat: T T T —
Kerilote ‘Teriliote Beirt kor sugara
s0cm 125 om? Z o
30cm 30 cm? 2cm
K
x s ‘
Abefogok legyenck a =30 em, b =40 cm, és a Pitagorasztéielbdl az dtfogs ¢ = 50 cm.
@) Abeit kor sugardra ismert a kovetkezs dsszefiiggés:
e g em,
2
b) Az dufogohor it kor sugara:
asbre oo
2
) Abefogokhoz rt korok sugara:
. g*’:zocm és y,,:"’;’” 30em.

Az ABC egyenl6 sz hiromszogben az dbrinak megfelelGen AB az alap, F az alap felezGpontja.
a) A CFB hiromszisgben a Pitagorasz-tételt haszndlva:
AB=2-FB=2-\202- 16> =24 cm.
b) Legyen a szdrhoz tartoz6 magassdg m. Az ABC hiromszig
tertletére igaz 24416 20-m
Z B*
Innen a szirhoz tartoz6 magassig 19.2 cm.
) A BC szirhoz tartoz6 ma talppontja legyen 7. Az ABT Mmm\zugben Pitagorasz tétele:
TB2+1922=24* = TB=144 = TC=
A szirhoz tartoz6 magassig a szérat 14.4 6 5.6 cm-re osztja.
d) Haa beirt kor sugara r, a hiromszog teriiletét kétféleképpen felithatjuk:
2-16 [20+20+24
7

~144=56.

] = re6em
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¢) Legyen a hromszog koré ithaté korének sugara R, a kor
Kozéppontja 0. Az O pont rajta van az alapho tartoz6 magas-
sagon.

Az AFO derékszogd hiromszogben OF = 16 - R, AO = R
G AF=12.
Pitagorasz tétele az AFO héromszogre:
2= 122+ (16 - R
Az egyenletet megoldva: R = 12,5 cm,

W00 A hiromszisg egyenl szir, mert szogeinek nagysiga 70° 70° és 40°

a) Abal oldali dbrrol leolvashat6, hogy
az egyenl szrd hiromszsg oldalai
140°, 140° és 80%os szogben litsza-
nak a korilithat kor kozéppontjdbol.
Kiilsd pontbol egy kérhoz hizott

a)

hatdroznak meg: 70°, 55° és 55°

Az dbra alapjdn a hiromszog csicsaibol a befrt korhoz hizott
érinszakaszok hosszinak egyenldsége ala

I

Az egyenletrendszer megolddsai: ¥
Tehit az rintési pontok az 5 ¢
szakaszokra, a 9 cm-es oldalt 4 ¢

oldalt 4 és 1 cm-es szakaszokra, a 6 cm-es oldalt 6 és 1 cm-es
zakaszokra osztjdk.

@ Abiromssigtfodegistsugan K Gpens hiromsag
i kor.

Az aBC hiromszogben A = 6 cm, BC=AC =5 cm.
Ha az alap felezdpontia , akkor AF=3 cm. Az AFC hirom-
szisgben Pitagoras? tétele alapidn CF =4 cm,
Legyen az ABC hromszog koré irt korének sugara R, a kér [ et
Kozéppontja O. Az O pont rajta van az ABC hiromszog
alapjihoz tartoz6 magassdgdn.
A7 AFO deréksziet hiromszogben OF =4 - R, A0 = R,
valamint AF = 3. Pitagorasz. éiele erre a hiromszbgre:

R=32+@-R? = R="=

Ahdromszoget lefedd korlap sugara legaldbb 3,125 em.




b) Abeirt ki K kiszéppontja az ABC héromszog alaphoz tartozd, .
magassigdn van.
Haa hem kur sugara r. a hdromszog teriiletét kétféleképpen

(258 & s
2

fgy Ck=4-15=25cm.

Az AKF derékszogh haromszogben AF =3 cm, KF

Az AKF derékszogi hiromszogben a Pitagorasz-tétel alapjdn:
AK =3 +1,5% =335 cm.

Hasonléan adédik: BK = 335 cm.

Abeirt ki kszéppontja a esticsoki6l 2.5, 3.35 és 335 cm-re van.

) Ao slapléaec hssaft e szahélycs hiromszognek az oldala adja, amelybe 13 cm
sugard kor irhat6. Az 1405. felad:

= a=

v
6

A héromszisg alapi doboz alapéle 45,03 em.

b) A doboz alapéiénck hosszit annak a négyzetnek az oldala adja, amelybe 13 em sugard kor
irhat6. A négyzet alapi doboz alapéle 213 =26 cm.

¢) Az elsG esetben az alaplap terilete:

=¥=878,I54m.

mig a kerilete:
=135l cm.

A mésodik esetben az alaplap terilete:

262 =676 ci

4:26=104 em.
Mivel a dobozok magassiga egyenld, a masodik csomagoldsi modot érdemes valasztani.

a kerillete pedig:

Az fbra segitségével a hiromszoig csticsaibdl a befrt korhoz hizott 7
érintszakaszok hosszinak egyenlGsége alapjdn a kovetkezs
egyenletrendszert kapjuk:

2
Tehit az érintési pontok az oldalakat a kvetkez hossziisagi szakaszokra osztjdk:
aoldalt s—b & s boldalt s—a é s-c; coldalt s-a 6 s-b.
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@B Ha a hdromszog befogdi a, b s az ftfogdja c. akkor a Pitagorasz-tétel alapjdn a? + b
Ha a két befogd mindegyike pératlan, akkor az 4tfogé paros. Ha a két befogé mindegyike pros,
akkor az dfog6 pitos. Ha o kit befogs Kiltnbtat parist, akkor 1z dtog6 pératlan. Tehit
mindegyik esetben a + b~ ¢ pire
A derékszogd hiromszog hcm komnck sugardra ismert a kivetkezG dsszefiiggés:

+b-c
2z

Mivel a tort szdmllGja péros, r egész.
@D Az dbrin lithat6 ABC egyenld szird hirom-
zogben:

BACK = BCA% = 50°.
Rajzoljuk meg az alaphoz tartoz6 BH magassi-
got, ennek CP-vel valé metszéspontja legyen Q.

Az ACQ egyenlG szirt hiromszigben:

QACE=QCA%=30° & AQCE

A QAB héromszogben:

200

BAQ% = 50°-30°=20°,
OBAS=40° és BQA%=120°
ljuk meg a QAB hdromszogben PQ, illetve PA mekkora részekre osztja a Q-ndl, illetve
az A-ndl 16vG szogeket.
Mivel PACK=40°, QAPX ~30°=10° a PA egyenese felezi az A-ndl 16v6 szoget. Az ACQ
hiromszdg O-ndl 16vG killsG szoge POA% = 60°, vagyis PQ egyenese felezi a Q-ndl levd szoget.
Megvizsgilva QAB hiromszigben, P pont a hiromszég két belsg szbgfelezGiének metszéspontja,
amelyen dthalad a harmadik szogfelezd is. Teht
PBO% = PBA

A PCB hiromszgben tehit ismert két szog:

PBC£=20°+40°=60° és PCB% -30°=20°
Mivel a hdromszog belsé szogeinek dsszege 180°, a harmadik BPC szog 100°

Thalész tétele — megoldasok

I A hdromszog koré irt korének sugara:
@) 4710 em; b)

Ja+
2

(5D A szerkesztés Thalész tétele segitségével torténhet. Az

tGszakasz hossza 6 cm.

D Legyen P egy olyan pont, amelybGl r hosszisigd érint hizhat6 az O kozéppontd Korhiv.
Akiron 1696 egyik érintési pont, a kir kizé s P hatdroznak
meg, amely befog a r, ezért Pit Awm tétele alapjan P pont r-v/2 tivolsigra van
akor kizéppontjdtdl. A P rajta van az O kozéppontd -2 sugari kron.

Ez ut6bbi ki minden pontja rendelkezik azzal a tulajdonsfggal. hogy abbdl r hosszisdgd érinG
hiizhaté az O kizéppontd r sugar korhoz.
Az adott pontok halmaza tehdt O kizéppontd 7 +v2 sugari kor.
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D Egy egyenl szrt hiromszig AB alay

[1423]

[1224]

wak felezomerdlegese tartalmazza a hiromszog C c

Tsmert, hogy ezy tetszleges hromszg birmely cstesbolKiinduld Kt oldal egyenese, a beirt kr

egy-egy érintdje.

Ez alapjin a szerkesztés menete:
. Vegyiik fel az cgyenl szird hiromszog AB alapidt, és szerkessziik meg a szakasz felezd-
merdlegesét.

2. Szerkessziik meg azta kort, amely az alapot az alap felezGpontjdban érinti, és sugara a beirt kir
sugardval egyenld.

3. Thalész-kor segitségével az alap A pontjdn dthalads, a beirt kort érint6 misik egyenest szer-
kessziik meg.

4. Ez utGbbi érint6 és az AB felezomerdlegesének metszéspontja adja a hiromszog C estsit.

A deltoid két szemben levs szige 90°.

Az ftfogé ket végpontja mint dtmé zerkesztett Thalész-kor és az egyenes metszéspontja
szolgdliatja a hiromszog derékszigd cstesdt.
Ha az adott egyenesre nem illeszkedik

tfogd egyik végpontja sem, akkor:
~ ha az adott egyenesnek az dtfogd felezdpontjdtdl vett tévolsiga kisebb, mint az dtfogs fele,
akkor két hdromszoget kapunk megolddsként;
~ ha az adott egyenesnek az ditfog6 felezGpontjétd] vett tivolsdga éppen az ditfogd fele, akkor egy
ilyen héromszoghtz jutunk;
~ egyébként a feladatnak nincs megolddsa.
Ha az adott egyenes csak az dtfogd egyik végpontjdra illeszkedik, 6s nem merleges a keét adott
pont dltal meghatdrozott egyenesre, akkor egy hiromszoget tudunk szerkeszteni, ha merGleges,
akkor nincs megoldsa a feladatnak.
Ha az adott egyenes az étfogé mi

Ca

két végpontjdt tartalmazza, szintén

\cs megoldds.
Legyen a de
2 onkase fleztponti F

Tl eclenck megfordesy aliléc  poot 2 ABC, decek: 4
szogl " hat6 korének kizéppontja. Az FC

tdvolsdg a kor sugara, ami éppen az adott  hosszisdgd szakasz. G

akasz végpontjai A és B,

hossznak fele. Tehdt F pont rajta vana C kizéppont - sugari "
Koroin. 2

A kisrnek minden olyan pontja, amely a derékszdgd szdgtarto-
‘ményba esik, elGdll valamely h hosszisdgd szakasz felezGpont-

jaként.

Az adot tulajdonsdgd pontok halmaza a o i 5 C Kozépponti 2 sugard
negyed koriv. (Az iv hatdrol6 pontjai is hozzd tartoznak a halmazhoz.) 2

c 5

Tud]uk hogy egy kir

“Tehit a hir felezGpontja, a kor kozéppontja
ésahireayic (i hiromszdget hatéroznak meg.
A Kor adott pontjan dthaladg hirok felezspontjai Thalész
tételének megforditisa alapjn rajta vannak az adott pont és a kor
Kozéppontja 016 mint Atmérd 016 szerkesztett Thalész-koron.

halész-kor minden, az adott pontt6l kilinbozG pontja eldill
valamely hir felezGpontjaként.
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D Pitagorasz tételének megforditisa

MEGOLDASOK - 9. EVFOLYAM

‘Thalész tételének megforditdsa alapjan a talppontok rajta vannak a PC szakasz mi
it Thalész-Koron.
Atalppontok. valamint P é C pontok egy kiron helyezkednek el.

in a hdromszg derékszogd. A derékszogt hdromszog kiré
it korénck sugara az dtfogd hosszdnak a fele, tehdt 6,5 cm.

Adml mlfugoju derékszogd hiromszog derékszigd esiiesa rajta van az dtfogd mint Stmér folé irt

Egy hmromwagnek a teriiletét szamolhatjuk az 2" képlettel. Mivel az dtfogé adott, annak
ahdromszignek a legnagyobb a teriilete, amelyiknek az ftfogohoz tartoz6 magassdga a leg-
nagyobb, vagyis amelyiknek a derékszogd csiicsa legtévolabb van az dtfogdt6l. Ez akkor teljesil,
amikor a derékszog( csics rajta van az dtfogo felezomerslegesén, vagyis a hiromszog cgyenld
szt

Akt Thalész-Kor sugara egy-egy sz hosszdinak a fel
Akt Thalész-Kor kiviilr érinti egymist, ehit kzéppontjaikat
ossza, ami a szrak Gsszekots
stak: a két kor sugardnak dsszege. A szdrak
felezdpontjait dsszekotd szakasz hossza tehdt 12,5 cm.

Az egyik kor kozéppontja legyen 0;, a mésik
Kor kuzépponl“ 0, 6s az egyenessel velt érin-
tési rendre E; é Két kr az E
pcmban Grintse egymést.

Az O\E\E,0, négyszbg derékszogii trapéz. &
amelynek az 0,0, szirdn E egy olyan pont,
amelyre igaz, hogy

OE= ar,, |Ilelve 0Oyl 4l =

;

Mivel egy trapéz egy sziron nyugvé szogeinek dsszege 180°, ez utGbbi két szog tsszege:
180°~ E,0,E% 180° - EQ[ES EO,ES + EQES
2 - 2

180° =90,

Ez azt jelenti, hogy az E,EE, hiromszog derckszogd hromszog. Thalész tételének megforditdsa
alapjdn az E;E, dtfogé felezGpontja a derékszogd csiestol fele olyan tavolsdgra van, mint EE,
hossza.

Az ériniési pontok dltal meghatdrozott £, E, szakasz felezSpontjdnak az E ponttdl vett tivolsiga
tehit 1



WED a) DBE%=90°. mivel egy szognek és a mellék-
szbgének felezdi egymdsra merdlegesek.
A BDE hiromszogben Pitagorasz étele alap-
jina DE dtfogd 10 cm
Thalész tételének megfords
BDE hiromszog koré irt ko
az ftfog6 fele: 5 cm.
b) A hdromszig teriletét kétféleképpen szdmolva:
68_(6+8+10)-r

alapjdn
rének sugara

EDbGl a befrt kor sugara 2 cm.
ZED Az ABCD trapéz AB alapjinak xelao;xmga I:gyen 0. Az AOCD
négyszg 10 cm oldalhosszisdg rombusz. Az O pontnak A-t6l, 2.
Bl és C-161 vett tivolsig 0 cm. Thalész tétele i
értelmében az ABC hdromszog derékszogd, és C csiicsndl van 1"
a derékszog. Pitagorasz tételét felirva:
AC =207 2157 = V175 23 cem. &l 2em &

Atrapéz BC és AD szirainak felezGpontjai legyenck rendre B
és E, valamint az AB alap folé mint dtmérd folé irt kor sugara r.

Thalés tle lajén AE s23g 90° b mivel £ elestspon, )
az ABD hiromszog egyenl§ szérd: AB=BD =

Atrapéz DC alapjit érinti a félkor, tehdt a trapéz magassiga r
Atrapéz r magassiga a 2r hosszd BD dl6val egy fél szablyos
hdromsziget hatdroz meg. Ennek a hdromszognek a kisebbik
hegyesszoge DBAS = 30°
Az ABD egyenl§ szérd

=175%

HasonlGan az ABC% =75°
Atrapéz szgei: 75% 105° 105°, 75°

Az ABC hiromszig A csiiesindl 16v6 szoge o, D-b6l AC-re
dllitott merGleges talppontja legyen T
Ahdromszig egyenlG szrd, tehdt DAB% = DACK
Az ABD hiromszisg derékszogd, igy koriilirhat6 kore az AK mint
dtmérd folé irt Thalész kor. A kor kozéppontja az AB dtmérd
F felezSpontja, és az FA, illetve az DD szakaszok a kir sugardval
egyenl6 hosszisigiak. Ez alapjdn FAD hiromszoig egyenld szrd,
tehdt FADS = FDAS = %

a

Tehita DAC 6s az FDA szigek egyenl6k, vagyis FD pérhuzamos AC-vel.
Mivel DT merdleges AC-re, merdleges a vele pérhuzamos FD-re is.

Az ABD hiromszisg koriilithat6 krének sugara FD, és ldttuk, hogy merdleges DT egyenesére,
tehdta DT egyenes érinti az ABD hromszog korilithatd korét.
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Mivel a pmlelngmmnm nldalm nem cayenls
hossziak, két-két szogfelez
Killnbis. tehit a bel szbgfelesdk mewsée.
pontjai négyszoget hatdroznak meg.

Keét szomszédos belsd szog szigfelezdi olyan szo-
geket feleznek, amelyeknek Osszege 180 tehdt
ezek derékszogben metszik egymdst, vagyis
anégy musmpom olyan négyszget hatiroz
meg, amelyn 0°-osak, tehit téglalap.
Legyen AD = b &s az AD oldal felezéspontja F, valamint az A és a D csicsndl 16vG bels
szglelezok metszéspontja M.

Az cldbbick alapjina AMD hiromszig dercksrisg, Thalés étlénck megforditisibol Kovetkerik,

/ o

hogy FM=Fa=22 i, tehdt az FAMS = AMFS

Az AMF és az MAB vhg:k egyenldk, vagyis FM pérhuzamos AB-vel
Ugyanigy beldthatG a B, illetve a C csticsndl 16vG bels szogfelezknek N metszéspontdra. hogy

Az AFM hiromszog egyenld s

az N ponta BD oldal G felezéspontjt6] ~ tavolsigra van, és hogy GN pérhuzamos AB-vel
Haa paralelogramma hosszabbik oldala a, akkor FG =a és FG pirhuzamos a paralelogramma
a hosszisigi oldaldval.

Tehdtaz M ésaz N pontok FG szakaszra esnek, valamint

MN =FG~FM -GN = u—g

Tehit a téglalap dtlGja a - b hosszdsdgd.

Erintdnégyszog, érintdsokszog — megoldasok

Arombusz érintdnégyszog, beirhat6 kirének kozéppontja az dtlok metszéspontja. Ebbl kiszvet-
leniil adédik az dllitds.
Arombusz oldala 242 cm.

rombusz szemben 16v6 oldalai parhuzamosak, tehdt a szemben 16vG érintési pontokat Ssszekistd
szakasz felezGpontja a beirt ki kizéppontja.
A rombu mmmga mmdkél pdrhummm oldalpdr e~elén ugym\olydn hosszi, tehdt a szemben
16v6 érintési por kaszok egyenl hos;
Tehdt a befrt kir énmes pontjai dltal meghatdrozott négysmg 46 egyenlok és felezik egymdst,
vagyis téglalap.
Abeirt ko érintési pontjai dltal négyszog a6 get zdmak be, mint
a rombusz hegyesszoge. tehdt 60°-ot.

Kdssiik ossze az a, b, ¢, d
hiromszigek mindegyikének magas:
Gsszegeként frjuk fel a négyszog terilet

Az igy kapott
iga a beirt kor sugara. A négy hiromszog teriletének




{ZED) Mivel a deltoid koré kor irhat6, ennck a korek a kozéppontja
rajta van a szimmetriadtion. Thalész tételének alapjdn a deltoid
két szomszédos, kiilinbiozG hosszségi oldala merdleges egy-
mésra.

Legyen a beithatd kor sugara 7. A deltoid terilletét kétféleképpen

r=®o3s530m.
17

Abeirhat6 kor sugara 3,53 cm.

KD ) Vegyik fel a két szomszédos oldal dltal kizbe-
zirt szisget, és szerkesszitk meg a szig szirait

érint, a beirt ki sugardval cgyenl sugard

draira mérjik fel a két adott oldal

ségdt, majd a végpontokbol szerkesz-

a korhoz érintdket. Az adott szog sz

rait6l kiilonbiszo érintol é adja
anégyszog negyedik csiicsit.

b) Az ABCD érinténégyszig szogfelezGinek metszéspontja O pont. Az A, B és C csiesokndl
16v6 szogek rendre . B és 7. Az AOB és BOC szigek nagysiga:

AOBs = |su“—%

illetve BOCx=180°-1 75

Ezalapjdn, ha adott e, 8 és 7. valamint a befrt kor sugara, a szerkesziést igy hajthatjuk végre:
1. Vegyiik fel a B csticsi § szoget, és szerkessziik meg a szog szdrait érint6, a beirt kor suga-
réval egyenld sugard kort.

A kiir 0 Kizéppontjdban mérjik fel OB félegyenesre 180° - & 7§ szibgel. fay az A csiicsot
B

= szoget,
2

©

2

g A ke o Kozéppontjdban mérjik fel OB félegyenesre a masik oldalra 180° -
gy a C esicsot kapjul
4. Anegyedik osticsat az A s a € pontokbdl a kooz hizott rintek scerkesztésével Kapjuk.

0 A negyedik oldal Iehet 6 cm, 18 cm vagy 22 em.
B Mivel kor irhat a hatszogbe:
AB+CD + El

=BC+ED+ FA.

Behelyettesitve:
6+8+10=8+7+M = FA=9cm

) Mivel HG = FG és HE = FE. a négyszig deltoid.

3 3
) A delod tetleés kdlekégpen sedrmolhauk. Egysat
anégyzet teriiletének a fele: 2 ¢ o 4
Misrészt, mivel a deltoid érintonégyszog, a beirt kor r suga- 4 k
rdval szdmolva, a terilet:
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Akét érték megegyezik, ezért:
72
r(V52410)=72 = r=——"—=418cm.
( ) V52410

A négysziog beirt korének sugara 4,18 cm.

Haszndljuk az dbra jeloléseit. Az ABCD derékszogd trapéz.
derék:

rékszogi vdra AD, alapiai pedig AB =11 cm é CD =9 cm. 2 "
Az érintGnégyszgek tétele alapidn:
AD+BC=9+11=20em = BC=20-AD.

A CTB hiromsz gk beloada CT: amisi befogga ps

TB=11-9=2cm. Mivel AD = CT, a BC dtfog6 20 C

A hiromszogben felirva itagorasy i

CT2+TB* A 9 728
Behelyettesitve és rendezve az cgyenletet:
CT24+22=(20-CT) = c'r———9 9 cm.

B A deréksz0gt szdr 40 cm, amisik szdr ennél nagyob, fgy csak

arovidebbik alap lehet 30 cm. Az d asandlva, 0 B _Fwe

ra jel
a C pontbol a beirt korhoz hiizott érintGszakaszok egyenlG

26bol: r
CE=CF=30-20=10cm. <4 7
Legyena B pontbdl hiizott érintdszakasz hossza x. BE= B L
A TCB hiromszogben Pitagorasz tételét felirva: a T ¥
(10 +x)? =407 + (x— 10%.
Az cgyenletet rendezve x =40.

A trapéz alapjainak hossza tehdt 30 cm és 60 cm, magassdga 40 cm.

Atrapéz teriilete: (30+60)-40
Toper =" —

=1800

m, teriilete:

Abeirt kor sugara 420
Tior = 207 7 = 4007 cm?.

Tehit a trapéz teriiletének % +100=30,19% -a esik a kisron ki

@B Mivel a négyszognek két-két oldala egyenld, de két szemben
16vG szdge nem egyenld, a négyszdg deltoid.
Egy négyszog belss szogeinek osszege 360° A deltoid két
szemben levd, nem cgyenld szgénck az dsszege 180° ehita két
cgyenld nagysigi szoge 90°
A deltoid két olyan derékszogd hiromszoghdl dll, amelynek
befogdi 30 és 40 em hossziak.
Tekintsiik az fbra jelolés




a) A hurkapdledk hosszdnak meghatdrozdshoz sziikségiink van a BCD derékszogh haromszog
dtfogjanak, illetve az dtfogohoz tartoz m magassiganak a hosszdra
itagorasz-tételbol az dtfogd hossza 50 cm, ami a deltoid egyik 46

nak a hossza.

A derékszog hiromszog teriletét kétféleképpen szamithatjuk:
50-m

= m=24

2
Mivel a deltoid 4tli merdlegesek egymd
A merevitéshez egy 50 em és egy 48 em hossza hurkapdlcdra van sziikségink.

b) Adeltoid terilete a két derékszogd hiromszog teriiletének az dsszegeként szimithato:

2- M =1200 cm?

A sirkiny elkészitéséhez felhaszndlt papirmennyisée:

@ 100=1500 em? =15 dm?2.

) Adeltoid bels§ szosgfelezGinek metszéspontja lesz a kor kozép-
pontja, sugara ennek a pontnak valamely oldalt6l vett tivolsdga.

d) Az AOB ésa COD szigek nﬂgys&g.\nak osszege 10°

) Az EFGH érintonégyszog E, F, G & il levé szogei
legyenck rendre @ B 1 6 5. Mivel Atk Kozéppontja
a bels6 szogfelezok metszéspontja, ezért:

a+p

2

EOF=180° -

& GoHa=180"- 7 ; 4

Az EFGH négyszdg belss szogeinek dsszege 360°, tehit:

a+ﬂ

EOF%+GOH=180° — “"= +180° - 7"6 =360° -

By s
2

180°

Az ABCD érintGnégyszigben az AOB és a COD szogek nagysiginak dsszege 180°.

Vegyes feladatok — megoldasok

Kt 60°-0s és két 120°-os sz6ge van a trapéznak.
K0 A harmadik esteshoz tartoz6 magassiig és szdgfelezd 11°-os szoget zir be egym:

R0 A hiromszig harmadik esiesdndl 16vG bels szoge 84°
WD Az dbra jeloléseit haszndlva, tegyik fel, hogy a beesG fénysugdr
B szdget zdr be az els tikorrel, és a visszaver6ds fénysugdr
¥ stidget zdir be a misodik tikorrel.
Ha ez kit fenysugde pituzamor, akor 150°~ 2B 65 180°-2y
180°-ra egé
180° -2+ 180°~ 150“ = B+y=90° = a=90°

Akelukmkmmemleg\egym a. B A4

VR
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(ED A derékszogi trapéz felbonthaté egy a oldald négyzetre és egy
2a oldali fél szabilyos hiromszogre.
a) Atrapéz negyedik oldala a+a -3,
b) Atrapéz szogeiz 90° 90% 150° és 30°

D A négyszog két szoge egyenl a szabdlyos dtszog egy belss szo-
gével, azaz 108°osak. A fennmaradé két szog nagysdgdt meg-
kapjuk tigy. hogy 108°-b1 kivonjuk annak az egyenlG szdr hdrom-
szognek az alapon fekvé szogét, amelynek szdrszoge 108°. (=)
Amisik két sz0g nagysaga:

108°

—360=720
) A hiromszog harmadik csticsa egyenld tdvol van az alap két
végpontjdtdl, fgy az alap felezomerdlegesének és a szimak a
meiszéspontja ssolgita a hiromezt harmadik csieut
A szerkesztés akkor végezhetd el, ha a sziir egyenese dthalad a megadott pontok valamelyikén,
illetve nem merdleges az alap egyenesére.

W) Induljunk ki a kész dbrabol. Mérjiik fel az ABC hiromszog
BC oldalinak hosszit CA oldalegyenesére C-n . fey D pont-
hoz jutunk. Mivel BCD hiromszg egyenld szird, a C c:
rajta van DB szakasz felezGmerdlegesén.
Ez alapjin a szerkesztés az ABD hiromszdg szerkeszésével
kezdddik. (Ez végrehajthat6, mivel adott két oldaldnak hossza,
valamint a kizbezirt szog nagysiga.) A hiromszog C csics
a BD szakasz felezomerdlegesének és az AD szakasznak a kozis
pontja szolgaltatja.

W ) Keét szemkozti esiesdnak tivolsdga a koré irt kor sugardnak kétszerese, azaz 36 cm.
) Két et oldaldnake hvolsdgn egy 18 em o soabdlyos béroment g
erese:

18-V3

2 =18-V3em.

R Induljunk ki a kész dbrébol. Az F és F* pontok az ABC egyenl
széri hdromszog beirt korének és a hdromszog alaphoz tartozé
magassigdnak metszéspontjai.

A hdromszisg beirt kiirét a szerkesziendd ki az F” pontban érinti.

Ez alapjin a szerkesztés Iépései a kovetkezk:

1. Szerkessziik meg az adott ABC hiromszog beirt korét.

2. Absieiddise £ ot szcrkcsvunk St » 5
rakkal val6 metszéspor

3. Az ABC hiromszog bcln km ét szer kewuk meg.

A szerkesziés mindig végrehajthatd.




(5D A kor kozéppontia a szakaszt6l 5 cm tavolsdgra van

) A C végpontd dtmérok misik végpontjait dsszekotd szakasz dthalad a két kor mdsik metszés-
pontjdn, tehdt A é B nem ku!onbﬂm pontol

) Atéglalap oldalai folé rajzolt Thalész-kbrisknek a téglalap.
kiilonboz metszéspontjait kell Gsszeszamldlnunk.

"

VT K

Hat olyan pont van a téglalap belsejében, amelybol valamelyik }‘ "

két oldal derékszog alatt litszik. ‘ ‘
DA

iesaitol

) A paralelogrammk kisziil érintdnégyszog csak a rombusz lehet. A rombusz magassiga a beirt
Korének az dtmérdie, 20 cm.
Mivel a rombusz egyik szoge 45° az oldala 202 cm hosszii.
A rombusz kerilete 80-v2 = 113,14 cm.
A rombusz teriilete 20202 =400+ 2 = 565,69 cm?.

R Legyen a ket hidnyz6 oldal hossza a és a +4. Az érinténégyszigek tétel szeri
10+12=a+a+4 = a=9.
A négyszog ket hidnyz6 oldaldnak hossza 9 és 13 cm hossz.

7 Ha n oldalii a sokszig, akkor

% 20 = n-(1-3)=40.
Figyelembe véve, hogy n pozitiv egész és nagyobb, mint 1 - 3, 40 Iehetséges szorzatalakijai:
40-1=20:2=10-4=8.5.

Mivel a két tényez6 kiilinbségének 3-nak kel lennic, a 8-5 a megfeleld szorzatalak.
A szabilyos sokszg 8 oldald és egy belsd szoge 135°

B Haa kép szélessége 16x, magassiga 9x, akkor Pitagorasz tétele alapjir

(16x2 +(9? =81> = x=44l.
Atelevizié méretei megkizelitGleg:
szélesség: 16-4.41+2-10=90,56 cm,  magassdg: 9-4.41+ 10 + 18 = 67.69 cm.
Nem fér be a keésziilék a szekrényiinkbe, mivel a magassiga 65 cm-nél nagyobb.

I Messe az A esticsbl kiinduld bels szogfelezs
a B csiicsbol kiindul6 kiilsG szogfelez6t egy D
pontban.

Az ABD hiromszisg belsS szogeinek dsszege:

% (paore-B)ease=ison
2 2

amibél a+ f=90°

Tehit az ABC hiromszog C esticsdnl 16v6
belsd szige 90°. Thalész tételénck megforditdsa
alapjdn a hdromszog koré it korének sugara
az AB fifog6 hosszinak a fele, vagyis 10 cm.




@D Aviza
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volsdigdt a terftG sz€leit6l a rombusz befrhat6 korének r sugara adja meg, amelyet a kovet-
kez6 osszefiiggés segitségével hatdrozhatunk meg:

k,

rombusz
1, = 3
rombusz S

A rombusz oldaldnak hosszit Pitagorasz-tétellel szamithatjuk:
=VA0T+307 =50 cm =y, = 200 cm.
A rombusz teriiletét az dtlok szorzatdnak fele adja meg:

Trombuse

= @ =2400 cm?,

A viza a terit6 sz6leitd] 24 cm tdvolsgra van.
Szdmoljuk dssze a hiromszogeket aszerint, hogy oldalai a szabdlyos nyoleszog oldalai kiziil
ny oldalt fognak kozre.
Ezek szerint a kozrefogott oldalak szdma lehet:

L1&6 1,26 1,3és4; 2,2és4; 2,363,
“Tehit 5 kiilonboz6 hiromsziget alkothatnak a szabilyos nyoleszog esticsa
Egy hdromszog akkor derékszogd, ha egyik oldala a koré irt kirének az dtmére. Mivel a szabi-
Iyos nyoleszog koré ihat6 kor, azok a hromszogek lesznek derékszogdek, amelyeknek egyik
oldala a nyoleszig négy oldalit fogja kozre.
E szerint két derékszigd hromszg van,

Legyen az ABCD paralelogramma két hosszab-
bik oldala AB és CD, valamint BAC szog 60°
Keressiik a paralelogramma keriletén azokat
a pontokat, amelyekbdl az AB oldal 90°0s szog
alatt itszik.
Az ABD hiromszogben az A csticsandl levé
szidge 60° és AB=2-AD = fél szabilyos hiro
stiog = D-nél derékszog van = D csiies rajta
van AB Thalész korén.
Legyen a DC oldal felezéspontja E.
BCE hiromszog szabilyos hiromszog (BC = CE és a BCE szog 60°).
A; AEB hiromszig is egy fél szabilyos héromszig, mivel a B esicsindl levG szoge 120° - 60° = 60°
és AB=2-EB = E csics is rajta van AB Thalész ki
Mivel egy egyenesnek és egy komek legfeljebb két et
letén esak az £ és D pontokbol litszik az AB oldal 90°-
Hasonléan addik, hogy DC oldal az AB oldal B végpontidbl és F felezéspontibl litszik derck-
seiog alatt.
Akines a paralelogramma keriletén négy helyen lehet: a két tompaszogd esticsban, vagy a hosszab-
bik oldalak felezéspontjaiban.

spontja lehet, a paralelogramma kerii-
zogben




@ Legyen az ABC szabilyos hiromszog beithatd

Korének kozéppontja O. Ismert, hogy a szabi- 2 £
Iyos hiromszdg beirt kire sugardnak hossza:
25 X
6[ 2443 4. >
o o

Az dbra jeloléseit haszndlva ED oldal K felezés-
pontjdnak O-t6l vett tivolsiga 24 +4- /3.
A KOE derékszigi hiromszogben Pitagorasz A d
ttelét felirva:

OE>=(24+4-J3) +122=768+192.3,
amibsl

OE =\/768 +192-/3 =33,17 cm.

Hasonl6an szdmithat6:

a) chl a hatszog csiicsainak O ponttdl vett tivolsiga ugyanakkora, ezért a hatszog koré ithat6

b) A hal\zog Koré irhatd ko sugara megkizelitdleg 33,17 em.
¢) Ahatszdg oldalai kiziil DE = FG =

Abatsasg FE oldala egyolyan egyenl st hromsadgnek . slopi, amelynck  eiratge
Tehit az FE oldal egy 24 cm oldali szabilyos héromszog

24 cm hos

ik a kétszerese, vagyis

EEINCIPTPYRY SOTPTp

2
Ahatszog EF, GH 6s ID oldalainak hossza:
24-Y3=41,57cm.

@D Az 0A, illetve OB szakaszok felezGmerlegesei az AB oldalt F'
& E. a BC oldalt G, az AC oldalt H pontban metszik. Az Gbrén
figyelembe
véve AF Fo FE, OF, 1, AH 6 BG syakassok hosesa cay-
ardnt
a) Az r es E pontok hdrom 6 cmees részre, a H és G pontok
egy 6 s egy 12 cmees részre osztjdk a hdromszog oldalait
b) Az AFH és BGE hiromszogek teriilete egyenlG:

623
7 3

315,59 cm%
Az EGCHF ots70g teriilete:

2.
1898 59 V3=81-v3-18-V3=63-V3=109,12cm”
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Ahaj6 induljon az A pontb6l, a vildgitdtomyok helyzetét jelezze
B és D pont, ahaj6 két 6ra milva legyen a C pontban. A feladat
0 km.

szovege szerint DB W"W
Az ACD haromszigben két 4§“~ s szog van, és CT=DT=TA = x. \' I
DBA hiromszigben felirva a Pitagorasz-tételt: AN

P +4x2=507 = x=10-5
A CTA hiromszogbol

6 km.

CA=10-V5-Y2=10-/10 = 31,62 km.
Ahajo dtlagsebes
10 J_O =5-J10= m;lk'T"

Tekintsitk az dbra jeloléseit. Legyen a keresett ki sugardnak
hossza . a kizéppontja 0.
Ez a kisr beliilr6] érinti az A kozéppontd 80 cm sugard kort,
ezént

A0=80-r.
A kérdéses kor kivilrdl érinti a K kozéppontd 20 cm sugard
félkort, ezért
KO=20+r.
Az AOD deréksziigt hiromszogben:
OD? = AO? ~ AD? = (80 - r)? - 40 = 4800 ~ 160r + 2.

A KOD derékszig hiromszigben:

20+ r)? - 20°
G sugara a kovetkez6 egyenletbdl
4800~ 160r + r2=40r+ 12 = r=24
Akeresett kir sugara 24 cm.
@B Az dbrin lithat6 jeloléseket haszndlva legyen a telek az EFG
haromszog. a ré épitett hiz az ABC hdromszg.
A feladat feltételei szerint az FEGS = 45°, illetve BC=12m
6 AC=
Az ABC hiromszog A és B csicsindl I6v6 kiils6 szogek nagy-
siga 180° - a, illetve 180° - f. Ezen kiils6 szogek szogfelezsi
dltal bezdrt szog:

ase-p)_

Tehdt az ABC héromszog C esiicsindl derékszog van
a) Ahiznak a telek 45°0s szogével szemkiszt oldala a Pitagorasz-tétel alap
122416




b) Ha a négyszog alaki szobdnak minden fala a hdz 12 vagy 16

mc:cm oldaldval parhuzamos, és minden oldala egyenls 8
26, akkor annak az LMNC négyzetnek a Ierulelél kell
megh.\umznunk amelynek N és L csiicsa az ABC hdrom- o
szog befogdira, M csiics pedig az dtfogéra |Ilc\7kcd|k ¥
Legyen a négyzet oldaldnak hossza a. Az ABC derékszigl 12
romszog terilete elill a BCM és ACM hiromszogek terii-
letének Ssszegeként:

12:16_12a 160 _ 48 Som

22 7

Legfeljebb ? =47m? lehet annak a négyszog alaki szobdnak az alapteriilete, amelynek
minden fala a hiz 12 vagy 16 méteres oldaldval pdrhuzamos.
B ) A f szbg mgysiga 36
b) Az dbrin lithat6 i hiromszisgek alapon fekvé szigei

A kilencedik szakaszt még meg kell tudnunk rajzolni, gy 9- ot legfeljebb 90" !chcl “Tehit
az o szg nagysiga legfeljebb 10°.

. S
_—

a 7 2 ia! i

¢) Az elziek alapjdn az n-edik szakasz utdn mdr nem tudunk jabb szakaszt berajzo

dbrdn jelolt szog 90°-ndl nagyobb. Tehit @ sz0g nagysiga legfeljebb = -
n

Aderékszogii ABE és ABG hiromszogek E és G csiicsai Thalész
tételének megforditdsa alapjdn rajta vannak az AB mint tmérs
016 irt Koron.

z FA. FG, FE és FB szakaszok a Thalész-kor sugarai, tehdt
cayenl hossziiak.
Az AFG egyenlGs
ehitaz AFG2= 180° -
Az EBF egyenl6 sziri h..mm\m, mpon levs szigei 67°osak,
tehdt az EFBS = 180°~2-67° =
Ezek alapjén az EFG egyenlG sz:iru h;\mmszog
Az EFG hiromszg szogei 38% 71° és 71°,

i hromszoalapon v svgei 42°osak.
2° = 96°

zZbge 180° - 46° - 96° = 38°
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9.5. EGYENLETEK, EGYENLOTLENSEGEK,
EGYENLETRENDSZEREK

Az egyenlet, azonossag fogalma — megoldasok

@B Alitdsok:
b) igaz;

d) igaz;
{0 ) A konvex négyszogek halmaza.
¢) Abolygok halmaza.

) hamis;

) 197}
d) Nines megolds

&) hamis.

¢) Nines megoldis.
) (Duna; Tisza)

f) {miésodfoki; abszoliit érték}.

-nél kisebb pozitiv egész szam.
) A ... legfeljebb 19. d) A... minimum 2 és maximum 7.
) A ... nagyobb —3-ndl és kisebb 5-nél. ) A ... alegnagyobb egész szim.
b)x=2x+8 (x=-8).
d) 3x-2x=x (xeR).
Az egyenlet megoldasanak grafikus modszere
— megoldasok
b <)
@B ) o = b) W )
s P
7
7
— -—
d) i 7 o 7 ” £ =
9 (]
Nincs megoldis. x22. X
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@B Megoldds a 0, valamint 1-t61 2008-ig minden
egész szim és a ndla |u|gyobh egész szim kozot
van egy megoldas. Osszesen tehdt 2009 meg-

oldds van.
Az egyenlet ér ési tartomanyanak és értekkeé ¢
vizsgalata — megoldasok
1
x=4.
@B o« -
3 " . 3
@ x=g. e) Nines megoldds. ESE?
) Nincs megoldds. ) Nines megoldds. i) Nincs megoldss

@D ) Mindkét gyok alat

2p<3, azaz p<>
A= Ee

5
ejezés nemnegalfy: x> és x < 2p. akkor nem lesz megoldis. ha

b) Aza) esethez hasonlé gondolatmenetiel:

9
) Az a) esether hasonl gondolatmenetiel: p <.

d) Az a) esethez hasonlé gondolatmenettel:

¢) Aza) esethez hasonl6 gondolatmenettel: p > 0.
£) Aza) esethez hasonl6 gondolatmenettel: p< 2
W8 ) Csak akkor van megoldis, ha az dsszeg mindkét tagja 0. Nincs megolds.
b) Csak akkor van megoldds, ha az tsszeg mindkét tagja 0. x=2,y =1
¢) Csak akkor van megolds, ha az osszeg mindkeét tagja 0.

d) Csak akkor van megoldis, ha az dsszeg mindkét tagja 0.

) Csak akkor van megolds, ha az dsszeg mindkét tagja 0.

f) Csak akkor van megolds

ha az Gsszeg mindkét tagja 0. x=3,y =

) Csak akkor van megoldds, ha az 6sszeg mindhdrom tagja 0. x = n y=

b) Csak akkor van megoldis, ha az Ssszeg mindhdrom tagja 0. ¥

3
) Alakisun eljes négyaets (4 7+ (4 | )?=0. Csak akkor van megolds, ha az
indkét tagja

@ Telies ncnymkcu Kialakitva +(y=1)2=0. Csak akkor van megoldis, ha

zeg mindhdrom tagja 0. x
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Egyenlet a a itassal — a

a) ,r,:,%,az 4 x3=1, x=-3.

8,

b)x=3, ;=11 x=2x=

) Anevez6 nem lehet 0. A megoldsok: x,

d) Anevezd nem lehet 0. A megolddsok: x; =3, x,

) Kiemelés utdn: (x + 1)+ (5x - 5) = 0, a megoldisok
) Kiemelés utdn: (x~4)- (Sx - 4) =0, a megoldisok: x, =4, x, = %.
) Kiemelés utdn: (2x+ 1)-2x=0, a megolddsok: x, =

) Kiemelés utdn: (Sx - 3)-(6x + 6) = 0, a megoldisok: x;

i

i) Kiemelés utdn: (8x+5)- (4x - 10) = 0, a megolddsok: x;

J) Kiemelés

dn: (4-21)-6=0, amegoldds: x=2.

@D Az ot egymist kovets szdm szorzata:
K@D +2)-(x+3)-(x+4)=0.
Ha x=0, aszdmok 0; 15 2; 3; 4; dsszeg
Ha x+1=0, aszdmok
Ha x+2=0, a szimok
Ha x+3=0, a szimok -3;
Ha x+4 =0, aszimok

1;0; 1; dsszegiik 5.
2:-1: 0; osszegiik ~10.

@D ) Atrendezés és kiemelés utin: (3x— 1)- (6 - x) = 0, a megoldiisok: x, =

b) Két tényez6 kiemelése utdn: x-(x + 1)-(~x - 6) = 0, a megolddsok: x; =0, x, =1,
) Az x~1 kiemelhetd: (x— 1)- (3x+ 7+ 2x+6 - 6x - 6) =0, a megoldisok: x; = I, x,

Legyenek a téglalap oldalai a és b egész
Aterillet és keriilet kozoit dsszefiiggés alap
@) a-b=2-(2a +2b) egyenlet ithat fel.
Rendezziik a bal oldalra és alakitsunk ki szorzatot:
ab—4a -4
a-(b-4)—4-(b-4)-1
(a-4)(b-4
Mivel a és b pozitiv egészek, elég megkeresniink a 16
ezekbol adédnak a megoldsok.
Mivel a <b, a lehetséges esetek:
b=20; a

imok, a <b.

6.
szt6pirjait: 16=1-16=2-

ay=5,

6.b,=12 a3=8, b,
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b) a-b=3-(2a+2b) cgyenletbdl rendezve és szorzattd

alakitva:
ab—6a~6b=0,

a-(b-6)-6-(b-6)-36

@-6)-(b-6)=

A 36 0szt0parjaibo] kapjuk a megolddsokat: 36 = 13

Mivel a <b, a lehetséges esetek:

a=7,b=42 a

6.

18=3-12=4-9=6-6.

2 =8, by=24

a3=9, by=18;
a) Két Iépésben alakitsunk szorza

ay=10,by=15; as=12, bs=12.
26-Qy+3)-3:(2y+3)+9=10,

Qy+3)-Qx 2

Az 1 kétféleképpen ithat6 fel egész szimok szorzataként: 1= 1-1= (1) (1),

Ha g*kl}‘ akkor x; =2, y,

b) Két lépésben alakitsunk szorzatid:

4

PRER
)x=T0

BB

0)x=

{8 Ha a harmadik napra 4000 Ft maradt, ez az els napr6l maradt pénz kétharmad része. Az els6 nap
utdn 6000 Ft marad, ez a teljes Gsszeg kéthars

sze, tehiit 9000 Ft-tal indult el a kirdnduldsra.
Az els6 napon elkoltott 3000 Ft-ot, a mdsodikon 2000 Ft-ot, a harmadikra 4000 Ft maradt.

200
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D Haegy fiizet dra x fc
egy fizetért % 0,6154x forintot kell fizetnem, ami 1~ 0,6154 =0,3846 rész csokkenést, vagyis

, akkor 8 fiizet 8x forintba keriil, ennyiért most 13 fiizetet vehetek, tehdt

38,46%-0s leértékelést jelent.
13
B a) Akozds nevezd 100, beszorzds utdn x=——=.
b) Az cgyenletnek akkor van értelme, ha % 2, a kiszs nevezG 2 (x + 2), ezzel beszorozva
Kapj 1
) Az egyenletnek akkor van értelme, ha x # 4 és x# -3, a kozos nevezs (x—4)- (x + 3), czzel
beszorozva adédik: x = 1.

@B «) A tortek miatt az egyenletnek csak akkor
Mivel 6 -2

an értelme, ha x#3.
2-(3-x), ezzel szorozzuk az egyenlet mindkét old
1-20-2-Gx-4)=
1-2v-6x+

Az egyenletnek nincs megolddsa.
b) Atortek miatt az egyenletnek csak akkor van értelme, ha x# -2 és x #5.
el (x+2)- (x=5) = = 3x- 10, ez a szorzat legyen a kizs nevez, amivel beszorozva:
5i(x=5)+4-(x+2)=28,
Tx=35,
x=5

Ami az értelmezés miatt nem megoldi
¢) Erdemes a nevezket szorzatté al
2-2

kit

2.(1-x3

2:(1-x)- (143

R l=( -1 +1)

2-2c=2-(1-x).

Egyrészt kiolvashatjuk, hogy az egyenletnek csak akkor van értelme, ha x# 1 és x# -1

Misrészt lithat6, hogy a 2+ (1 =)+ (1 +x) szorzatot érdemes kiszos nevezonek vilasztani.
Ezzel beszorozva:

X+1=(-2)-@x -1 +6-2-(1-x)+1+x=0,
X+144r=2+12- 120+ 14x=0,

Ellendrzés utin kideriil, hogy a megoldis valoban x = 2.
d) Alakitsuk szorzattd a nevezoket:

2% —4x42=2-(x = )%
—2c+1=(x- %
~3x=3(1-x).
Az egyenletnek csak akkor van értelme, ha x# I. Kozos nevezonek a 6 (x 1) szorzatot
Grdemes vilasztani, ezzel beszorozva az egyenlet mindkét oldalt:

3:Qr=N+6-(+1)=(-2)-(x-D=2-6-(= ),
6x=2146x+6+2r-2=12c-12,
x=25.

Ellendrzéssel meggyGzodhetiink réla, hogy az egyenlet megolddsa

25.
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Egyenldtienségek — megoldasok

Lo Hamvfy 4 ” ) "’
s 5 ¢
'
. ysmEny
* RS E e3 b 3 7 7 B
-
5 g
x<1 “l<x<2.
AN P ; -
s
I3
= .
ESEoEEESo/ R
5
x<0 vagy x23. x<-1vagy x>3. x22.
1 7 1
a)x23 b)x<-1; x>l
@ o523 )<l el
d) xeR; o) x<-25; f)x<45
) Nincs megoldis D) xs_%,
@D o e b) ere El o
w120 =150 o0
£ T E =T T Ry +
. 3
1 7
x<-3 vagy x2 3 “2<x<l; =Leras:
2 3
o o H x+2>0
450 S4150 £+350
x>0 4450
% T E=E=am) 3

X<2 vagy ¥>5

—4<x<-3 vagy -2<x;
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) weaz0

< 150

@D o x-4>0 2) X520
x+3>0 x4250 4-320
e E3ae 5
x<-3 vagy 4<x;
d) e)
x=150
Tt sn IR ] [T
i :
3
T v x>1; x<-4vagy = €x<2
1 5 2
D ) A jobb oldalra rendezve: T
4x+29 =

0s—==
(x+2)-(x-5)

Ennek megolddsa:

7?9«1 vagy 5<x

b) Abal oldalra rendezve:
Sr+d

(=2)-(c+3)

A megoldds:

x<-3 vagy -is.«z.




MEGOLDASOK - 9. EVFOLYAM

¢) Abal oldalra rendezve: L taeiez0

ERELIL I
x=3)--1)
A megoldis:

l<xs<2 vagy 3<x

(D Akéthalmaz: A =[-1:3] U ]S:eof és B=[-22] U [4:e0].

a) AUB=[-23] U4, AnB=[-1;2] U]5; 0.
x-320 re220 4
120 x-220 5
1520 4-xz0
ETaRE EMERE] aup
4 — B e—e — Ans

b) Mivel az 5 ni
¢) Azokat a szimjegyeket keres

benne az A halmazban, ezért nem igaz, hogy P A.
. amelyek nem elemei B-nek. A keresett halmaz: (3}.

frjunk y helyére (1 -x)-et, és alakitsuk a bizonyitands dll
LHE 2Ry
x 1-x
—x>0 dtszor
(14x)-(2-029%-(1-x),
2-x+2r- 22295 -9x%
8x2-8x+220,
4x2 - dx+120,
(@x-1220.
disokat végeztiink, fgy az dllitds minden valés x-re igaz.

Mivel x>0 és )

= esetén il fenn

D A bal olda 3
€D A bal oldalra rendezve: L 2e11z0

22x+11
< x-3>0

(2x-3)-(2x+5)

Megoldisa:

[

) A H halmaznak sem legnagyobb, sem legkisebb cleme nincs, merta > nem leme a halmaznak.

b) Atermészetes szimok koziil csak a 0 és az | eleme a H halmaznak.
¢) Egy lehetséges megoldis:
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Abszoliit értéket tartalmazo egyenletek,
egyenldtlenségek — megoldasok

o) xS-dvagy x24 d) x<-12 vagy x24;

h) xeR.

f) Nincs megoldss.

3
Wx=z, x> % nincs megoldds.

{H1 a) Ha x>0, nincs megoldds, ha x <0, a megolds \<7%.
b) Ha x>0, akkor x> 7% adédik, ami azt jelenti, hogy x>0 a megoldas.

Ha x <0, akkor x> -% adodik, tehdt a megoldds: -% <x<0.

A végeredmény: 7% <x
) Ha x>0, akkor nincs megoldis.
Ha x <0, akkor x< ‘3 adédik.
Amegoldds: x< 7;.
d) Ha x> -3, akkor x< 4 ad6dik, azaz -3 <.x <4 a megolds.
Ha x<-3, akkor x> A% ad6dik, azaz. 7? <x<-3 amegoldds.
A végeredmény: JT" <xs<4.

) Ha x> 1, akkor x 11 a megoldds.
Ha x <1, akkor x <1 ad6dik, azaz x < -1 a megoldds.
A végeredmény: x <1 vagy x> 11.

f)Haxz % akkor x< g adédik, azaz 2 megoldds.

Hax<, akkor 2 <x ad6dik, azaz

amegolds.

3 3
Avégeredménys £ <<,
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@D «) Ha x>2, akkor x
Ha -3 < x <2, akkor nincs megoldds.
Ha x < -3, akkor x =-6.
b) Ha x> 1, akkor minden szim megolds.
Ha -4 < x < 1, akkor nincs megoldds.
Ha x <-4, akkor

cs megoldis.

A végeredm 1
¢) Ha |x+2|-3=2, akkor x=3 vagy
Ha |x+2|-3=-2, akkor x=~1 vagy x

d) Ha |x-4|-
Ha |x-4|-4=

, akkor x= 12 vagy x =
4, akkor x=4.
{ED a) Ha x>0, akkor x I adédik.
Ha ~5 <x <0, akkor nincs megolds.
Ha x <5, akkor x<-6.
A végeredmény: x< -6 vi
b) Ha x>3, akkor -5 <5 adddik, azaz minden szim megoldds.
Ha ~2<x<3, akkor -2 <x
Ha x< -2, akkor 5 <5, azaz minden szm megolds.
Végeredmény: x € R.

yxz 1.

¢) Hax< % akkor x 22 ad6dik, ami megoldds.

Ha-6<x< % akkor x < 0-t kapunk, azaz ~6 <x < 0.
Ha x < -6, akkor x <4 adddik, azaz x <~6.
A végeredmény: ¥<0 vagy x22.
@ Haxz 2 akkor x< 2, mivel B34 855
4 9 973636 4

Ha 2 exed akkorvet, ame $<xci
5 4 5

nines megolds,

7 7.35

Ha v< 2, akkor v2 2, mivel 302 megoldis: T <x<?,
5 9 97458 9 5
Avégeredmény: L <x<1

9

3
@ Ha x=2, akkor x> -==, tehft x22.

9 9
Ha—4<v<2, akkor v2 -2, tehit -2 <x<2.

Ha x <-4, akkor x <15, tehdt x<-15.

A végeredmény: x <15 vagy
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b) Ha x24, akkor x <25 adédik, azaz nincs megoldis.
Ha 1 <x<4, akkor x<3, tehdt 1 <x<3.
~2<x<1, akkor x<7, amegoldds -2 <x< 1
Ha x<-2, akkor 6,5 <, a megoldds ~6.5 <x<-2.
A feladat megolddsa: ~6,5 < x <3,

Paraméteres egyenletek — megoldasok

. ha a#0. Ha a =0, minden valds szim megoldds.

. ha b#0. Ha b=0, nincs megoldsis

ha ¢#2. Ha ¢ =2, nines megolds.

':. ha a#-4. Ha =4, nincs megoldds.

o ha d#-1. Ha d = -1, minden valés szdm megoldds.
f) x=a+3, ha a#3. Ha a =3, minden valés szim megold
=2, ha b#2. Ha b=2, minden valés szdm megoldis.
4, ha c#-4. Ha

~4, minden val6s szim megoldds.

:)x-%,hmlsoésd:—l.Had:u cs megoldds. Ha d=—1,

8B a) x=a-3, ha a#3. Ha a=3, minden val6s szdm megoldds.
a+4, ha a#2. Ha a =2, minden valos szim megoldds.

a+2 - A
2=, ha a#2. Ha a=2, minden valés szim megoldds.

3
1

haus— Haa

. akkor nines megolds.

eltelt idd legyen 1, a ket futd egyiitt megtes

s a 200 métert.
Akovetkezs egyenlet ithato fel:

V- 1= 200,
200

wt

Amegoldds:

@D Legyen x azid5, ahdny 6ra milva utoléri a gyorsabb kerékpdros a trsit. A tavolsdgot irjuk dt km-be.
Akdvetkezs egyenletet kell megoldanunk:

A megoldis:

s
6000 100
ennyi id6 milva éri utol az egyik kerékpdros a misikat,
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BB «) A zirGjelek felbontdsa utdn rendezve, elvégezve a szorzattd alakitdsokat:

(@+b)-(a=b)-x=(a+by
ahonnan: 5
2= ha Ll Il
a-b

b, nines megolds, ¢
~b, minden valds szdm megoldas.
b A uréjclek felbontiisa utdn rendezve, elvégezve a szorzattd alakitdsokat:
(2a-3b)-x=(2a-3b,

khaa 0, ekkor minden valds szim megoldis.

2a-3b, ha 2;:33/}:(4:% b.
Haa= %-b, minden val6s szdm megoldds.
¢) Rendezve az egyenletet:

xa(1-a)=4-(T-a),
amibél:

4
x==, ha a#0 és a#7.
a

Ha a'=7, minden valds szim megolds.
Ha a'=0, nincs megoldds

d) Atortek miatt x#3a és x#b.
Beszorzs utdn

ab - ax=6a-2x,
(@-2)-x=a-(b-6).

1L Ha a #2, leosztis utdn: x
Az értelmezés miatt x # 3a és x # b, a fenti trt csak akkor megoldds, ha “—=—=

& @ #b, vagyis a#0 és b#3a.
i

a-(b 5)
a-2

Ha a'=0, nincs megoldds.
Ha b =3a, nincs megoldis.
€) Atortek miatt az egyenletnek csak x % a és x#-a esetén van értelme.
Legyen a kizds nevezs az (x + a)- (v - a) =
mindkét oldalit:

~ a? szorzat, ezzel beszorozva az egyenlet

X (x=a)=(a+xy
Rendezés és kiemelés utdn:

~1-(x-a+4a?).
x-(1-30)=a-(1-3a).

Ha a =~ mindkét oldal 0, tehdt minden valGs szdm megoldis, kivéve: x =

4 1
3 3
1

Haazs

. leosztds utdn x = a, ami az értelmezés miatt nem megoldis.
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f) Atortek miatt x#2 és x # 3. Beszorozva:
(=a) (=3 +(x=b)-(x=2)=2-(x~2)-(x = 3).
x-(5-a-b)=12-3a-2b.
LHaa+b=5éa=2b=3 akkorxeR, x#2 x#3.
Haa+b=5, é a#2, akkor nincs megoldds.

IL Haa+b#S5, akkor = 12230220
Scab ) 3.2 12-30-2
A fenti tort csak akkor megoldds, ha ~——0— = 22 g5 1220720 43 yaavis 22
) S-a-b 5-a

Haa+b#5 és a=2 vagy b=3, nincs megolds

2) A tortek miatt a # 1, x# -2, x#-1. Mivel (x+ 1) (v +2) =x? + 3x + 2, kozds nevezbnek
érdemes az (a—1)- (x+ 1)- (x +2) szorzatot vilasztani, ezzel beszorozva:

Qa=5)-(x+1)=3-(@@=1)-(@x+2)=Gx+4)-@@a-1)

‘ x-@a-1)
Haa= . nines megoldis.
Haasd, x=325¢
¥ a0
Az értelmezés miatt: S=22 4 2 & % #-1. Az els6 minden a-ra igaz, a misodikbol
as

a# 1, amit az értelmezésnél médr

izdrtunk.

Tehit a tort minden % és a# 1 esetén megoldds.

Legyen x szizalékos az oldat. Az oldott anyag mennyiségére felirhat6 egyenlet

Pyt
1007 100
Mivel a+b#0, beszorzds utdn rendezve:
_ap+bg
a+b

Atortek miatt a # 0. Beszorozva és rendezve:
x(2-a)

Ha a=2, nincs megoldis.

Haax2,x=347
2-a
Keressiik azon @ paraméter értckeket, amelyckre:
sax__o
2-a
347, 5-Q-0) o
2-a 2-a
2
-2,
2-a

A szdmldl6 és nevez akkor lesz KiilonbozG elGjeld, ha 2 <a <85,
esetén lesz a megoldds (~5)-nél kisebb.

Iyen paraméter értékek

209
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A tortnek akkor van értelme, ha x # m. Rendezziink egy oldalra, é hozzunk kiszos nevezore:
x+m

>0,
x—m

merh =1+l o
x—m
[CECTV IS
x—m

Vizsgdljuk a tényezok eldjelét.
Ha m~1>0, azaz m> 1, akkor a misik két 1ényezG azonos eldjeld kell hogy legyen. mivel
a hdnyadosnak pozitivnak kell l:nm: Ez akkor teljesiil, ha x <~1 és m < x.
Ha m = 1, nines megoldas
Ha m—1<0, azaz m < 1, akkor a mdsik két tényezG ellentétes eldjeld kell hogy legyen, hiszen
m~1 negativ. A6l fiiggGen, hogy m (~1)-nél nagyobb vagy kisebb adédnak a megolddsok:

ha x+1>0 & x-m<0, ha x+1<0 & x-m>0,
x> & x<m, x<-l & x>m,
~l<x<m; m<x<-

Keérdés lehet még, hogy x-re kaphatunk-e (~1)-et. Nem, mivel (x + 1) értéke 0 lenne, de az nem
megoldisa az egyenlGilenségnek (ezzel az m# ~1 esetet nem kell vizsgilni, mert x # m)

Egyenletekkel -
[ED A héromszbg szdgei: 70% 90° 20°
() Akétjegyt szdm: 84.
[ A kKeresett kétjegy szqm: 52.
A A keresett szdm a 165.
() Az eredeti dr 18000 Ft volt.
() A tiska dra eredetileg 4000 Ft volt.
8 a) 3kg 40%-os és 1 kg 80%-os oldatot. b) % kg <) g kg d) 62,2%

D o) 15km, 652 b sk ) 15 Grakor, 48 km
) @) 62,5 misodperc milva talilkoznak.

b) Alekirozésig 1000 mésodpere = 16 perc 40 misodpere telik el.
) 437.5 méter eldny esetén émek egyszerre célba.
) Az anya 48 éves, fia 19 éves.
EEEID @) 19 6ra 48 perckor  b) 20 6ra 36 perckor ) 22 6ra 30 perckor

(D o) Egyitt g 645 zss Gra alatt vigjdk fel a tdzifit
b) Ebben az Ls«.lb«.n 7 =7,43 6ra alatt végeznek a munkival.

) Amunka, a kezdéstdl, 9 6rét vesz igénybe.
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@B Oldjuk meg a feladatot kovetkeztetéssel:

9kilyhdban 1 mfa 22> nap alau ég el

12
i sp 55
dlyhiban | m*fa -9 nap alat g el
335,
12 kdlyhdban 1 m* fa 1’| :5"';911updlﬂuégel.
35, 2
12kilyhiban 9 m*fa 129229292 200 23,00 nap alut g .
B 1. megoldis. Ha a nevezett versenyzok szdma n, akkor eredetileg M ‘mérkézés lett volna.
-1 versenyzovel w mérkGzésre Keriil sor, 2-t lejétszott a kiesd versenyzd, 15 mér-

KGzés pedig elmaradt. fgy a kovetkezd egyenlet frhat fel:

nen=l)_(=D):(n=2) o
2 2

Megoldis:

=18,

I megoldis. A Kiesett versenyz 2-t jitszott és 15 mérkGzése elmarad, dsszesen 17 mérkzést
jatszott volna, ami azt jelenti, hogy 18 versenyzd indult eredetileg a versenyen.

@D Legyen a termelés kezdetben r; ekkor az elsd iizem termelése 0,37, a misodiké 0.7-1.
Anovekedés utdn a termelés:
031121 +07-1-12=1203-1.
Tehdt 20,3%-kal novekedett a termelés.
@B ) Az osztdlyban 20 liny van.
b) Legyen az osatilylétszim x. A kovetkez6 egyenlet fthat fel:

Zelen2
62

Az osztélyban 36 tanul6 van, tehit a fitik szdma 16.

@D ) Legyen a hid hossza x, a kovetkezs egyenlet ithato fel:

x=[Z-20]+[2-5|+[Z-30
3 4 2
Ebbol a hid hossza 60 méer.
oz 626 amegoldis
n annyi idG alatt ér it amig megtesz 678 métert:
0.678km _
30 km
6ra

b) Akam
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a) A 25000 Ft-os szemiivegkeret dra 25000 0,83 = 20750 Ft lesz.
80750 _ 0,95, tehat 5%-kal lesz olcsobb a szemiveg.
85000
b) Ateljes rat 85000-0,1

14450 Ftal szeretnénk csokkenteni.
14450
25000
¢) Legyen a keresett keret dra x. A kovetkezd egyenlet irhatd fel

60000+ x-0,83= (60000 + x)-0,9,

Akedvezmény mértéke 578, tehdt ezt egy 58 éves ember teheti meg.

x=85714,
‘Tehit egy 85714 Ft-os keret esetén eskkenthetné az drat 10%-kal a 17 éves vésdrlo.
B A sebességek: eyalog 67, Kerekpdrmal 18 51 Jelole a taldlkozdsig eltlt iddt, ordban mérve,

a) Amegfelel egyenlet:

6 +18x=6,
1

Tehdt 6 6ra 15 perckor taldlkoztak.
b) Az egyenlet

“Tehiit 7 6ra utdn 22,5 perceel taldlkoztak.
¢) Timea 5+5+5= 15 perccel indul késbb. A megfeleld egyenlet:

6«418»[}(71]:().
1

Tehit 8 6ra utin 26,25 perccel taldlkoztak.

@D a) Haa felisltés ideje x, akkor % . megoldsa: x = 2. Tehiit a nyitds elott 2 réval, azaz

legkésdbb 6 Grakor meg kell nyitni a csapokat.
b) A mésodik csap 2 6rfin keresztil 161t a medence, az egyiities munka idejét jelolje x. Egyen-

. megoldisa

letiink g*i*% 3 Tehit a misodik esap bekapesolisa utdn 3 6ra
20 perccel telik meg a medence. )

0,

¢) Alefoly fél érdig engedte ki a vizet, a megfelel egyenlet: % + % ~ 2221 A megoldds

tehdt ebben az esetben a csapoknak 2 6ra 15 percre van sziikségiik a feltoliéshez.
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A tizes szdmrendszerbeli alakokat dtirva:
1lla+111b+ e +d=2010,
Az a értéke csak | lehet, ebbdl
Hib+le+d
Mivel 0< e +d< 108, esak b=8 lehet: 1c +d
d=
Akeresett négyjegy( szim: 1810.

99.
1. Ennek egyetlen megoly

Legyen a bankban elhelyezett két tsszeg x és 6-10°
Akisebb fid pénze 7 évi kamatozds utdn: x- 1,127,

A misik fid pénze: (6-10°~x)- 1,125,

Afeltétel szerint:

x:1,127=(6-10°-x)- 1,123
1,122 x

Tehita 11 éves fid nevére 2661462 Ft, a 13 ves fii nevére 33383538 Ft osszegeket kell a bankban
elhelyezs

B a) A7 elGadott dalok szdmdra vonatkozéan felirhaté egyenlet:
=20, tehdt dsszesen 20 dalt adtak el6.

+1=x. Megolddsa:

b) Szilvia énekelt 5+ 12+ 1 = 18 dal elGaddsdban, ez g 0.9, azaz 90%.
©) Szilvia gitdrozott 2 + 12 = 14 dal elGaddsdban, Tiinde gitdrozott 5+ 12 = 17 esetben. A Kapott
Gsszeget % ardnyban kell elosztani. 62000:31 =2000.

Teht Szilvi

28000, Tiinde pedig 34000 Ft-ot Kap.

Mivel a sziiletési év szimjegyeinek dsszege nem lehet tobb 28-ndl, a sziiletési v elsG ket jegye

lehet 19. Az utolso két jegy legyen x, y. Ha a sziiletési év T9xy, akkor a kovetkezG egyenlet
ithat6 fel:

Toxy +149+x+

1900+ 105+ y+10+x+)

00,
1x=2-(50- .

Az sgyenlits gy eljestiher, ha x piros sainjegy. de nem lhet kisctb &-1dl, mert kkor
¥ kétjegy lenn. gy . tehita szilletési 6v 1986. A feladat kérdésére a villasz a minden-
kori évszimtol fiige.

Az dt 11 6rét vett igénybe. Legyen x annak az mmkmmk a hossza, amit oda és vissza is
vizszintes titon tesznek meg, y annak az ttnak a ho umelyet oda ton felfelé, vissza pedig
Iejtn lefelé haladva tesznek meg, = pedig az a szakas; amclyu oda ton lefelé, vissza pedig felfelé
tesznek meg. A kivetkezs egyenlet frhaté fel:

X, +i]+[i L@]: "
20 15 30 20 30 15
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Zevonds utdn:
Sx+dy+20 43+ 2y 4422660,

6-(x+ y+2)=660,

xey+

A kapott Gsszeg az egyik irfinyban megtett . Tehit ezen a napon a kerékpdrosok dsszesen 220 km-t
tettek meg.

Azért fogynak el 41 nappal el6bb a torténetek, mert bizonyos napokon 3-mal, méskor 4-gyel tobb
Kerilt clolvasdsra a tervezettnél. Legyen x azoknak a napoknak a széma, amikor 4 torténetet
olvasott el, y pedig azoké, amikor 5-6t. A kivetkezG egyenlet frhat fel:

3r+dy=4dl.
Ennek az egyenletnek keressiik a pozitiy egész megoldsait.
Mivel x és y pozitfv szimok, nem lehetnek tetszGlegesen nagyok:
0<x<18 é 0<y<I0.

Az egyenletbdl:

mal osztva 2-t kapunk maradékul, tehdt 4y-nak 3-mal osztva szintén 2-t kell adnia
maradckkcm 4y-ra a lehetséges szdmok:

4,8, 12, 16, 20, 24, 28, 32, 36, 40.
Ezekb6l a szamokbol a 8, a 20 és a 32 adnak 3-mal osztva 2-t maradékul. gy a megolddsok:

Tehit a fenti hirom esetben fordulhatott el6, hogy 4, illetve 5 torténetet olvasott el az illet5.
Az5 ticherb

G teheraut6 x, a mdsik y menetet hajtson végre:
Se+Ty=
997y

, xeZh

5

“Tehit ¢lsG 1épésben keressiik azokat a 7-tel oszthatd, 99-nél nem nagyobb po:
amelyek majd 7y éréket adjik.
A 99-et kizirjuk, mert nem oszthatd 7-tel, és ekkor x amigy is 0 lenne. 7y ériékei lehetnek:
7, 14, 21, 28, 35, 42, 49, 56, 63, 70, 77, 84, 91,

Mivel (99 - 7y)-ndl a99-et 5-tel osztva 4 maradékot kapunk, gy a fenti szdmok kozil olyat kell
Kivilasztani, amelyik 5-tel osztva szintén 4 maradékot ad. (Mert igy a 99— 7y nem ad 5-tel
‘osztva maradékot.)
Ezek a nyertes szimok” 7y ériékére a 14, a 49 és a 84. A megolddsok:

Ty=14 = y=2,
»=T7
4 = yy=12,

egész szimokat,

Az egyes teherautdk dltal megtett menetek szdma a fenti hirom eset valamelyike kell, hogy
legyen.
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Egyenletrendszerek — megoldasok

o x=-2y=1; d)x=2,

b)x=0,

a)x
ED o) x=1,
e x=9,
@D a) x=-2,y
e x=8,y

d) x=-3,

) x=20,y

8 x=9,
o) x=-ly=3 d)x=4,y=5;

) végtelen sok ) nincs megoldds.
megoldas van;

(D Legyen a muskitli palantak dra x, a petinia paldntdké y.
12x+25y=9840
2x+ldy= moso}

A megolddsok:
“Tehit a muskitl palintik 320 Fi-ba, a petdnia paliniik 240 Fi-ba kerilnek.
o a megoldds é

D Legyen a motores6nak sebessége dllovizben x, a folyd sebessége y.
A foly6n felfelé megtett Gt 9 Grit vet igénybe:

9-(x-y)=72.
Lefelé a folyén 6 6ra volt az it
6-(x+y) =72,
x-y=8 4 dsai: x = s
2o 2} egyenletrendszer megolddsai: x= 10, y=2.

Tehit a motoresdnak lldvizben 10 5™ scbesscgre képes, a folyd pedi 2 5™ scbesscégecl folyik.

D Az els6 séoldat legyen x szizalékos, a mésodik y szdzalékos.
Afeltételek szerint:

42012221632 itietve 12. % 44.2216.30
100 100 100 100 100 100
Ha 100- Adlbe\zouunknA;;(:i: i‘;g egyenletrendszerhez jutunk.

Osszunk 4-gyel, majd megoldva: x = 20, y = 60.
Tehit az els6 sooldat 20%-0s, a misodik 60%-os.

@ Legyen a szim elsd jegye x, a misodik y (y <x).
A feladatban megadott, a maradékos osztésra vonatkozd feltételek szerint:
054y=6_o (o 10x+y-3

Xty x-y

x-2y

Beszorozva és rendezve az.
~6x+17y

:} cgyenletrendszerhez jutunk.

Megoldva: x=38,
A keresett kétjegy( s:

m a 83, a megolds helyességérdl ellenGrzéssel meggyzGdhetiink
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Mivel a kacsdk és nyulak szémdnak ardnya 3:2, legyen a kacsdk széma 3x, a nyulak széma 2x,
atyikok szdma pedig y.
Afejek sz

y42u+dr=38.
2y44-2042-3=92.

Alfbak szdma:

y+5x=38

14x=02

A misodik egyenlet 2-vel val osztisa utin az egyenl egyiithatok modszerével megoldva:
2 8

Az } egyenletrendszerhez jutunk.

Tehit a baromfiudvarban 18 tydk, 12 kacsa és 8 nydl van.

Az ellendrzés azt mutatja, hogy a megoldas helyes.

Azels6 gép x, a mdsodik y, a harmadik 2 nap alatt végezné el a munkit.

Afeltételek alapjdn a kovetkez6 egyenletrendszer frhatd fi
12 72

l6kkal osztva
=

Tehdt kiln-kilon a gépek 12 2 nap. 18 nap. lltve 36 nap alt végeanék el a munkit

Legyen a hiromjegy( szdm:
A feltételek szerint:

xHy+z=20. (1)

‘Tudjuk tovibbd, hogy

Hz-16=
1005 +10y +2 - 1622002 + 20y + 25,
98x~16=199z +10y.
(1)-b61 y =20 - x - z behelyettesithet5:
98x ~ 16=1992+200 - 10x - 10z
108x - 216=189z,
108-(x-2)=189z,
Mivel a bal oldal oszthaté 4-gyel, ezért a jobb oldal is. A z lehetséges értékei 0, 4, 8.
0, (2)-b61 x 8, nem megoldis.

8, (2)-b61 x = 16, nem megoldds.
A feladat feltételeinek a 974 felel meg, az ellenGrzés

zolja, hogy val6ban j6 a megolds.
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) A grafikus megoldisra gondolva rendezziik az egyenleteket:

y=2¢-3, illetve y

Akkor nincs megoldas, ha a két egyenes pérhuzamos, ami teljesiil, ha ,/l =26
b

Az els6bol b= 7%. amisodikb6l b # %

Tehit ha b= _%, akkor nincs megoldsa az egyenletrendszernek.

b) Abehelyettesits modszerrel megoldva az egyenletrendszert:

- 2-7
TabelT T 2l
=2 oh e bLuL iy B L
2+l 2
g2 =Ton sl vagy Prey
2+l 2 2
Mindkeét megoldis poit
Az elsG egyenletbol
x M
Ha x>0, akkor y <4 kell lennie, tehdt
<y<d @

(1)-et a misodik egyenletbe helyettesitve: 252~y = .
A (2) feltétel alapjdn 248 < m < 252, tehit m lehetséges egész értékei: 248, 249, 250, 251, 252.

Alakitsuk szorzattd a bal oldali kifej

Akkor van megoldds, ha x
A 116 primtényezGs felbont:
A 4:29-¢s felbontds esetében:

A 2-58-es felbonts esetében:
[ = 2="60, amibsl x=30 és

= 14; x,y € Z, ezért ez megoldis.

Az ellendrzésbal kideriil, hogy ez a szdmpdr valdban megoldas.

Vegyes feladatok — megoldasok

D o) x=6; nx=2 d) x=0.
141
17 "
D u=g.n . ha x <=3, nincs megoldas.
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b, 2
) L 4320
720 N
s-s520 231920 24720
B I R B 57 TR
5 : 1%
<=2
)

Sx+1>0 5

74520 Ll

5120

vagy 2 <x<
gy 5 <

ha p#4. Ha p =4, nincs megolds.
1

minden valds szém megoldss.

¢) x=p—5.ha p#-5. Ha p=—5. minden valos szdm megolds.

D @) Az egyik kerékpiros 8 Gra, illetve 6 dra alatt teszi meg az utat.
b) Afalu és a véros tévolsiga 144 km.

B A tengervizb6l 2 literre van sziikség.
KE Ha a harmadik jegy x, akkor a kovetkezs egyenletet kell megoldani:

1900+ 10x +.x+ 1 = 1761 = 190 + x.
A sziiletési év 1956, 2010-ben 54 éves.

{3 Ha a legidGsebb testvér mai életkora x, akkor az egyenletiink:
sr=3e[Eler)=ss.

2
Az egyenlet megoldisibol a testvérek életkora 15, 12 és 8 év.

EED Ha az utasok szdma Sx és 4x, akkor az aldbbi egyenletet kell megoldani:

Akirdndulok szdma dsszesen 72.
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) Haa fidk szima x, a linyoké pedig y, akkor az egyenletrendszer:
x+y

4000x + 5000y

ak 3

39000
Ennck megolddsa utén: Juliska m

iny és 6 fi unokdja van.

D) Legyen eredetileg x darab piros és y darab kék goly6 a dobozban. Egyenletrendszeriink:
x+y=200
y+27=x+53"

Ennek megoldasabl azt kapjuk, hogy 87 piros és 113 kék goly6 volt eredetileg a dobozban.
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9.6. EGYBEVAGOSAGI TRANSZFORMACIOK

Tengelyes tiikrozés — megoldasok

L1571]

a) )

R Az a) feladatban konkiv, a b) feladatban konvex deltoidot kapunk eredményiil
a) b)

B A megoldis az dbran lithatd.
@D o) AG;-1), B'(-2;-5), C'(-4; 2).
b) A3 1), B(2:5). C(4:-2).
Az x tengelyre vonatkoz tikriszés utdn Ax: ).
ajd az y tengelyre vonatkozo tikrozés utin
Akéttengelyre vonatkoz6 tikrozés

a2 orig6ra vonatkoz6 kozéppontos tukrozéssel
helyettesithet6

Altaldban is érvényes, hogy két mcmlc«m eye-
nesre vonatkoz6 tikrizés egy
zése, a tengelyek metszéspontjdra vonatkozé

ppontos tiikrozéssel egyenértékd transzfor-
5.




23 » A
fa6sk . / 7\
EGYBEVAGOSAGI TRANSZFORMACIOK \

50 a) Hamis. b) Igaz. ) Hamis. d) Igaz.
¢) Hamis. 1) lgaz. ) lgaz. ) Igaz.
i) Ham Jj) Hami k) Tgaz 1) Hamis.
m) Hami ) Hami 0) Igaz. ) Hamis.

) Hamis. ) Hamis.
A szerkesziés lépései:
I Tokabaalk az f gyenest az ¢ egyeneste, a Wktrképet etk f-gyel, fgy kapju az f
ésa g egyenesek B metszéspont
2. A B pontot tikriszziik az  egyenesre, igy kapjuk az A pontot, amely fre illeszkedik.
3. A szabdlyos ABC hiromszog C csticsdt az A kzéppontd, B ponton dtmend kor metszi ki
az e egyenesbdl (Cy; Cy).
A szerkeszthetdség feltétele: a g egyenes metssze az f egyenes e egyenesre vonatkozo f tikisr-
képét.

A megoldisok szima a6l fiigg, hogy van-e az f; és a g egyeneseknek metszéspontja. Ha a két
egyenes nem metszi egymast, akkor nincs megold: feladatnak. Ha az f, és g egyenesek
cgybeesnek, akkora B pont helyzete nem egyértelmd, igy végtelen sok megoidisa van a feladat-
nak. Haaz f; ésa g egyenesck egy pontban metszik egymiist, akkor a feladatnak két megoldiisa
van, amelyek az AB egyenesre vonatkozo tengelyes tiikrozéssel egymisba vihetdk.

A szerkesziés 1épései

) A Kot tikrozziik az e egyenesre; a tikor-

A K és a k, korok metszéspontjai

az anmn C)és Gy

2AC &

s C, pontok titkrozése az ¢ egye-

nesre; a tikorképek By és By, melyek illesz-

Kednek k-re.

3. Az e egyenesen egy tetszileges A pont
erkesztése.

21és eredménye az AB|Cy és az AByC,

e
A szerkeszthetdség feltétele: a & 6sa k, korok
metszéspontjainak vagy érintési pontjénak Iéte-
zése. ok szdma lehet 0, ha a két komek nincs kozos pontja, minden mds esetben
a feladatnak végtelen sok megolddsa van, mivel az A pontaz ¢ egyenes tetszdleges pontja Ichet.
A szerkesztés Iépései:
. A szimmetriatengelyre illeszkedd két esiicson (A és C) dtmend 1 egyenes szerkesziése.
2. Az egyik kor 1 egyenesre vonatkozd tiikorképének szerkeszése.
3. A tiikorképként kapott kor, valamint a mdsik kr metszéspontja
pontok egyikét jelolje B
4. A B pont 1 egyenesre vonatkozd tiikorképének szerkesztése; a kapott pont D.
A szerkesztés eredménye az ABCD deltoid.
A szerkeszthetdség feltétele: a harmadik Iépésben vet ké
A megolddsok szima att6 fiigg, hogy a két kornek hany
nak lehet 0, 1,2, esetleg végtelen sok megoldsa

Koy

nak megjelilése; a metszés-

ek legyen legaldbb 1 kzos pontja.
pontja van. Ezek alapjdn a feladat-




[1560]

ED

[1562]

ED

ED
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a) A szerkesztés 16pé:
1. A szimmetriatengelyre illeszked két esiicson dtmend 1 egyenes szerkesztése.
2. Az adott szog megfelezése.
3. A megfelezett szdg mésoldsa a 1 egyenesre, a deltoid megfeleld cstesdhoz.
4. A deltoid adott oldaldt korzonyilisba vessziik, majd kort szerkesztiink, melynek kozéppontja
a deltoid megfelel csicsa. A kor az ftmdsolt sz0g szrdbol kimetszi a deltoid harmadik
esticsit
5. Akapott esiics 1 egyenesre vonatkozd tiikorképe a deltoid negyedik csiicsa.
b) Aszerkesztés 1épései:
A szimmetriatengelyre illeszkedd két csicson dtmend ¢ egyenes szerkesztése.
Az adott szg megfelezése,
. Amegfelezett szg masoldsa a 1 egyenesre, a deltoid megfeleld cstcsdhoz, és a szogszir meg-
hosszabbitisa.
- A deloidadrt oldtit kirznyisha vesetk, majd Ko serkesatink, melynek enépponii
a deltoid szintén adott, de a sz6ban forg6 oldalegyenesre nem illeszked csi
. A szerkesztett kor metszi ki a 3. pontban szerkesztett szogszirbol a deltoid hdlmndlk csticsit.
6. Akapott csiics 1 egyenesre vonatkozd tiikirképe a deltoid negyedik csicsa.

w o=

IS

A szerkesztés lépései:
1. Az adott 416 két végpontjit dsszektd szakasz, majd a szakasz felezomerdlegesének szer-
Kesztése.

2. Az adott szdg megfelezése.
3. A megfelerett szig dtmasoldsa az dléra annak valamelyik végpontjdban.
4. A szdgszir kimets s
5. Akapott csiics tléra vonatkoze tikirképe a rombusz negyedik esdsa.

az 46 felezOmerdlegesébdl a rombusz harmag

A szerkesztés lépései:
1. Az egyik kirr adott egyenesre vonatkoz6 tikirképének szerkesztése.
2. Atiikorkép kor mésik korrel val6 metszéspontjainak szerkesziése; a kapott pontokat Gsszekits
suakasz a trapéz eayik sia.
tiikrozése az adott akapott pontok a trapéz

" misik szirinak végpontja
A megoldisok szdma attl fiigg, hogy az 1. pontban szerkesztett kir a msik korrel milyen hely-
et Ho o Lt el vioes i ponf, vagy € helyzeek, ador o eladarak oins
megoldisa. Ha a metszéspontok sz akkor a feladatnak 1 megolddsa van. Ha két kor
egybeesik, akkor végtelen sok megolda\ van.

Tiikrozziik a hi 30°-0s sz mellet

két hiromszog egyesitése olyan egyenlG szdrd hiromszog,
amelynek szirszoge 60° fgy a hiromszog il s, oldalai
aderékszogh hdromszog a dtfogdjival egyenldek. Mivel
a tikirtengelyre merGleges oldalt  tengely felei,ezérta deré
szisgi hiromszog 30°0s szigével szemben valéban £ hossasdg
oldal van. (=)

Mindhdrom szakasz hossza 6 cm.
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A feltételek szerint CAAL = 60°, tovdbbi a tiikrizés tulajdon-
sigai alapjin CA = CA. Ebbdl adéddan az AAC hiromszog sza-
bilyos, és fzy AACS = 60° Mivel AACS az ABC hiromszisg kills6
szoge, igy a nem szomszédos belss szigek dsszegével egyenls,
amibdl azonnal adédik, hogy BCA% = 30°. Ekkor az ABC hdrom-
seiog két szijge egyenl, ezért valoban egyenlG szird hiromszog.

Akét téglalap kiszos része rombuszt alkot.

Teayik fl hogy AP = BQ. A ks volsigant isidonsiga
alapjdn . tovibbi BK = BQ = y. A felitelek szerint
azonban x = y, ami azt is jelenti, hogy a K pont s B pon-
tokt6l ugyanolyan tavol taldlhato. Ebbol adédan K valban
illeszkedik az AB szakasz felezGmerGlegesére.

Tegyiik fel, hogy K illeszkedik az AB szakasz felezomerdle-
gesére, azaz AK = BK. Ekkor tikorképeik, azaz AP és BQ is
egyenlG hossziak. Ezzel az dllitist igazoltuk.

A megfelels 7 pontot a PQ’ szakasz metszi ki az AB falbol,
ahol Q’a Q pont AB egyenesre vonatkoz tikérképe.

Abeviisdrlokozpont T helyét az AB® egyenes metszi ki
pilyébdl. ahol B a B pont tiikirképe az autdpilya egyenesére
vonatkozéan. Valgban

AT+TB=AT+TB = AB,
tovibbé ha P az auGpdlya mellett egy 7461 Kiilonbiszs pont, akkor

@ 8

AP+ PB=AP+PB'>AB.
Az utGbbi egyenlGtienség a hiromszog-egyenlGienség kizvetlen
Kovetkezménye az ABP hiromszogben.

Vegyiik fel az A estieshoz tartozd killsG szogfelezon (f) az Al
Kb oo majd itz e C ponto, gy kapik
Ct. Mive felezdre vonatkozd tikrozés sordn
ek czymisha memek &, &t & C* pont Mleskedik 3 B4
félegyeneste, tovibbi AC"= AC = b, illetve PC"= PC.

frjuk fel a hdromszog-egyenldtienséget a BC'P hiromszog
BC" oldaldra:

BC’<PC’+PB,

c+b<PC+PB.

Mindkét oldalhoz az ABC hiromszdg a = BC oldalit hozzdadva
azt kapjuk. hogy

a+c+b<BC+PC+PB,
ami mutatja, hogy a PBC hiromszog keriilete valban nagyobb,
mintaz ABC hiromszog kerilete.
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D Adottak az A csiicshoz tartozé belsé szog-
felez6 (f). tovabbd a B csicsot tartalmazd
b egyenes és a C csiicsot tartalmazé ¢ kor.
A szerkesztends hiromszog tengelyesen szim-
metrikus az f egyenesre vonatkozéan, ezért
a B csiics tiikorképe illeszkedik a c korre. Ezt
az észrevételt felhaszndlva, a szerkesztés épései
akovetkezok
1. A b egyenest tiikiozziik az f egyenesre,

atiikorkép b
2. A b’ egyenes és a ¢ kor metszéspontjdnak

(metszéspontjainak) szerkesztés
pont C. Az dbrin a jobb dttekinthetGség érde-
keében csak egy metszéspontot rajzoltunk be.
3. A C pont tiikrozése az f egyenesre, a tikirkép B.
4. A B kozéppontd, C-t tartalmaz kor szerkesztése.
5. Akorés az f egyenes ése, ametszé:
ABC hiromszdgek szabilyosak, és a feladat feltételeinek megfelelnek.

Ap és Ay Az ABC,

@B o Felte hogy a falrol 6
szogben pattan vissza, mint amekkora szigben a falhoz

érkezik, vagyis az dbrdn azonos modon jeldlt szigek meg-

1. A PQ, szakasz kimetszi a fall
amitaz dbrén £ -gyel jeloltiink. Az AD fallal val6 E, metszéspontot az E,Q, szakasz metszi
kiaz AD falbol.

b) Az a) feladatban felhaszndlt modszert fej-
lesatjiik tovibb. Tiskrozzitk a O pontota DA

egyenesre, a tikorképet Q,-gyel jeloljiik 2 5 e
Ezta Q, pontota CD egyenesre tikrozziik, B
igy kapjuk a Q, pontot, amelynek BC egye- O -

nesre vonatkozd tiikorképe Q. Végiila Oy
pont AB egyenesre vonatkozd tikorképe O, 7 B
Agolyéta PQ, szakasz mentén kell ellokni;
a szakasz Kimetszi az AB falbol az elsG érin-
ési pontot, Ey-et. Az E,Qy szakasz kimetszi
a BC falb6l a mdsodik érintési pontot,
Eyt. Az 0.

széspon
pontjaként kapjuk meg.

a a goly6 az AB falat az Ey, a BC falat az E, pontban érinti, és az dbra jeloléseinek meg-
felelden PE,A , akkor a goly6 az AB fallal az els visszapattands utdn is o szoget bezdr6 tton
halad tovibb, azaz E,E\B% = . Az E\E)B derékszogil hiromszog mutatja, hogy a golyé
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90° - o szogben érkezik a BC falhoz, és ezért onnan ugyan- B
akkora szogben verddik vissza, azaz.

Ha pérhuzamost hiizunk az E, ponton dt az AB oldallal, akkor i
konnyen ldthat6, hogy az E,Q szakasz a pi a sziget \;\
zér be, ami igazolja, hogy PE, és E,Q pirhuzamos egymdssal,

a) A BDA hiromszog BD egyenesre vonatkoz6 tiikirképe a BDF héromszig. A tengelyes tikro-
zés megtartja a szogeket, ezért DFB<= DAB%=90", igy DF és BF valéban merdlegesek egymiisra.
b) A B, F. C é D pontok az ABCD téglalap
oldalainak hosszdtél fiiggden kétféle sor-
rendben alkothatnak szimmetrikus trapézt.
A két esetet az dbrik szemléltetik. A
nyitdst az elsG dbra alapjdn végezziik el,
misik esetben értelemszerti modosftdsok-
Kal juthatunk célhoz.
Vegyiik észre, hogy az dbra azonos médon
jelolt szigei megegyeznek! Ez részint abbol
kovetkezik, hogy az ADB% BD egyenesre vonatkoz6 tikirképe az FDB, részint pedig abbol,
hogy az ADB< és a CBD< viltdszogpirt alkotnak. Ekkor viszont a BD szakasz felezs-
merdlegesére vonatkozd tengelyes tiikrozés sordna D pont képe a B pont, mig DF = BC miatt
az F ponta C pontba megy 4, vagyis a BCFD négyszdg szimmetrikus trapéz

L. megoldis. Jeloljiik az ABC hdromszig oldaldnak hosszt
a-val, a P pont BC, valamint CA oldalalakra es6 merdlege:
vetiiletét £-vel, valamint F-fel. Legyen tovibbd P’
Ekkor az ACP és BCP hiromszogek teriletének
egyezik az ABC hiromszog teriiletével, azaz ha
szog magassdgdt m-mel jeloljik, akkor

ay ax_am

22 2"

A lehetséges egyszertisitések elvégzése utdn azt kapjuk, hogy y +x = m. Ez azt jelenti, hogy
a P pontnak az AC és BC oldalaki6l mért tivolsigtsszege a P pont helyzetétdl fiiggetienil
megegyezik az ABC hiromszog magassdgdval.

X, PF=y.
szege meg-
2 ABC hdrom-

1L megoldis. Mivel APF<=BPE<= 30", ezérthaa PF szakaszt
tiikrozziik az AB egyenesre, akkor E, P, valamintaz F pont I
tiikirképe egy egyenesre illeszkednek. Ha nemesak a PF sza-
kaszt, hanem az ABC hdromszoget ikrozziik, akkor az eredeti
és a képhdromszog egyesitése rombusz, melyben az EF’ szakasz
ésaz ABC hiromszdg mag
szetesen megegyezik, ezért

P+ PF = EP + PF= EF
mi a P helyzetétdl fiiggetleniil valéban dlland.
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{ED 1. megoldis. Ha P pontnak a hiromszdg oldalaitél mért tivolsdgat
0 2ol akkor a2 ABP BCP G CAP hiromssbgck tertle-
ténck osszege megegyezik az ABC hiromszog teriletével, igy

6‘ x 6y 6
X0,

27
ahol M az ABC hammsm« magassiga. Az cgyszerdsfiések
elvégzése utin x+y +2=

A
A szabilyos hiromszog mann::ugn az oldaldnak = -szerese,
fgy x+y+z=3-3=52 2

6-M

I megoldis. Hiizzunk a P ponton dt pérhuzamost az AB sz

kasszal: a pérhuzamos az dbra jeloléseinek megfelelden a T és O
pontokban metssze az AC és BC oldalakat. A TQC hiromszig
minden szoge 60°-0s, ezért a hiromszog szabdlyos. A P pont
a TQ oldal egy belsd pontja, ezért az 1595. feladat eredményét

alkalmazhatjuk a P pontra, valamint a 70C héromszgre. fay
kapjuk, hogy y +
Ekkor x+y
magassiga (1d. dbra

€0 Mérjiink fel a megépitends it teljes 8 km-es hosszdval meg-
egyezd tivolsigot a vasit mentén, az A dllomdstol kiindulva.
Az it végpontjdt jeloljik B-vel a bal oldali dbrdnak megfelelden.
Mivl a BT saakasz ssimmecnengelyén 16v6 porok ngydn»

olyan tivolsigra vannak a piilést6l 161,

Ha P jeloli a szimmetr \mcngcly é st mewe\pnnuaL kkor

TP = BP miatt TP + P =8km, ezérta P pontmeg-  _asit

felel az EU-s pilyfzatban foglAII feltételeknek

Ha a jobb oldali dbrdnak megfelelden a 8 km-es utat az dllomdstol kiindulva a mésik irdnyba

mérjiik fel, akkor az igy kapott C ponttal megismételhetjik a szerkesztést, € egy tovbbi, a feladat

feltételeinek szintén megfeleld Q pontot kapunk eredményiil,

=m, ahol m a hiromszdg magassiga.
+m =M, ahol M immér az ABC hiromszig

ED A feladat nem rendelkezik arrdl, hogy a szerkesztend§ APQ torétt

vonal milyen sorrendben érintse az adott szog szrait, ezért két s d
lehetséges sorrendet is vizsgdlnunk kel e

jdljuk azt az esetet, amikor a P pontaz e szogszrra illesz- [
kcdlk Mlistealk a2 4 pontot sz ¢ sagmirs 1 Webrcdpat %

vel. il a tengelyenthetads civolefgan tans
W = = PQ. A feladat
tehit arra reduklodik, hany stk g K pontbl olyan
utat az f szdgszirig, amely metszi az ¢ szogszirat, és hossza
alehet§ legrovidebb. Az ilyen Gt szerkesztéséhez elegend
az A' pontbol merlegest llitanunk az. f szogsziima. A merdleges
Kimetszi az ¢ szdgszirbol a megfeleld P pontot.

Ha a szerkesztendS orott vonal eldbb az f szogszirat ér
akkor az A pontot értelemszerden az fre kell tikrozni. A s
kesz1és eredményét ebben az esetben az alsG dbra mutatja.
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BB Legyen P az e, Q az f szogszdr egy-egy pontja, az A pont e-re,
valamint f-re vonatkoz6 tikorképe A, valamint A”. A tikrozés
tivlsigand wlajdonsig lpjin 1z AP bitomsat erlere

teljesiil, hogy AP + PO+ + QA" Mivel A" és A

a P és Q pontok helyzetétdl !nggcllcnu] dllando, ezért felada-

tunk iy s megfogalmatnt, hogy suerkessatlok olyan ABCA"
torott vonalat, amelynek B és s
lcskednk. tovibbi  Grit vonal noss a lohetd egsinidebb.
Mivel a e voul hossa poossh akkcr s legrvideb

m belsd pontjai lleszkednek az AA” szaka mi
sisdgd vonal B és C pontjait az &
zrakbol hérom
az AA" szakasz hoss:

" szakasz metszi k\
g kerilete megegyezik

@@ «) Ha nemcsak az M pontot, hanem az MC
szakaszt is tiikrzziik, akkor a kovetkezo
megdllapitdsokat tehetiiik. A C pont mindkét
tiikrozés utdn helyben marad, tovabbi a szog-
tart6 tulajdonsdg alapjdn MCA% = PCA%= a,
valamint MCB = QCB< = . Ekkor persze

* mivel

PCQS=2-a+2-f=2-(a+
az ABC hiromszog derékszogd. A C cstics-
nil kialakuld egyenesszog mutatja, hogy
a P, C. Q pontok az M pont helyzelétél fig-
getleniil egy egyenesre illeszkednek.

b) Atengelyes tikriszés tivolsdgtart6 tulajdonsigdbal kovetkezik, hogy MC = PC. illetve MC = OC,
aminek egyszerii kovetkezményeként PQ = PC + QC =2 MC adédik. Ez azt i jelenti, hogy
a PQ szakasz akkor a lehetd legrovidebb, amikor az MC szakasz s ilyen wlajdonsig, ez pedig
pontosan akkor kovetkezik be, amikor az M pont egybeesik az ABC hiromszog rovidebb
befogdjdnak C-t61 kiilonbozG végpontjdval (a fenti dbrén ez éppen a B pont). A minimdlis
hosszisigi PQ szakasz kétszer olyan hosszd, mint az ABC hiromszég rvidebb befogdja.

hogy haaz ABC hiroms? 16 sz, akkor az tfogd mindkét végpontjdra
minimalisnak adédik a PQ szakasz hossza

2 gondolamentink egy sk kivetkezménye, hogy o PO suakass skkor s ehe leg-

a BC hiromszie kiré irt ki C-vel dtellenes pontia. Ekkora PQ szakasz
dnak kétszerese.
¢) Haaz M pont egybeesik a C pont AB egye-

nesre vonatkozs tiikirképével, akkor a CM
szakasz éppen az ABC hiromszog dtfogéhoz
tartoz6 magassigdnak T talppontjdban metszi
az ditfogot. Ha MCBS = B, akkor egyrészt
atiikrzés miatt BCO% = B, mésrészta CTB.
derékszigd hiromszoghdl CBT% =90 - .
Ha 0 az ABC hiromszisg kré it ki kiszép-
pontja, akkor a BCO hiromszog egyenld
s fy BC sapn ok g megegyes:
OCB< = CB( 7




al hatdros szakaszdnak végpontj

A-val és B-vel. A feladat szerint olyan C pontot kell ere

niink, amelyre az ABC hiromszig keriilete a lehet legkisebb.

Aszbveg alapjén AB =200 méter, tovibbiia hammvog terii-

lete I hektdr = 10000 m. Az adatokbdl 0gy e/ v

AB oldalhoz tartoz6 mag 0 m:l:r.

igya C pont az AB-vel pirhuzamos, attsl 100 méter tavol- P X

sigra haladd e egyenesen taldlhato.

Tekintsitk az e egyenes egy tetszGleges P pontj

rozziik a PB szakaszt az e egyenesre. A tikrizés sordn

a P pont helyben marad. a B pont képe B, a tdvolsigtart6 tlajdonsdg miatt PB = P’ Az ABP

hiromszog keriilete 200 + AP + PB =200 + AP + PB’. Mivel a B’ pont helyzete fiiggetlen

a P pont helyétdl, ezért a kerilet lithatéan akkor a lehetd legkisebb, amikor az AP rot

vonal hossza minimilis, ami akkor Kovetkezik be, ha az 4, P. B pontok cgy egyenesre

il g hogy a legkisebb keriilet hromszig

C estiesit az. AB' szakasz metszi ki az ¢ cgyencsbél.

b) Mivel AB = BB'=200 méter, ezért az ABB' hiromszbg egyenlG szirti és derékszigg. Alukmze\
tulajdonsdgai miatt a BB'C hiromszog is egyenlG szird, melynek BB’ alapjin
45°-0s szgei vannak, EkKor viszont az ABC hiromszg C csiesinl derékszdg van, amibl
Kovetkerik, hogy az ABC mmmu% \dcmkmgu & cayenlg sedri. Ha AC= BC =x. akkor

jdn x2 + x2 am 2 méter. Az ABC héromszig

Keriilete 200 +200-2, fgy Géza ba\cs ak legaldbh 1,05- (200 + 200-v2) = 507 méter eri-

tést kell vésdrolnia.

a) Legyen az AC oldal egy pontja T, a BC oldal
egy pontja pedig . Tikrozzik a PT sza-
Kasztaz AC, a PS szakaszt pedig a BC oldal
exyeresére, P pont ikiktpst el el
rendre U, V A kmm tulaj-
donsigai mlau e T o VS=)
amibol kovetkezik, hogy a PTS e mszisy
Kerillete megegyezik az UTSV torott vonal
hosszival. Mivel az U és V pontok helyzete
fiiggetlen a 7 és S pontok villasztdsitdl, ezért
a trtt vonal hossza akkor lesz a legkisebb, amikor T és S illeszkedik az UV szakaszra.
Az eddigi gondolatmenctiink alapjdn konnyen szerkeszthetd a minimélis keriletd beirt
POR hiromszog, hiszen annak Q és R esicsaitaz U és V pontokat dsszekdtd szakasz metszi ki
a hiromszdg megfeleld oldalaibol. A POR hiromszig keriilete természetesen megegyezik
az UV szakasz hosszdval.

b) Afeladat kérdése arra vonatkozik, hogy mi-
keént kell az AB oldal P pontjdt megvdl
tani, ha azt akarjuk, hogy a kapott POR
hdromszog kerilete, azaz az UV szakasz
hossza a lehetd legkisebb legyen. Mivel
atikrozés megtartja a szogek nagysdgdt,
ezért az dbrin azonos médon jelolt szogek
egyenldk. Mivel a tiikrozés a tivolsigot is
megtartja, ezért CU = CV = CP. Eszerint
az UVC hiromszog a P pont tetszoleges

, majd tik- - S
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vélasztsa mellett egyenld szdrd haromszog, amelyben a szdrak dltal bezdrt szog 2-(ct+ ).
ahol o+ 3 az ABC haromszog C csticsndl e szogét jeloli.
Az ilyen hiromszogek UV alapja pantoss akkor minimdlis, amikor a hiromszog szdra, vagyis
a CU szakasz, a lehetd legkisebb. A CU = CP szakasz pedig akkor a legkisebb, amikor P
az ABC hiromszog C csiicsbol induld talppontja. G
egy nem tdl bonyolult ki hogy o it
Koziil a talpponti hiromszog keriilete a Iehets Iegkl<ehb

¢ HA az ABC hiromszgben a C csicsndl 7

lerékszog van, akkor UCV< = 180°, ami azt =

Jclcml hogya C pont lleszkedik az UV sza-

kaszra. Ebben az esetben tehdt UV nem

bels6 pontokban metszi a hdromszog AC

& BC oldalait, fgy nem létezik minimélis

Keriiletd beirt haromszog sem.

Hasonl6 a helyzet tompaszogd hdromszog esetén is; ekkor az UV szakasz egydltaldn nem

metszi a héromszog oldalait.

a) Az ABCD téglalapba az aldbbi dbra szerint befrtuk a PORS
négysatget. Feladutunk 3 leglisebt kerltS négysass
ése. A tovébbiakban ,kiteritjik” a beirt négyszog
Oldlaitezy ort vonalba Tikrdzziik a églalapot a beit sok-
szidggel egyiitt az AB egyenesre, az fgy kapot tikirképeket
1 indexszel littuk el. Toviibbi két tiikrizéssel (az dbrdn a k-
adik tiikrozés utdn kapott pontok  indexet kaptak) sikeriil
Kiteriteni a PORS négyszog oldalait; a négyszog kerilete
megegyezik az SPQ,R,S; orott vonal hosszaval. Ennek
hossza akkor minimilis, amikor szakassz fajul, ami azt jelenti,
hogy a minimilis keriletd beirt négyszg kerilete egyenl
az §8y szakasz hosszdval

Az 85y szakasz hossza szl fige az § pont vilaszisitol

végiggondolhatjuk, hogy I 82D, = S3D,., tovibbd SD és slnj pirhuzamosak,
amibol kovetkezik, hogy a D:sxn. nényszo" araelogramma, gy az S, szakasz hossza meg:
egyezik a DD, szakasz hosszéval, ami viszont épp az eredeti téglalap dtlGjdnak kétszerese.
Ezzel igazoltuk, hogy a P pontot csicsként tartalmazo,
a téglalapba beirt négyszogek keriiletének minimuma épp a
églalap dtlGjénak ketszerese, ami valdban fiiggetiena P pont
helyzetétdl.
b) Até inak ismeretében Pita ételével az dlora
35 m adddik, ezért a telek elkeritéséhez 70 m kerités sziikséges.
¢) Az eldz6ek alapjin mir nem tilsdgosan nehéz a minimilis
Keriiletd befrt négyszog szerkesztése. Hizzunk a DD, sza-
Kasszal pérhuzamost a P ponton dt. Ez a DyA; szakaszbol
metszi a minimilis keriletd beirt PORS négyszog § pont-
jdnak $; harmadik tiikirképét, a €D, szakaszb6l kimetszi
az R pont Ry msodik tikirképét, mig a BC, szakaszbol
Kimetszia Q pont O elsd tikorképét. Ezdltal a PORS négy-
szog szerkeszthetd.




A tiikro:
ezértaz cmlllcu vakwok tiikorképei is, igy
péld: 16 AQ, CQ, CP, BP
szakaszok mmdegy\k: a korillirt kor suga-
rival egyenl hossz. Ekkor viszont az AOCQ
s BOCP négyszisgek rombuszok, ezért szem-
Kozt oldalaik pérhuzamosak egyméssal, azaz
€Q pithuzamos 0A-val, CP pihuzamos
OB-vel, amibol kovetke: 'k. hogy QCPX = ADB4. Eddigi eredményeink alapiin » 0PC
és ABO hiromszigek eg; é zért QP = AB. Hasonlo
condolaimenctel Lithagulbe. hogy a POR hiromszbg minde oldls cayents a7 ABC hrom.
szog egy-egy oldaldval, ezért a két hiromszog valGban egybevigd egymissal.
Az a) feladatban lttuk, hogy a QPC és ABO hiromszigek egybevéigdak, tovabba két-két
oldalk pichuzamos,amib6l Kbvetezi, hogy harmai oldlaik, sz OP és AB is pihuaa:
mos egymissal. Ugy v R és CB is pirhuzamos egyméssal. Mivel
200 egyenn merdleges az AC egyenesre, lgy mcmlege~n PR egyenesre s, fzy a QO egyenes.
a PR hiromszig 0 pedig felhaszndlva
2 ABC hiromerig serkesstésinek a lpsci  KinetkesoK Ioheinek, Megszerkeseiik a POR
hdromszog O magassdgpontjdt. Ezutdn megszerkesztjik az 0Q, OR, OP szakaszok felez6-
merdlozescit, A megszerk sttt egyenesck egyben az ABC hiromsziig oldalegyenesei is.
ezértaz ABC hiromszig dr konnyen szerkeszthetok.

Kozéppontos tiikrozés — megoldasok

T8 A tiikorképek az egyes esetekben:

a) A(=3;-1), B'(2;-5), C'(4;
b) A(=3;7), B'(2:3), C'(4; 10);
¢) A(=1; 1), B'( ), C'(6: 4);

d) A(1;-3), B(6:-7), C'(8: 0%,
), B(0;-9), C'(2;-2)
1 13), B(0;9), C'(216).
iromszog egyesitése paralelogrammt hatiroz meg, mert a kapott négyszog kdzéppontosan
szimmetrikus.

G0 A két trapéz egyesitése paralelogrammit hatdroz meg, mert a kapott négyszdg kizéppontosan
szimmetrikus.

) Haaz ABCD négyszog BC oldalinak F felezSpontidra tiikroziink,
akkor a szokisos jelolések mellett az ABDACD hatszog szogei
@ B+ 7, 6. . B+ 7. 5. Akdréppontos tikrizés sorin a szakasz
és titkorke; al, ezért a kapott hatszig
szemkozti oldalai valGban pérhuzamosak.
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[1509]

[1510]

[15:2]

[1613]

Ha a két szakasz nem esik egy egyenesbe, akkor végpontjaik egy
paralelogramma csicsait alkotjak. Ebben a
2 6k metszéspontjdra vonatkozo tikrizés a szakaszokat cgy-
md\hA visi
Ha a két szakasz (AB és tiikorképe AB') végpontjai egy egye-
eszkednek, akkor nem feszitenek ki paralelogrammit, de

kozéppontja ebben az esetben is az AA' és a BB
szakaszok kozos felezGpontja.

Anegyedik tiikrzés utdn visszajutunk a kiinduldsul vett pontba.
Haa P pontbdl indulunk ki, és a tiikrozések eredményét rendre
Py, Py, Py és P, jeldli, akkor ugyanis AB kizépvonal a PP,P,
hiromszigben, amibGl kovetkezik, hogy PP; pérhuzamos AB-
vel és hosszaaz AB hosszfnak kétszerese. Ugyanigy DC kiszép-
vonal a P,P>P; hiromszogben, amib6l adédik, hogy PP, pér-
huzamos DC-vel és hosszaa DC hosszinak kétszerese. Mivel

i illetve
egyenld hossziak, fgy ugyanez érvényes PPy-re és PyPy-re is. -
Ez azonban csak gy lehetséges, ha P = Py,

dtékban Barnabdsnak van nyerd straté; Ehhez a kivetkezé szabdly szerint érdemes
{ftszania: z els§ pénsérmet dgy kell elhelyeanie, hogy inépponia egybeessen az asztal
‘més dolga, csak ha Andrs rakot, & a
ontjra vnnn(knm képe e
Iczutolira Shelyézci pénsérmével, Ekkor a Siker garantt, ha ugyanis Andris tud més rakns,
akkor ez Barnabsnak is biztosan sikeriilni fog.

A2 0 pont e lete i vonthcat meleges vtz b
T-vel, illetve T-vel jeloltik. A feliételek szerint OT
Vizsgdljuk az O pontra vonatkoz6 kizéppontos krorenn tlaj-
donsdgait. A T pont képe 7", tovibbd az ¢ egyenes képe olyan
cgyencs, amely dtmegy a T ponton és pirhuzamos e-vel. Ez az
egyenes csakis az f egyenes lehet. Mivel a tiikrozés O kozép-
ponta illeszkedik a PQ egyenesre. ezérta P pont képe lleszkedik x
a PQ egyeneste, tovibbii lleszkedik az e egyenes f képére is, ezért

esakis a két cgyenes Q metszéspontja ehet. Pont és képe ugyan-  — 75—~
olyan tivolsigra van a tikrozés kozéppontjdtol, ezért OP = 0Q. &l !

o R A

Mindhdrom négyszog tengelyesen szimmetrikus a négyszog egyik dtiGjanak egyenesére, ezért
indhirom négysat deltoid. A Kiokpen keletkeat ndgysuig a négyzet eakpponji vonatkost
5 i Mivel dl6i

rombu

Az O pontra vonatkoz kozéppontos tikrizés sordn az A pont
képe C. a D pont képe pedig B. Az 1612. feladat eredménye
apidn OP = 0Q, ezérta P és Q pontok egymds tiikorképe




@B

[1615]
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A szerkesztés 1épései:
1. Az adott szbg O esticsit tikrozziik az adott P pontra; a kor- A

képet O%-vel jeloltiik. G
2. Az 0" ponton dt pérhuzamosokat szerkesztiink a szg szi-

raival.

. Apémuzamosok & & mcg'elelo suogszirak A és B metszés- 0 g

pontjainak szerkesz

4. Az AB egyenes m.kemm Az egyenes a kivént tulajdons:
az OBO'A négyszog paralelogramma, ezért dGi felezik egym:

A szerkesztés 1épései:
+ Azadot P ponton it a megfelld ssogsziml amelyiketa -
kesztendG egyenes a P-t6l mérve tavolabb metsz) pérhuza-
most szerkesziink.

2. A pirhuzamos és a misik sz
Kesztése.

3. Az O ponton keresztil pérhuzamost szerkesztiink a PO sza- o
kasszal.

zir O metszéspontidnak szer-

4. A szerkesztett pérhuzamos misik szogszdrmal valé B metszéspontjdnak szerkesziése.
5. A PB egyenes szerkeszté: fgi lesz, hiszen a szerkesztés menete
alapjdn az OBO'P négyszg paralclogramma, amclyb\.n az 6k felezik egymést.

a) lgaz b) lgaz. ¢) Hamis.
d) Hami ¢) Hamis. ) Igaz.
i) Igaz.
1 Igaz.
m) Hamis. 0) Igaz.
Jeloljik a két kort k-val és c-vel, és tegyiik fel, hogy az egyik

metszéspontjukon (4) dtmend egyenes az A-t61 kiilonbozo P és
pontokban metszi a két kort (Id. dbra), valamint AP = AQ.
Bkorse A ponr vonaost Wafppaics oo s P oriot
a0 po akaszt pedig az AQ szakaszba viszi dt.
Eza megalla lehetdséget ad a Q pont egyszei
tésére; a O pontot a k kor A pontra vonatkoz6 & tiikorképe
metszi kia ¢ korbol. A P pontot megkaphatjuk, haa Q pontot
titkrozziik az A pontra.
Mivelaz g lapot AQ és AP szakaok gy exyenesbe cne. &
tivolsiigtart6 tulajdonsiiga miatt hosszuk megegyer
=y PQ egyenes megfelel a feladat minden feltételénck.
A feltételekbol kovetke: a K kir ket pontban metszi a c kirt, amelyek Kozl az ceyik
természetesen az A pont. EbbGl ad6ddan a Q pont és igy a P pont is egyértelmien szerkeszt-
hetd,

Ujabb megoldiist kapunk, ha a két kor misik metszéspontjdra tiikroziink.
Veayik vég ésate, bogy a két metsdsponton fmend sz nyilvinvaldan megflel a fliée-
leknek, ezért a feladatnak hirom megoldis
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A koncentrikus korok koziil a belsot k-val, a kiilsdt c-vel, a kisebb
kor rogzitett pontjdt P-vel jeloltiik az dbrén, Tegyik fel, hogy az
¢ egyenes a ¢ kort A-ban s B-ben, a k kort P-ben és Q-ban
‘metszi az dbrdnak megfelelden, tovibbd AP = PQ = OB

Ekkor a P pontra vonatkoz kszéppontos tikrizés sordn a Q
pont az A pontba keriil, fgy a k kor képe olyan &’ kor, amelynek
a ¢ komel vald egyik metszéspontja éppen A. Megdllapitdsunk
cayben st ad az A pom serkestenire s Az A s P poniok
ismeretében az ¢ egyenes mir szerkeszthets. Nem kell aggéd-
nunk amiatt sem, hogy esetleg OB nem lenne egyenl AP-vel,
Ugyanis ha AP = PO, akkor AP = QB is teliesil, amihez cle-
zends hogy a PQ szakasz (az dbrin 1 jeloli) vonatkoz6
tengelyes tiikrozés sordn a P pont képe Q. az A pont képe B, ezért AP = OB valoban fenndll
A szerkeszthedség feltétele, hogy a & Kor és a ¢ kor metssze egymist. Al fiiggden, hogy a két
kormek hny metszéspontja van, a megoldiisok szima 0, 1 vagy 2 lehet. A két kor nem metszi
caymést ha o ¢ Kor sugara nagyobb, mint 3 k kor sugarink hdmlnvomsa egy metszéspont
és iy egy megoldis adddik, ha ¢ kir 16 a k Kor sugardnak mig mds
esetekben két megoldist kapunk.

Afeltételek szerint az ABC hiromszi
illeszkedik az ¢ egyenc\lc. tovibbd F; az AC
oldal felezGpontja, gy a C esies illeszkedik
az ¢ egyenes F; pontra vonatkozé ¢ tiikor-
képére. Hasonloan; mivel a B csiics illeszkedik
ak korre, valamint /3 a BC oldal felezopontja,
igy @ C osiics illestkedi 5
vonatkozé K tiikirk
metsadsponta eszerint éppahiromsaig C csi-
cobal zonos. A bidnyat A, v B cpicsx
mcgkAmuk m a C pontot tiikrd:
illetve 3 pontra. A fent viizolt ekesiés «.rodmcl\yéL valamint a megolddsul kapott AB,C
és AxB,C, hiromszogeket az dbrn lithatjuk.

A szerkeszthetdség feltétele, hogy az ¢ egyenes metssze a & kort. A metszéspontok szimétol
fiiggden a feladatnak 0, 1 vagy 2 megoldsa lehet.

Feladatunk olyan ABCD paralelogramma szer-
kesziése, amelynek kozéppontja O, tovibbi
Ack,Beky, Cekyés

A szerkesztends puralelogramma szimmetrikus

sa
2 C pomt e két kor metsuéspontjaként ket
het6. Az A pontot megkapjuk. ha a C pontot
kozéppontosan titkrozziik az O pontra. A para-
lelogramma B és D csticsainak szerkesziése
ezzel anal6g médon riénhet, csak a k és
rokkel kell dolgoznunk.
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A szerkeszthetGség feltételei, hogy a ki és a ks, valamint a k3 és a k, korok egyardnt metsszék
gymdst.Ha az emlfet kot kil valamelyic kenek ines metsdspont, akkor a Eeladanak
0 megoldisa van. A tovibbi estekben a megoldsok szima a metszéspontok szimdtdl fiigg. Ennek
creimében a feladaink Ichet 1. 2, 4. esetleg végtelen sok megoldmd Ez uébbi eset akkor
Kovetkezik be, ha kj kora k; korrel, vagy a &3 kora ky korrel esik egybe.

0FD Jeloljiik a szog szirait e-vel és f-fel, az adott
pontot O-val. Ha az ABCD négyzet A csicsa
illeszkedik az ¢ szogszima, valamint C csdcsa
illeszkedik az f szogszdrra (1d. dbra), akkor
az A pont O pontra vonatkozd tikrképe, mely
éppa C pont illeszkedik az ¢ szogszir O pontra
vonatkoz6 tiikorképére.
Enckalopiina seskests s a kiverkentk
lehetnek:
1. Kozéppontosan tikrozzik az e szogszirat
az O pontra; igy kapjuk ¢t
. Az € félegyenes G az [ szogszir metszés-
pontjinak szerkesziése; a metszéspont C.
3. A C pont O pontra vonatkoz6 tikrozése;
atikorkép A

N

4. Az AC szakaszfelezG merGlegesének szerkesztése: a kapott egyenes g.

5. Az O kozéppontal, OC sugdrral rajzolt ki szerkesziése.

6. A g egyenes és a szerkesztett éspontjais ése a keletkez6
BésD.

Afeladatnak konvex sz6g esetén minden esetben egyetlen megoldiisa van.

[i62:] frakbl lemetszett hi ilete akkor a legkisebb,
ha az adott pont felezi a metszG egyenesnek a szog szdrai kozé
es6 szakaszit. Jeloljiik a szogszdrakat e-vel s -fel, az adott
pontot P-vel, tovibbi g-vel azt az 2 cpyenest amely dtmegy
a P ponton és a szogszirak kizé e: pont meg-
feerl Ha a8 egyencs az ¢ satgsedral e f stogszirat
F-ben mets: F (1d. dbra). Megmutatjuk. hogy
ha egy g- Inl k 526 egy:n:\ dtmegy a P ponton, tovébbi
aszogszirakat K-ban és L-ben metszi, akkor az OKL hirom-
szbg teriilete nagyobb, mint az OEF hiromszog teriilete. Mivel

& PL semmiképpen nem egyenld, ezért feltchet
PK>PL.
Tiikrzziik a PLF hiromszoget a P pontra. A tiikrbzés sor:
a P pont helyben marad, az F pont képe E, mivel Pl
az L pontképe pedig a PK szakasz cey belsS L pontja. Az EL és FLszakaszok pirhuzamosak
a kizéppontos Liikrozés tulajdonsdgai alapjdn. Jeloljiik a PLF és PLE hiromszogek kozos
teriiletét r-vel. Ekkor

"3 5

Tor gpL 1< Topp + 1+ Tgpx = Togr.
amit éppen bizonyitani akarunk, Ar £ 6 F pontok, valamint a ¢ egyenes az 1622. feladatban
ismertetett médon szerkeszthetdk. Az ot alkalmazott jelolésekkel az EF szakasz egybeesik
az ABCD négyzet AC 4l
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@D Jelolje O az ABCD paralelogramméba fit EFGH paralelogramma
kozéppontjdt (Id. dbra). Ekkor az O pontra vonatkoz6 tikrozés

az E pontot a G pontba, az AB szakaszt vele pirhuzamos sza-
Kaszba viszi dt, hiszen a szakasz és tiikor képe pdrhuzamos
egymissal. Mivel azonban a G pont illeszkedik CD szakaszra,

iay az O pontra vonatkozo kzéppontos tikrizés az AB szakasat
csakis a CD egyenesre képezheti. Ez azonban csak tigy lehet-
séges, ha az O pont egyenl tavolsigra van az ABCD paralelogramma AB és CD oldalaitol,
amibol kvetkezik, hogy O illeszkedik az AB ésa CD egyenesck kozéppérhuzamosira. Hasonloan
igazolhatjuk, hogy O az AD ésa BC egyenesek kiszéppirhuzamosira i illeszkedik, igy O valdban
megegyezik az ABCD paralelogramma kozéppontjaval.

a) Tekintsiik az dbrdn lithat6 A A,A:4,A; ot
satget, melynek oldlflezS pong I, P
F, Fy, Fs, valamint a sik egy tetszoleges
P, pontjdt. Tiikrzzik a P,A, szakaszt elgbb
az Fy, majd a kapot wkorképet a F pontra,
s fy tovibb. Az iedk tatods wtin oy

1 szakaszhoz jutunk (A, = Ag).
A it tulajdonsigai alapjin bérmely
(i) szmpiirra (1 <7, j<6) a PA, és PA;
szakaszok pérhuzamosak és egyenls hosz
ok, tovibbi minden 1e PAGS Py iy
(157<5) cllentétes irinydak. Az clmon-
dottakbol kivetkezik, hogy a PPy szakasz-
nak A, a felezpontja.
Afenti észrevételek alapjdn az dtszog kinnyen szerkeszthets. Titkrozziik a sik egy tetszleges
Py pontjit rendre az £, ... Fs pontokra; igy kapjuk a Fy pontot. A Py szakasz A, felezo-
pongét tukrozzik az , pontra, fgy kapjuk At. Tukstzatk Aq-t az Fy pontra; igy kapjuk
az Ay pontot, és igy tovibb.
Afeladatak minden esetben egyértelmi megolddsa van, bir elfordulhat, hogy a kapott dtszog
hurkolt vagy elfajuld. A feladat fent vizolt megolddsa minden pératlan n-re dltalinosithato.
b) Ha n piros, gy a PA, és P, A, szakaszok tovibbra is pirhuzamosak és egyenldk, csak
czittal megegyez irnytak. Ebbol kovetkezoen a Py és P, pontok egybeesnck, igy cbben
az esetben a feladat hatdrozatlan.

) Jelikan e Kbdpponi O-vel . P, Oyon sk
eszteniink a P ponton dt, amelynek a korrel valé

e |||clszc<ponlja (az dbrén ) felezi a hosszabb szelG-
akaszt, azaz PB-t. Természetesen ekkor az A pontra vonat-
koz6 kozéppontos tiikrdzés a P pontot a B pontba viszi dt,
csak kisebb kellemetlenséget okoz, hogy az A pont helyét
o ismerjk. Ha viszont gy pillanatr fehéielszik, hogy
az A mert, és a Kerekerddt tiikrozziik az A pontra,
akkor eredményil olyan 0" kizépponta kot kapunk, amely-
nek sugara 6 km, tovibbd tmegy a P ponton, és az A pontban
érinti a Kerekerd6t modellezd krt. Az O” pont ezek szerint
a P pontdl 6, az O ponttsl 12 km tévolsdgra taldlhato,
ya P és O pontok ismeretében megszerkeszthetd. Az O0’szakasz kimetszi Kerekerddbol
akereset szeld A pontjdt, majd a P pont A-ra vonatkoz6 tiikorképe megadja a B pont helyét.
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b) A feladat Iddsa az OPO’ hiromszdg Gségér
alapul. Mivel a hiromszog oldalai OP = 10 km, 00"
0’ '+ O'P > OP, ezért az O kbzépponti
12 km sugard, valamint a P kozéppontd 6 km sugard ki
ket pontban metszi egymist (az dbrdn 0" és 0”). igy a feladat-
nak két megolddsa van. A két it egymis tikorképe az OP
egyenesre vonatkozdan.

¢) A feladatnak x <6 esetén nines megolddsa, hiszen ebben
az esetben a falu a Kerekerdd belscjében vagy hatirdn
elyezkedik el Ha 6 < < 18, akkor a eladainak két meg-

Z

2 O szakasza.
> I8 esetén nem adodik megnldm

a) Megmutatjuk, hogy a BA' szakasz hossza
pont helyzetétdi fiiggetlenil megegyezik
az AB oldal hosszival
Atiikrozésbol kovetkezben az APCB’ négy-
sz paralelogramma (KGzéppontosan szim-
metrikus az AC oldal F felezdpontjdra vo-
natkozéan), ezért AB’parhuzamos PC-vel,
ovibhi AB = PC. Usyanilyen megfon-
toldshdl paralelogramma a CPBA négyszig
is, ezért BA' parhuzamos PC-vel, tovibba
BA'=PC. AutKapjuk tehit, hogy AB' és BA' ugyanazzal a PC szakasszal pirhuzamos, ezért
a ket szakasz ogymissal is pirhuzamos. Természetesen AB'= BA'= PC s teljsiil. Ekkor
viszont az ABAB’ négyszogben két szemkozti oldal pérhuzamos és ugyanolyan hosszi
fay ABAB" paralelogramma, bl azonnal kovetkeeik, hogy 5 = AB, amit bizonyfani
Kivintunl
Hnmnlonu igazolhat6, hogy AC’ az ABC héromszog CA, és B'C’ a CB oldaldval egyenld
hosszisig
) Aza) fcladdlhdn igazoltuk, hogy az ABAB'
négyszog paralelogramma. Mivel a para-
lelogranna 416 ek egymist, eaée b
az AA és BB’ szakaszok egymis ont-
ban meterik, akkor 4z & pont eybeceik
mindkét szakasz felezGpontjdval.
Termésastesen ugyanigy paraelogramma
az ACAC négyszog AR s CC s

hatjuk: a CC” szakasz az AA’ szakaszt annak
R felezGpontjdban metszi. Ezzel igazoltuk,
hogy az AA, BB’ és CC’ szakaszok valdban
egy pontban, a kozos felezGpontjukban met-
seik egymist
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Haromszdgek, négyszogek néhany nevezetes vonala

(suly s P =
) a) Ahdromszog kozé dnak hossza a végpontjait 6 hosszdnak felé 6.
) A paralelogramma Kozépvonaldnak hossza a végpontjait nem tatalmaze oldal hosszival egyenls.
¢) Atn ak it Bss2ekot6 koze hossza az alapok hosszdnak szim-

tani kiszepével egyenld.
) Az eredeti hiromszog keriilete 28,5 cm.
(D) A vaddsznak Gsszesen 97.5 pere sziikséges az it megtételéhez.

[1531] A hitomsat silyvomla o hiromsadge két olyan hiromsatgre bona, amelyekack egy-cgy
egyezik, valamint az ezekhez tartoz magassiguk is egyenld. EbbGl adoddan a két
hmomvog lcrulcw is egyenld.

{FA Az ABC hiromszog silypontjdt S-sel, az AB oldal felez6pontjat
Ffel, az AF = FB szakasz hosszit c-vel jeloltik. Az el6z6
feladat eredménye alapjdn Tyzc = Type. Ugyanakkor az AFS
és FBS hiromszdgekben egy-egy oldal egyenl6 (AF = FB = ¢),
a hozzdjuk tartozG magassdg pedig kozos (x), ezért teriletiik is
megegyezik, fgy Trs = Typs. Ha cgyenld teriiletd sikidomokbol
egyenl teriiletdieket vesziink el, akkor a visszamarad sikidomok 3
terilete is megegyezik, azaz Ty~ Tyes

s~ Hasonl
teljesiil, amivel a feladat dllitd:

hogy Tyge = Tysp i it igazoltuk.

(8 Megoldis lehet, ha a tortit a kizépvonalak mentén vigjuk fel. Mivel a keletkezs négy torta-
szeletben az oldalak paronként megegyeznek, ezért a teriiletiik is egyenld.
Szintén igazsi jutunk, ha a héromszg cayik oldalit négy egyenls juk,
majd az oszi6pontokat az oldallal szemkiszti csiicsokkal dsszekotjiik. A négy keletkez6 hiroms
cay-eay oldal oayenld hosssisist. a crekhor o ldalakhor tartord magaeshok pecis Kozinek.

gy a hiromszogek teriilete valdban egyenlG.

(D Az ilyen tulajdonsigd pontok a rogzitett oldallal pérhuzamos kozépvonalon taldlhatdk. A kozép-
vonal minden pontja rendelkezik ezzel a tulajdonsiggal.

(8 ) A héromszog szabilyos, fgy minden oldala 120°-os szogben ldtszik a magassdgpontbol.
b) Az idbra jeloléseivel CAB<=60°, CBA%=80° igy ACB-
A CFME négyszogben ismert hirom szog uaaysw, valamint
az E és F esiicsoknil derckszogek vannak, e
FMES = 180°~ 40° = 140",
Mivel az AMB% és FMES cstesszogek, ezért egyenlk,
igy AMB< = 140°, és az AB oldal a magassdgpontb6l 140°-o0s
sabg alt ik, Ugyanilyen gondolatmenetel sdmolhats,
hogy a BC oldal a magassigpontb6l 12005, mig az AC
oldal 100%-0s szog alatt litszik

=40°

> A



[1635]

[1637]

[1630]

ED
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) Ahdromszog ebben az esetben tompaszog(,
ezt magassigponta 2 hiromszsgin kil
taldlhaté, Az ECFM négyszdgbena C c
ndl 100%os, az E és F csticsokndl I‘Jﬂc

sigek vannak, czért EMFS = AMBS = 0°,

2245 olial s magassigponcifl 0"

e sl litszik, MG, valam

az EBA% merSleges e szogpirt alkot,

és mivel mindkeltG hegyesszog, ezért meg-
egyeznck, tehit az AC oldal a magassigpontbdl 20°-os sz alatt litszik. A BC oldal 60°-os
szdgben lithat az M magassdgpontbel

B

Haa BF és CE magassigvonalak 20°-0s szigben
metszik egymdst, és M a hiromszig magassig-
pontja, akkor az AEMF négyszogben # £, vala-
F csiicsokndl 90°-0s, az M csticsndl 160°-0s
szogek vannak. Ebb6l ad6dGan az AB(‘ hérom-
szbg A esticsindl 1616 szog 200

Az ABC hiromszisg BF és CE magassigai két derékszog hirom- ¢
szdget is kialakitanak a hiromszogben: az ABF s ABE hirom-
seisgekben az itfogé kozds, éppen az AB oldallal egyezik meg.

Thalész tételének megforditdsa alapjdn

a derékszogd cscsok,
azaz F és E illeszkednek az AB duérdit Korre. A Kor kozép-
beesik az AB oldal O Ekkor viszont
OF & OF cgy-cgy sugir a kisrben, ezért hosszuk megegyezik. /'A
A o

indul6 magassdgvonal talppontjt P, a C-b6l indul6ét
1 jcloll koraz ADD derékszogi hiromszigben az A csicsndl
0. fgy a D csiicsndl 60°-os szg van. Az EDM hiromszg
I) esticsdndl 16v6 szog szintén 60°-os, hiszen az elobbi szdg cstics
szige. Az AET derékszogi hiromszogben az A csicsndl 30°-os,
ezért az E cstcsndl 6005 szig van. Ezzel beldttuk. hogy
az EDM héromszog két szoge is 60°-0s, és igy a hiromszdg
valgban szabilyos.
Megjegyezzik. hogy amennyiben az ABC héromszog szablyos.
gy az E, D, M pontok egybeesnek, ezért az EDM hiromszog
nem jon ltre. Ha az ABC hiromszg tompaszg, akkor a bizo-
nyitds a hegyesszog( esethez hasonlGan végezhetd el

Afeladtna kit megodsa van-Ha Pt  parelograimit 2 s odallal pituzamosKeatp.
k oldal hossza 13 em. Ha szé 212 cmees oldallal
pihuzamos Kisépvonal menin toriént, akkor pamlelogmmmn sk oldainak hossza 155

s

A paralelogramma keriilete 60 cm.
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{30 A paralelogrammit barmely kizépvonala, illetve birmel. ja két egyenl teriileti részre vigja
szét. Az 1614, feladat eredménye alapdn birmely olyan egyenes, amely dtmegy a paralelogramma
Kizéppontjan, szintén egyenld teriletd részekre bontja a paralelogrammii

(B A trapéz alapjait 2-x, illetve 3-x alakban kereshetjik. A feliételek alapjdn
2.x43-x_

Laia.

A trapéz alapjai tehdt 12 cm, lletve 18 cm hossziak

dgii. A keletkezs két trapéz kozépvonalainak

8 A szdrakat GsszekotS kozépvonal 9 em hosszis
hossza 7 cm, illetve 11 cm.

a) Tegyiik fel, hogy az ABC hiromszog A csticsindl hegyesszog

van. Tikrozziik kozéppontosan a héromsziget az a oldal

F felezopontjéra. Eredményiil az ABAC paralelogrammit

Kapjuk (4. dora). A parallogramma cgyik &g az ABC

a oldaldval, misik dtldja, vagyis az akasz

pedig a7 a oldalho? tartoz6 silyvonalinak v

cgyenl6 hosszisigd. A feliételek szerint az ABC hirom-

satghen 1z 4 cacndl hegyesszog v, amibdl vrkesik,

hogy az A4 mmuugbcn a il tompaszdg van. Ennek beldt

2 cay oldalin Gsszege 180° Az emli-

tett két hfxmmszo“bcn Kéuke oldal egyenl, hisaen sz AB oldal ks bemnil, tovibbd

AC = BA a tiikrozés tulajdonsigai alapjén. A két hiromszdg harmadik olda

valan az a nagyobb, amelyik a tompaszoggel szemkozt van, azaz 2
abizonyitands dllitissal.

b) Afeladat

4 ]

dhoz elegendds

isa az a) feladatban bemutatott bizonyitds értelemszerd valtoztatisd

a) Legyenek a telek esticsai A, B
az AB oldalé F. Tegyik fel tovibbd, hogy AE =24 méter,
0 méter. Ha a két slyvonal metszéspontja S, akkor \

& €, a BC oldal felezdpontja E, a

lévén a sillypont 2: 1 ardnyban oszja fel a silyvonalakat,

a2 Lepli hogy AS< 16, iltee OF < 8 méfcs g I
cs letve SF = 10 méter. A feliételek alapjdn az ACS, 2
o5 s ars hiromszgek mind derékszgtiek, iy azokban DN
rendre alkalmazva Pitagorasz tételét az dtfogokat kiszamol- 4 5 L
hatjuk. Nem til bonyolult szdmolsokkal a megfelel6 kerekitések utdn AC =25.6 méter,
EC=21.5 méter, végill AF = 18,9 méter. A telek oldalai tehiit 25,6 méter, 43 méter, 37.8 méter.
b) Atelek korbekerftéséhez 25,6+ 43 + 37,8 = 1064 méter keritést kell Béla bécsinak vennie.
¢) Sajnos Béla bicsit viratlan meglepetések érhetik, ha a b) feladatban kiszdmolt hosszis
Keritéssel problja korbekeriteni a telkét. Ha ugyanis a szimoldsokat nem egy tizedes pont
sdggal végezziik, akkor lithatjuk, hogy
AC =656 >25,61 m; EC =464 >21,54m; AF =356 > 18,86 m.
A kapott egyenlGtlenségek felhaszndlisival a telek kerilletére egy als6 beeslést kaphatunk:
Kaipe>2561+2-21,54 +2-18,86 = 106,41 méter.
s e, bogy ) fladtban apot 1060 méer b Kere s elegends a b
Keritéshez. Béla biicsi szerencsésebben jrt volna, ha a szimitdsoknl eztttal nem a kerekités
bl Kvete volna, hanem minden épésben fefce ereki. ey elketlhetd a7 a rendkiscl
bosszants helyzet, hogy a visirolt kerités pir centiméterrel rovidebb, mint a telek kerilete.

"
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(B Jelslje az ABC hiromszig oldalainak felezdpontjdt E. F. G, sily-

Tegyi e bogy az ABC hiroratghenaz AE & BF slyvons.
lakra AE = BF = x. Ha .

MEGOLDASOK - 9. EVFOLYAM

vonalait 5, s, 5. az dbranak megfelelden. Tikrizziik az ABC
hdromszoiget, valaminta G pontot az E pontra. A tikriszés sordn
a B é A pontok helyet cserélnek”, a C pont képe C, tovabbd
a G pontképe a BC' szakasz G felez6pontja. Az elmondottak-
b6l adédéan a BG = s, silyvonal az AG® szakaszba megy dt.

Atovibbiakban megmutatjuk, hogy a CEG'F négyszog parale-
logramma. A kizéppontos tikiizés megtartja a szakaszok
hossat, ex6t HG =G tovdbid (ennésacisen £ G, G' ey
egyenesre illeszkednek. Mivel E BC héromszog egyik
Kozépvonala, ezért pirhuzamos a mcgfclclé oldallal, azaz BC-
vel, tovibbd EG hossza BC hosszinak fele, azaz EG = CF.
Ezek szerint EG’ és CF is megegyezik EG-vel, amibdl persze
azonnal Kovetkerik, hogy EG'= CF. Termésetesen CF nemesak
EG-vel. hanem a tartalmazd egyenesével is. igy EG™vel
parhuzamos. Ezzel bebizonyitottuk, hogy a CEG'F négys:
valamint pérhuzamos, ezért valban De ha
a mésik két oldala is pérhuzamos és egyenlG, igy G'F = CE
Tekinisik végil az AG'F hiromszoget. A hiromszig oldalai: A
szépen mutatja, hogy a haromszog s valGban lehet

jgben két szemkizti oldal egyenls,
é akkor

. Ha $ a hiromszg silypontja, akkor § mind-
két wlyvnn‘.\lal 2:1 arnyban osztja fel, ezért:

AS=BS

amibol azt kapjuk, hogy az ABS  hiromszbg egyenl6 szirs.
Az egyenl§ szdri mszogekben az alapon fekvs szogek
megegyeznck, fzy SABS = SBA%. Ekkor az ABE és BAF hirom-
szogekben két-két oldal, valamint az dltaluk bezdrt szog meg-
egyezik, ezért a két hiromszog egybevigd, amibGl persze
Kovetkezik, hogy AF = BE. Vegyiik figyelembe, hogy E és F oldalfelezs pontok, ezért AC = BC,
azaz az ABC hiromszog is egyenld szdri. Azt kaptuk tehdt, hogy ha egy hdromszogben két sily-
vonal egyenls hossziisgu, akkor a hiromszog egyenl§ szdrd.

Az imenti megdllapidsh6l azonnal Kovetkezk, hogy h egy hitomszog mindhdrom sclyvonala
ugyanakkora, akkor a hiromszig bérmely két oldala megegyezi a hfromszég valGban
szabilyos. Tehit csak a szabilyos hiromszogben egyezik meg a hnmm silyvonal hossza.

Tegyiik fel, hogy az ABC hiromszogben az AQ és BT magas- 7
sagokra AQ = BT = x. Ekkor az ABQ ¢s BAT hiromszogek

derékszogiiek. igy benniik két-két oldal, valamint a nagyobbal
szemkozti szog megegyezik. A két hiromszisg tehdt egybevigo,
ezért a megfelel befogdikkal szemkozti hegyesszogeik is
egyenldk, azaz TABS = QBAS.

Megillapitdsunkb6l azonnal adédik, hogy az ABC héromszig
AB oldalin fekvs szigei eayenlGk, ezért az ABC hiromszog

az oldalak is megegyeznek, amelyekhez a magassdgok tartoznak.
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EbbGl persze az is kivetkezik, hogy ha mindhdrom magassdg egyenl, akkor mindhdrom oldal is
megegyezik, azaz a hiromszog szabdlyos. Tehdt csak a szabdlyos hiromszogekben egyezik meg
a hdrom magassiig hossz:

D Ha az ABC hiromszogben a beirt kor O kozéppontja egyben
silypont is, akkor az AQ szogfelezs a BC oldalt az E felezo-
pontban metszi (Id. dbra), azaz BE = CE. Allitsunk merdlegest
2 E ponbdlaz AB .z AC odalkis, a alppontolat el
E-gyel, illetve Ey-vel. Mivel az E pont az 6l indul6
szogfelezs egy polltjd ezért a szogszirakiol egyenla tdvolsigra

van, azaz EE, . Ekkor viszont az EE,B 6 EE,C derck-
52051 hiromszogekben két-két oldal megegyezik, ozért pl.
Pitagorasz tételének alkalmazdsdval beldthat6, hogy a harmadik
oldalak is megegyeznek, azaz BE, =

Ugyanezzel a gondolatmenettel belthat, hogy AE, = AE is teljesiil. Eredményeinket dssz
fogllva s kapiok hogy 4 AC, azaz a2 ABC hiromszog cgyenls

EGYBEVAGOSAGI TRANSZFORMACIOK

kkorart Kaprink. hogy AB — BC
sziog szabilyos.

D a) Jelvljiik a B és A csiicsokhoz tartoz6 magassdgvonalak talp-
pontjait P-vel és Q val. Mivel az F pontra vonatkoz6 tikro-
265 sordn az MBAS képe az MABS., ezért MBAS = MABS.
Az AM'BC négyszog A csticsindl 16vG
MACS = a+ MABS = o+ MBA% = 90°,
hiszen az utols6 egyenl6ség bal oldaldn 4116 szogek az ABP
derékszogil hiromszig hegyesszigei. Hasonlé gondolat-
menettel mutathat meg. hogy a B csticsndl 16v6 szg szintén
derékszog
b) Az a) feladat eredményél uky is megfogalmazhatjuk. hogy
ind a B pontbdl 90°-0s szog
ik, Thaléss wlel:nck mc-vtmduma alapjdn ezért A és B rajta vana CM” szakaszon,
mint dtmérG fG1é emelt krin. Ebbdl azonnal kivetkezik, hogy az M pontaz ABC hiromszog
Koré frt koron tallhatd

" ami el6z5 eredmennycl ceyiitt mutatia, h«»gy az ABC hirom-

(0 Hiizzuk meg az ABCD trapéz szirainak felezGpontjdt dsszekits
EF kozépvonaldt az dbranak megfelelden. Tegyiik fel, hogy
akozépvonal az dtldkat a P és O pontokban metszi. A trapéz
szdrakat Gsszekot6 kozépvonala pérhuzamos az alapokkal, ezért
elegendd igazolnunk, hogy P az AC, Q a BD 46 felezGpontja.
Milagoncin & peizamis s D shoppal € £ 82740 ol
felezSpontja, ezért EP stiikségképpen a CDA hiromszg CD-
vel pérhuzamos kozépvonala, igy P az AC szakasz felezGpontja.
Hasonléan igazolhatd, hogy Q a BD étlé felezGpontja.
Kiszimitjuk a PQ hosszt. A trapéz & ko dra EF # tovibbia CDA

é CDB hiromszigek EP és QF kizépvonalaira EP = QF
szdmolhat6, hiszen

Innen PQ hossza mir konnyen

PQ:EL(EHQF):%
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a) Az ABCD konvex négyszog oldalfelezd pm\lel az dbra jelolé-

seinek megfelelden legyenck P, Q, R, S
Az SR szakasz kozépvonala az ACD héromszognek, ezért
SR parhuzamos AC-vel, és hossza AC hosszénak fele. Ha
lan; PO sakass ifponal 2 ACE hiromsaghen, o

PQ is pirhuzamos AC-vel, és PQ hossza is AC hosszdnak

fele. Mivel SR és PQ ugyanazzal a =7akn\val pérhuzamosak,
czért SR és PQ pirhuzamosak, Gs nyilvin hosszuk is meg-
egyezik. Azt kaptuk tehit, hogy a PORS négyszogben
aszemkozti oldalak pirhuzamosak és egyenldk, ezért anégy-
szog vagyis valdban szim-
metrikus.
Hasonld dllitds érvényes konkav négyszogekben is. A bizo-
nyitds ugyaniigy végezhetd, mint a konvex esetben

b) Az ABCD négyszog kizépvonalai a PQRS paralelogramma
i, amelyeke Kezismens, hogy felezik egymist. Eatrn
anégyszig kozépvonalai s felezik egym:

@) A PS szakasz Kiéponal az ADB hiromszigben,illetve a OR
szakasz kozépvonal az ADC hdromszogben, ezért mind PS,
mind QR péthuzamos a2 AD oldalll, osszok pei 1z AD
oldal hosszénak fele, azaz 4 cm. Hasonléan Iithatjuk be,
hogy PQ és SR pmrhuh\mu\A BC nld.\llnl hosszuk a BC oldal
hossznak fele, azaz 5 cm.

Az elmondottakbdl kovetkezik, hogy a PORS négyszisg para-
lelogramma.

b) A PORS négyszisg kerii

) Az 1652. feladat eredményei alapjdn tudjuk, hogy a négyszog kozépvonalai felezik egymést,
czértaz ABCD négyszig kozépvonalainak metszéspontja éppen a PR kozépvonal O felezs-
pontja. Mésrészt a PORS paralelogramma dtIGi is felezik egymist, ezért az O pont egyben
¢ paralelogramma dtiGinak a metszéspontja is.

Az 1652. feladat alapjan a PORS négyszog paralelogramma,
amelynek oldali feleakkordk, mint az ABCD négyszog meg-
felelG 4tl6i. Mivel a \ummelnkm trapézban az dtidk egyenl
hossziak, ezért a PQRS paralelogramma old: renldk,

I
P 1 gy ‘ \
PORS rombusz. A négy pont akkor alkot négyzetet, 5I Iﬂ
4 ¥ s

haaz ABCD trapéz i merSlegesck egymista.

Tegyiik fel. hogy az ABC hfromszogben a C csiicsbdl indulé CT magassdg, valamint a CF
silyvonal a C esiiesndl I6vG szoget harom egyenld részre osztja. A CT szakasz az AFC hrom-
szogben is magassdg, rdaddsul megfelezi az ACF-et, ezért a hdromn:ég ceyenls sziri, fey
az AF alaphoz tartozd magassdga megfelezi az alapot is, azaz AT = vel F az AB szaka
felezGpontja, ezért FB =2

Tiikszziik a TBC hiromsziget a TB egyenesre: a C pont képét jeldljiik C-vel. A C'CB hiromszig
nyilvénvaléan egyenld szrG (CB = C'B), igy BT a hiromszog egy silyvonala és szogfelezdje is
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egyben. Vegyiik észre, hogy az F pont a BT silyvonalat éppen
2:1 annyban osata s cscstol seimiv), amibel kvekezik
hogy F romszog silypontial Mivel a CF silyvonal
16v6 sziget meglelezi, ezért CF szintén s
fclcmjc a hdromszognek.

zefoglalva; a C'CB hiromszogben F silypont és a szog-
felezok metszéspontja, azaz a beirt kor kozéppontja is egyben.
Az 1649. feladat dlitdsa alapgin a C'CB hiromszog szabilyos,
a adédik. Az ABC hiromszosg szogei
mar kinnyen szmolhatk: 60°, 90°, 30°.

=25
ﬁ

Tikrozzik az ABC a BC oldal F felezd
Akapott hfromszg az eredetivel egyiit az ABAC paralelog-
rammiit alkotja, amelynek oldalai b és c, dtl6i AA'=2-5,, BC=a
(1d. bra)
A Hdromszigek, négyszogek, sokszogek cim fejezet 1355. fel-
adatdban igazoltuk, hogy a paralelogramma dtldinak négyzet-
Gsszege egyenld oldalainak négyzetosszegével,
Alkalmazva ezt a tételt az ABAC paralelogmmma'm‘ azt kapjuk, hogy
@+ 252220 + ),
amib6l az a oldalhoz tartoz silyvonal négyzetét kifejezve adddik, hogy
2-(pP+cH-a®
4
Ehhez hasonlan a hiromszig mésik két oldaldnak silyvonaldra felirhatjuk. hogy
=2 @+cH-b?
4

£ 8

é

amit éppen bizonyitani kellett.

a) Az 1636, feladatban kifejeztik a hiromszog silyvonalait az oldalak segitségével. Az ott
bebizonyitott sszefiiggéscket felhaszndlva:

S+si=5-

2P+ -a 2:(@+H-b o 2@Hb)-c
4 4
Mindkeét oldalt 4-gyel megszorozva, majd a miveleteket elvégezve azt kapjuk, hogy
@4bP44-2=10-a7+10-H> =5
9-a>+9-b%

Atalakitdsaink ekvivalensek voltak, igy Pitagorasz tétele alapjn a stlyvonalakra vonatkozo
feltétel valoban akkor és csak akkor teljesill, ha a héromszog derékszoga.
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b) Az ABC hiromszog s, s s, silyvonalai pontosan akkor merd-
legesek egymisra, ha az ASB derckszogd hiromszog oldalai
eleget tesznek a Pitagorasz-tétel feliételének, azaz

2 . Vol2. ¥ .
I Y -
3 3
Mindket ol 9-cel megszorozya, majd a silyvonalak néy- g G
zete helyett az 1636. feladatban bizonyitott
beirva azt kapjuk, hogy X
2B+ ) -a?+2- (P + )= b2 =92
Az egynemi tagok tsszevondsa utdn adodik, hogy
a4 b=
Atalakitdsaink ckvivalensek voltak, gy a feladat dllitdsdt
igazoltuk.

5.2

@ ) A O pontot tartalmazé kozépvonal misik
végpontjdt P, a Q pontra vonatkozo tiik
Képét P, a PQ kozépvonal hosszit  jeloli
az dbrdn. A keletkezG ABDACD hatszog
szirmaztatisibol ereden kszéppontosan
szimmetrikus és kizéppontja a Q pont.
A ktaéppentor ioists o ralicat e
géval parhuzamos s 1, ezért
a hatszog szemkozti G!dalm huzamosak, a
tavolsdgtarto twlajdonsdg miatt pedig egy-

missal egyenld hossziak.

b) Tekintsiik a PPAD négyszoget. A négyszog PD és PA oldalai pérhuzamosak, és mindkettd
Ieleakcors mint ez ARGD) négytad AD ol lncndonalbel alidians PRATY ndgy-
$204 1t PP’ és DA i alamint ‘hosszisaga.
Mivel a Kizéppontos tlkrbzésnél pont, annak képe. valamint a 1Lkeiaés kosépponja c2y
eppenece llesakedrnek coéra PP”egyenes ralmazza a @ ponto, amibl ivetkezik hogy

PQ =2k, igy végiil DA'=2-k is iil. Ugyanilyen gondolatmenettel bebizonyit-

s hog 2.k Eszerint az ABDACD hatszog AD' és DA’ flGja is kétszer olyan hossz,
minta PQ kozépvonal. Megjegyezziik, hogy tobbet mutattunk meg a feladat dllitdsdndl; a két
16 nemesak kétszer olyan hosszd, mint PQ, hanem pirhuzamos is a kézépvonallal.

) Ha ah égeta DAC akkor azt kapjuk, hogy
2K Sasceahol a b ¢ 2 ABCD n sz6pvonalfinak végpontjait nem rimash
oldaainak  hosszdt oSl A Tl cayenidenség mutaa, hogy a PO Kesépvonal hossza
val6ban nem lehet nagyobb a megfelel oldalak szdmtani kozepénél. Megjegyezziik, hogy
Ceyenltids cxctébon  DAC hiromszis czy sakaswd (ol Ez skhkor fordul el b AB, llewve
CD pérhuzamosak, azaz az ABCD négyszog trapéz.

a
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Forgatas — megoldasok

@) o O

d) Mivel 300° , és a 360°-0s forgatds a helybenhagydssal egyenértéki transzformdcié,
ezénta !owalﬁ( szige 607, fey a feladat megoldsa megegyezik a b) feladatéval,
G0 A két hiromszog egyesitése mindkét esetben b
rombuszt alkot, amelynek hegyesszoge 60°-0s.
tompaszoge 120°%0s. Az dbrik az A csiics koriili ¢, o=F ¢
forgatdsok eredményét szemiéltetik
A=A
4=k ] fo=c
13
W7 @) -1980°= 5-(=360°) - 180°, eaérta forgatis .
2 )

stisge ~180°kal helyettesithetd. A szog
téke mutatja, hogy gyakorlatilag az. A csdcsra
vonatkoz6 kiszéppontos tikriszésrol van sz6.
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b) 4410° = 12:360° + 90°, ezért a forgatds szge
90°-Kal helyettesithetd. Az dbra az A csiics
Korili forgatds eredményét mutatja.

0 7

@B o) AL ?)‘B( 55 2).6(2,74)‘
5 i -5), C'(4; 2);
3), B'(S; 2)‘ (72, 4y

R A sik végtelen sok pontja tesz eleget a feliételeknek. A megfeleld pontok a két adott pont kivzti
szakasz felezomerdlegesének pontjai.

{8 A B pont képét az A kozéppontd, B ponton
dtmend kor metszi ki az ¢ egyenesbal. At fiig-
‘6en, hogy a ki és az egyenes milyen helyz
tiiek, 2, T vagy O olyan pont létezik az egyenesen,
amelybe a B pont forgatdssal dtvihetd (ezeket
azdbrén By és By jeloli). (=)

(0 Az A kozépponti, B ponton dtmend kor kimet-
szi az e egyenesbdl azokat a pontokat, amelyek
forgatdssal 4tvihetSk a B pontba. A pontok
ismeretcben a forgatds szoge meghatdrozhato.
Megjegyzés: A feladat nem hajthaté végre, ha B kiszelebb van A-hoz, mint e.

{73 Akétegyenls hosszi: zakaszt jeloljiik AB-vel
és CD-vel. A megfelels forgatis kozéppontja
cgyenld tivolsdgra van az egymésnak megfelelo
pontokidl, ezért pl. az AC és a BD szakaszok
felezomerdlegeseinek metszéspontjaként kaphat-
juk (a fels6 dbrdn O-val jeloltik).

Szintén egy megfelel forgatds kozéppontja
a BCésaz AD szakaszok felezsmerdlegesénck

Az ismertetett szerkesztési eljdrdsok nem adnak
helyes megoldast, ha pl. a BC és AD szakaszok

ben felezomerdlegeseik egybeesnek. Ez akkor
fordul eI, ha az ABCD négyszog hirtrapéz.
Ebben az esetben az egyik forgatis kizéppontja

trapéz szirait tartalmazd egyenesek metszés-
pontja.
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) Az ilyen forgatds kozéppontja az A és B pontoktdl egyenl tavolsdgra van, ezért illeszkedik
az AB szakasz fclczﬁmcm“lc«csc’m Ugyanakkor a forgats kozéppontjdbol az AB szakasz 90%os
szog alatt ldtszik. e, d kaz AB szakasz fOIG emelt Thalész-korre is. A forgatis kizép-
pontjt tel r6leges
Lathat6, hogy a feladat fchcrclcmck Két pont is eleget tesz.

EGYBEVAGOSAGI TRANSZFORMACIOK

() ) A szabilyos hiromsziget a korilirt krének kozépponta korili, k- 120°-0s (k € Z) forgatdsok
hagyjik helyben.
b) Anégyzetet a kiszéppontja kil k-90°-0s (k € Z) forgatdsok hagyjik helyben.
©) A szabiilyos n szget a kozéppontja Korili k- sz6g( forgatdsok hagyjik helyben,
ahol k egész szimot jelol. n

WD A szerkesztés lépései
1. Az O csiicsi szoget az A pont koriil elfor-
‘gatjuk ~60°™kal (vagy akir 60°Kal).
. A szisg elforgatott képe kimetszi az eredeti
szbg megfelel sziraibdl a B és B pontokat.
3. A B és B> pontokataz A pont koril 60°-kal
(~60°kal) elforgatjuk. A képpontok C és C".
Ekkor az ABC és AB'C’ hiromszogek sza-
bilyosak.
Megjegyzés: A szerkeszthetGség feliétele, hogy
az elforgatott szog valamely szira metssze az
eredeti szog m: frdt.

@D o lear. b) lgaz o) laz. &) Hamis. o) Hamis. /) lgaz.
o Humis. 1) Igaz, i) lgaz. J) Tgaz. & Hamis. 1) Hamis.
m) Igaz.
@B o 7 CE o 4% 0% o
P 47" ) uf—g'”: 42
b3 @ ~171.9% 0 15%
&) 36% 0w ) 270

2) 240 h) 13680° i) 120000°

{0 a) Az 6ra nagymutatGjdnak végpontia 20 perc alatt
tat6 Korilbeliil 6,54 cm? terilletet sirol.

5
b) Fél 6ra alatt a nagymutatd végpontja -

teriilet Koriilbelil 9,82 cr

=524 cm utat tesz meg. Ezalatt a mu-

=7.85 cm utat tesz meg, é a mutatd dltal sirolt

) Amutat végpontja %n =916 cm utat tesz meg. A siirolt teriilet 11.45

1. 2
d) A mutat6 végpontja % 1178 cm utat tesz meg. A sirol terilet 14,73 cm?.
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Az dbra jeldlései szerint az ABO hiromszog szabilyos, oldala
50 méter, ezért terillete 1082,53 m%. A rovidebb AB korivhez
tartoz6 Korcikk kozépponti szige 60°os, ezért teriilete a kor
teriiletének hatodrésze, azaz 1309 m> A kisebb korszelet teriilete -
ebbdl kifolyslag: 2|
1309~ 1082.53 = 226,47 m2
A nagyobb rész teriilete 7627.51 m*.

(3 A kor keriilete 8- 7 ¢

Akorivek hossza KT" =54 .38 e, illetve 5?—5” 11,73 em.

BB A négyzet O konépponta kol 90°os forgatdsa CEB hirom
szigeta DFC hiromszogbe viszi dt, igy ECBS = FDC%. Az O
Kizéppont Korili ~90°-0s forgatds az s hirom: ziget EDA
hdromszogbe viszi dt, ezért FABS ‘DA%, Akét forgatds utdn
a hirom megjelolt sz0g osszege éppen a négyzet egyik szogét
adja, ami igazolja, hogy a szogek osszege 90°.

{0 A hatszog O kzéppontja korili 60°-0s forgatds az ABCG
szoget a BCDH négyszogbe viszi dt, ezért a két négyszog
teriilete megegyezik, azaz Typcg = Tycpy Haa kétnégyszogol o

a iz résziket, vagyis a BCCT négysroget elve kkor

a visszamaradd sfkidomok teriilete is nyilvnvalé médon meg- £ ¢
c“ycuk azaz Typr = Topnr i

Jeloljiik az OP és BC szakaszok metszéspontjdt E-vel, OR
és CD metszéspontjdt F-fel, tovibba G-vel, illetve H-val az AB,
illetve BC oldalak felezGpontjdt. Ezutdn forgassuk el az OFCH 743
négyszigetaz O pont Koriil ~90°Kal. A'olgam utdn anégyszig o
képe az OEBG négyszog, melynek teriilete fgy megegyezik
az OFCH négyszog teriiletével. Azt kaptuk tehdt, hogy az ABCD g
& OPQR négyzetek kozos részénck, vagyis az OECF négy- ¢
szbgnek a teriilete ugyanakkora, mint az OEBG és az OEH si
idomok teriiletének osszege. Az brdrl azonnal leolvashatd, hogy

ateriiletsszeg az ABCD négyzet teriiletének negyede: %,

D Az adott pontot A-val, a parhuzamos egyeneseket e-vel, illetve f-fel jelilve, a szerkesztés lépései
akovetkezok lehetnek:

1. Forgassuk el az ¢ egyenest az A pont kiriil 60°-kal, az elforgatott egyenest jeldljik -vel.
2. Szerkesszik meg az ¢’ és az f egyenes B metszéspontjdt
3. Forgassuk el a B pontot az A pont koril ~60°kal; a keletkezett pontot jelaljik C-vel.
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EGYBEVAGOSAGI TRANSZFORMACIOK

L16:1]

Az ABC héromszig megfelel a feladat feltételeinek. Ha az 1. és 3. 1épésben a forgatdsok szdgének
nagysigdt nem, de irdnydt megvaltoztatjuk, akkor egy tjabb megoldast kapunk. Az ABC héromszog
az adatok tetszGleges felvétele esetén szerkeszthetS. Minden esetben két héromszoget kapunk
eredményil

Az adott pontot A-val, az egyenest e-vel, a krt k-val jeloljik. H“ hjlyo\ ABC hfromszog
B csicsa illeszkedik a k korre, akkor a C csiics illeszkedik nt koriili 60°-kal
(megfelel irfnyban (3riénd) elforzatott képére. Ezek alapjén a s Jépései a Kovetkerok
lehetnek:

|, Forgassuk el az A pont kiiil 60°-kal a k kort; az eredmény a k' k.
. Szerkesszitk meg a k' kor és az ¢ egyenes metszéspontjdt vagy metszéspontjait. A metsz
" pontok egyiket jelljiik C-vel.
3. Forgassuk el a C pontotaz A pont kisiil ~60°-kal: a kapott pont B.
Az ABC hiromszog megfelel a feladat minden feltételének. Tovdbbi megolddsokat kaphatunk, ha
g2 1. 3. pésben a fogats irinydt megvilomau. A szekesahetSug fliéele, hogy a k kix
60°kal vagy —60°-kal elforgatott képének legaldbb egy kozos pontja legyen az e egyenessel.
Afelnddmdk 0.1,2, 3, 4 megoldsa lehet
a) A szabilyos hdromszoget a kizéppontia kisriili 120°-os forgatds Snmagdba  ezért ugyancz
a !ar"alav 22 adot s2g megfelel sagadrit olyan (eegyencsbe v amelyik a hiromszig
ik csiicsdban fogja metszeni a misik szogszdrat. A szogszdrakat e-vel, f-fel, az adott pontot
0 val jelilve, a szerkesztés Iépései ezek alapjdn a kivetkezok lehetnek (bal oldali dbra)
1. Forgassuk el az e szdgszitataz O pont Korl 120°kal a kaport élegyenest jeloljuk ¢-vel.
2, kessziik meg az ¢ és f fél B
3. Forgassuk el a B pontot az O pont koriil ~120°Kal, a kapott pont A.
4. Forgassuk el a B pontot az O pont koril 120°kal, a kapott pont C.

Az ABC hiromszog a feladat feltételeinek megfelel.

Ha a forgatdsok szogének nagysdgt n nyét megvéltoztatjuk, akkor egy Gjabb.
megoldiut kapunk. Ext & mesoldfat a jobb oldal dbra sremldlets. Mesiesyeroik, hozy
aszerkeszthetdség feliétele, hogy az ¢* félegyenes metssze az f szdgszdrat.
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b) A szerkesziés 16pé:
. Forgassuk el az  szogszdrat az O pont koriil 90°-kal, az gy kapott félegyenest jeloljiik
-vel.

Sterkessziik meg az ¢ és f félegyenesek B metszéspontjdt.
Forgassuk el a B pontot az O pont koril ~90°-kal, a kapott pont A.

. Tiskrozziik a B pontotaz O pontra, a tikrkép legyen D.

5. Tiikrozziik az A pontot az O pontra, a tikrkép legyen C.

Az ABCD négyszog négyzet, amely a feladat minden feltételének eleget tesz.

Az a) ponthoz hasonléan it s djabb megoldast kaphatunk, ha a forgatdsok irdnyit meg-
viltoztatjuk.

@

IS

I8 Az adott pontot O-val, a kéroket -val, illetve
c-vel jeloliik. Ha o AB(‘D négyzet kizép-
pontja 0. tovibbé az ki, B a ¢ kor
egy pontja, akkor a verkemc\ Iehetséges lépései
akovetkezok
1. Forgassuk el a & kot az O pont kil 90°-

kal, a kapott kor legyen

Szerkesszik meg a k' & e kbnok egyik

metszéspontjdt, Bt

. Forgassuk el a B pontot az O pont kiriil

~90°-kal, igy kapjuk az A csi
Tiikizziik a B pontotaz O pontra, az ered-
mény D,

s

5. Tiikrozzik az A pontot az O pontra, gy
kapjuk a C pontot.

Az ABCD négyzet a feltételek mindegyikének eleget tesz.

Elfordulhat, hogy a feladatnak tbb megolddsa is van, hiszen a k' ésa ¢ kerok eleve két metszés-

ponttal is rendelkezhetnek.

A feladat tovabbi megolddsait kaphatjuk. ha a forgatdsok irdnydt megvdltoztatjuk.

Kialakithat6 ugyanakkor egy elég specidlis adatfelvétel, amikor a feladatnak végtelen sok négyzet

is eleget tesz. Ez tgy lehetséges. haa k kor elforgatott képe egybeesik a ¢ korrel, ekkor ugyanis

a B ponta ¢ ko teiszleges pontja lehet

D a) Tegyiik fel, hogy az ABC héromszg pozitv K
nyal rendelkezik, azaz a B pontot az A pont ki
forgatissal lehet a C pontba dtvinni. Forgassuk el az E pont

AC szakaszt ~60°-kal. A szerkesztendd szabily

2 megfelel csiicsa (F) illeszkedik a kapott A

valamint a BC oldalra is, ezért a két szakasz

bg hidnyzo

G esiicsa az F pont E pont koriili 60°-0s elforgatdsival

szerkeszthetd;

viszonyitva. Mivel a két szakasznak pnmn an egy mmmpnm“ van, ezért birmely £ pnmm
indulunk is ki, minden esetben egy megolddst kapunk.
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b) Tegyiik fel, hogy az EFG szabdlyos hiromszog E a
az ABC szabilyos hiromszog AB, F esicsaa BC, G csicsa
a CA oldalra illeszkedik. Jelolje O az ABC héromszog kizép-
pontjit. Forgassuk el az E pontot az O pont koriil 120°kal.
Eredményiil olyan E" pontot kapunk, amely a haromszig
BC oldalra illeszkedik. Ha a kapott E* pontot tovibb
forgatjuk az O pont kiril 120°-Kal, akkor a CA ¢ (llddl egy
E” pontjdhoz jutunk. A pontok sz nnal
Kovetkezik, hogy az EE'E" hiromszig szabdlyos, amel)nek
természetesen az O pont a kozéppontj:
Az a) feladatban megmutattuk, hogy az E ponthoz c"yulcn olyan szabilyos hiromszig m\ozlk
amelynek tovabbi csiicsai is az ABC hiromszig oldalaira illeszkednek, ezért E'= F, E”
Ezzel megmutattuk, hogy az O pont az EFG hnmmvng kzéppontja is egyben.

A feladat megoldséhoz felhaszndlhatjuk, hogy ha a kérben két

hiir egyenlG hosszisidgd. akkor a kor kozéppontjdtdl ugyanolyan

tivolsdgra haladnak, amibdl pedig kovetkezik, hogy a kir kiszép-
pontja kiili forgatdissal egymisba vihetdk. Ha a két hir radisul
merdleges egymdsra, akkor a forgatds szoge 90°. Ezek alapjdn

a szerkesz1és 1épései a kovetkezok lehetnek.

1. Forgassuk el az adott P pontot a kir O kizéppontja koriil
90°-kal mindkét irdnyba. A forgatdsok eredményeként
az fbrén A-gyel és Py-vel jeldlt pontokat kapjuk.

2. Szerkesszik meg a PP, illetve a P,P egyeneseket.

3. Szerkesszitk meg a PP és a PP egyenesek kirrel valo metszéspontjait. A kapott metszés-
pontok megadidk a keresett hirok végpontjait (1d. dbra)

Akivint tlajdonsdgd hirok minden esetben Haa P pont és akor O kozéppontja

egybeesik, akkor végtelen sok megoldds van, mivel barmely két, egymsra merGleges 4tmér

megfelel a feltételeknek. Mds esetekben a feladatnak egy megolddsa van.

A szerkesztések elvégzése utdn lithatjuk, hogy az F pont koriili
20 o fo o2 A €58 posioit olyaa 4l o
teibe vz, dmcl)ek lesavedick 2 AC eayencre (L fia)
Az dbra b elemzése utdn észrevehetjiik, hogy a B’ pont
cgybccsik 27 AC oldal feleztpontival, valamint a7 A pont
egybeesik a B pont C-re vonatkozd tiikirképével. A fenti
sejtések konnyen igazolhatok. Valdban, ha B" jeloli az AC sza-
kasz. felezGpontjdt, akkor az FB'C hiromszg szabilyos,
és ezért FB'= FC = FB, tovibbd BFB'% = 120°, ami igazolja,
hogy a B’ pont egybmik a B pont F pont koriili ~120°-kal
elforgatott képével.
Megmutatjuk, hogy ha A" jeloli a B pont C-re vonatkozd
Wkirképet, akkor 4 eaybecuk a7 4 pont F korili 120" al
elforgatott képével. Valgban, hiszen 8" a B pont elforgatott képe, tovibbi B
A% = 60", czérta BA szakaszt a forgatds csakis a BA' szakaszba viheti &, fgy

Feati eredményeinket tgy is megfogalmazhadl, hogy sz ABC seabdlyos hisomsadgben
a BC oldal felezGpontja kiriili ~120°-0s forg: az AB oldalegyenes az AC oldalegyenesbe
mogy it megdllapitis aapidn  szorkesisi fladat megoldisa mas nom tsdzosan nehér
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Ha adott az F felezGpont, tovibbd a P és Q pontok, melyek koziil P az AB, n Q a BC oldal-

cayenesre illeszkedik, akkor az ABC hiromszog szerkesziése a kovetkezdképpen végezhetd el.

. Forgassuk el a P pontot az F pont koriil ~120°-kal.

2 Fcklcssul\k Kegyeneta Py képponton,vlaminta © ponon . Akapot gyenes éppensz AC egye-
nessel egyezik meg.

. Az ABC hammsmg A cstiesit ezutdn az AC egyenes visszaforgatott” (az F pont Koriil 120°kal
elforgatott) képe metszi ki az AC egyenesbol.
A hidnyz6 hiromszogesicsokat az AF szakaszra F-ben emelt merdleges egyenes
az oldalegyenesekbl.

N

netszi ki

IS

a) Ha az ABC hiromszog koré irt kor kozéppontjdt O jeloli,
akkor az APO és BPO hiromszigek egyenl szirdak (A0,
PO, BO akir cey-cay sugar). ezért ha AOP< = g, illetve
POB: akko

APO«:W—E, illetve OPB%=90° -

APB%=APOS+OPB%=180°~

a+p
.

Az ABC héromszog \7aha|ym ezért az O pont nemesak
akorilirt kor
metszéspontja is. ezért az ACO. e 50 egyenlG szirt hiromszgek alapon fekv szigei
30°-o0sak. Ebb6l azonnal kivetkezik, hogy AOC« = BOC4 = 120°, majd

o+ f=360° - 240° = 120°,
amit az APB<-re kapott Ssszefiigaésbe behelyettesitve kapjuk, hogy

APm:lwuLB 120°

b) Forgassuk el az APB hiromszget az A pont koriil 60°-kz
Aforgatds sorén az. A pont helyben marad, a B pont képe
a C pont,a P pont képe P
Vizsgiljuk meg a keletkez6 APP’ ha mnvoge( A lolgnl s
volsfgtant isjdonssgamiat AP = AP
sz

hdromszog, amelyben a szdrak cgyméssnl 60%-0s szoget A

a
drnak be. Egy ilyen haromszdgben az alapon fekv \mp,ek “‘y
i )

zege 120°, ezért a hdror
igy P'P=x, tovibbi APPE
A forgatds szogtarts tulajdonsdga miatt CPA% = BPA% = 120% amint azt az a) feladatban
megmutattuk. Ekkor viszont egyszerd szogszimolds mutatja, hogy

CPPE = CPAS + APPE=120°+ 60° = 180°,
amibel szomnal Kbvetkezik, hogy a C, P, P pontok cgy egyencsre ileszkednek. lamét
a forgatds tivolsdgtart6 ulajdonsdga miatt CP'= B

PA+PB=x+y PP'+P'C—PC,

amit éppen bizonyitani kivéntunk.
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Vegyiink fel az ABC hegyesszogi hdroms:

2
=x,

belsejében egy P pontot, melyre PA =y, o
PC=2 az dbra szerint. Feladaunk az x +y + =
Osszeg
Az ilyenkor szokisos eljérdst kovetji
probiljuk . Kiteriteni” a hirom szakaszt ceymas "
mellé. Ennek érdekében forgassuk el az ACP
hiromszbget az A pont kil 60°Kal. Az A pont y
helyben marad, a C pont képét C’, a P pont A
keépét P jeldli az dbrn. A forgatis tulajdon- b 0
sigai mialt AP"= AP =y, tovibbi PAPE = 60°,
czértaz APP" hiromszg ceyenld szird. melyben a sirak egymissal 60°-0s sziet zdmak be, fey
a isz0g sziikségképpen szabilyos is, amibol azt kapjuk, hogy PP’= y. A forgatds eredmé-
nyeként tehdt a BPP'C’ (rtt vonal hossza éppen a minimalizdini kivant x +y + 2 osszegzel
ceyenls, Mivela C" pont helyzete a P pont vélasztisid] fiiggetlen, ezért a torott vonal hossza akkor
a lehetd legkisebb, ha a P’ és P pontok illeszkednek a BC” szakaszra. Ez akkor kivetkezik be,
haa CPA% = CPA = 120° valaminta BPAZ = 120° 6sszefiigaések teljesilnek. Misként fogal-
mazva: a P pontnak a hdromszbg csicsaitdl mért tvolsigbsszege akkor a lehetd legkiscbb,
haa P pontb6l a hdromszig mindhdrom oldala 120°-os szogben Litszik. (A széban forgé P pontot
ahiromszig izogonilis pontjdnak nevezik.)
Akeresett pont szerkesziésére a kovetkez6 cldrdst adhaguk.
1. Forgassuk el a C pontot az A pont Koriil 60°-kal: fgy kapjuk a C pontot.
2. Forgassuk el a B pontot a C pont koriil szintén 60°Kal: igy a B ponthoz jutunk.
3. Sterkesszitk meg a BC” szakaszt.
4. Szerkessziik meg az AB’ szakaszt.
5. A BC'és az AB' szakaszok metszéspontja a hiromsz6g Keresett pontja.
Bemutatunk egy msik bizonyitdst is arra vonat-
Kozéan, hogy a PA+ PB -+ PC Gsszeg valdban
ama a P pontra minimilis. amelybl az ABC
héromszog oldalai 120°-os szogben litszanak.
Ehhez llitsunk az A csicsban merSlegesta PA
szakasza, a B cs stakaszra, végii
a C csdesban a PC szakaszra. Ha a kapott
ceyenesek metszéspontjai az AB'C’ hirom-
szisget alkotjik az dbra szerint, akkor cgyszerd
szogszimolds mutatja, hogy az AB'C" hirom-
szisy szabilyos. Valgban, hiszen példdul az
APBC négyszgbena P cstcsnl 12005, az A
és B csiicsokndl pedig 90°-0s szogek vannak,
ezt

ACB =360°— (120° + 90° + 90°) = 60"
Hasonléan igazolhatjuk, hogy a hiromszig
misik két szige is 60°
Az 1596. feladat eredménye alapiéin a2 AB'C" hiromszdg belscjében vélasziott tetsz6leges pontnak
a héromszd oldalaitd] mért tivolsigd § fgi
cgyenl. Ezck szerint a PA + PB + PC
nak hosszval.

alizilds

: meg-

)

e €ppen a
szeg megegyezik az AB'C
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Vilasszunk ezutdn az ABC héromszog belsejében egy P-t6l kiilonbiz6 @ pontot. Megmutatjuk,
hogy QA +0QB+QC>PA+PB+PC.
Q pontnak az ABC” hfromszsg oldalaira es6 merdleges vetilleteit Oy, Qy. Qs jeloli az dbré-
nak m:glelelncn akkor
00,<0A, 00,<0B é 00;<0C.
Ennek igazoldsthoz elegendd az dbrén satirozssal megjelolt haromszogekre hivatkoznunk;
példdul 00, befogd, QA ditfogd az AQQ, hiromszigben, ami mutatja, hogy QQ < QA valdban
teljesiil. A felirt egyenltlenségek megfeleld oldalait dsszeadva azt kapjuk, hogy
QA + QB +0C> 00, + 00, + 00s.

Vegyilk észre, hogy a Q0. 005, Q05 szakaszok hossza éppena Q pontnak az AB'C” hiromszog
oldalaitsl mért tavolsigaival cayenlGk, czért kordbbi megjegyezésiink alapjin dsszegiik éppigy
dgdval egyenld, minta PA + PB + PC bsszeg, vagyis

00,+00,+ Q03 =PA+PB+PC.

QA +0QB+QC>PA+PB+PC.
Ezzel igazoltuk, hogy birhogyan s vilasztjuk meg az ABC hiromszog belsejében a P61 kilon-
b526 O pontot, annak a csiicsoktdl mért tivolsdgdsszege nagyobb, minta P pontnak a csticsoktdl
mért tdvolsdgtisszege
Megjegyzés: Igaz a feladat dllftdsa olyan tompaszog hromszogben is, amelynek nincs 120°ndl
nagyobb szoge.

@D «) Tegyik fel, hogy az ABCD paralelogramma
oldalaira kifelé rajzolt négyzetek kozép-
z dbra szerint az EFGH négys
alkotjdk. Feladatunk annak igazoldsa, hogy
az EFGH négyszog négyzet
Ennek érdekében forgassuk el az AEH
hiromszoget az £ pont Korill ~90°kal. A for-
o dis sordn az E pont természetesen helyben
nt képe pedig a B pont, mivel
i1 AB oldalta razon négyzetben AE = BE,
és a két szakasz merdleges egymésra. Ezutin
megmutatjuk, hogy a H pont az F pontba €
Keril dt. Elgszdr is gondoljuk végie. hogy
az dbrin o-val jeldlt
szogpirt alkotnak, hiszen a B csiic:
taldlkozd szogszirak koziil az egy

Ekkor

ndl
 merSleges AB-re a mésik pedig BC1e, gy a vele
piebuzamos AD.re . A mecSlges kel sadgek vagy megsgyetsek, vagy egymi
egészitik ki, de mivel mindkét Satban Imgo szog szemldtomdst hegyesszog, ezért csakis
cayenldk lehetnek. Vegyik végil észre, hogy EAH = EBFS, mert a négyzet ti6ja minden
tben 45°-os sziiget zr be a négyl.el nlddle’wnl, fgy it sadgragyndgn 90° . A sabgek
egyenldsége mellett AH = BF is te indkét szakasz egy-egy ugyanakkora oldald
néaythen az 1 felvel epyens. Fddi eredményeink matatik, hogy 4 forgatisa H ponot
valGban az ¥ pontba vi
Ekkor viszont az EH mkam 2. pont Korili ~90%0s forgatissal az EF szakaszba ehet
dtvinni, ezért EH = EF, tovibbi a két sz ‘merdleges. Ugyanig:
hogy az EFGH négyszg birmely ket szomszédos oldala egyenl hosszi 6s 90%0s szoget zir be
egymissal, ezért a négyszog valGban négyzet.
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b) Amennyiben az ABCD rombusz, és az A

csiiesndl 30°-o0s szog van, akkor aza) feladat
eredményei alapjdn az EFB egyenlG szird
héromszdgben a szdrak 4ltal bezdrt szig
120° Ha 7 jeloli az EF alap felezdpontjdt, W /\
akkor a BTF derékszogh hiromszogben
a B csicsndl 16v6 szog 60°os, fgy egy
félszabilyos” haromszogr6l van sz6.
Az ilyenkor szokdsos médszer szerint, ha
tikrizzik a B pontot az EF egyenesre,
akkor a kapott BE'F hiromszog szabilyos, TN
amelyben FT a magas: K utdin mdr £ .

nnyen szamolhatjuk az EF oldal hosszt. 5

Mivel arombusz oldala a feltételek szerint

10 cm, ezért a BC uldnlm numn negyzc\

dtléja 10-+/2 cm, igy Bi

A BBF szabilyos hamm.\mg magassigfra ad6dik:

ﬂ£=5JE
z 2

FT

om.

Végiil az EFGH négyzet kerilete:
K=8-FT=20-/6 =4899 cm.

Tegyik e, hogy az ABCD négyaet cstosira
Ekkoraz A csics illesz-
kedlk a P kizéppont, a sugard k korre, mig
a B osics illeszkedik a szintén P kozéppontd,
b sugart ¢ korre (Id. dbra). Misrészt az O
Kozéppont 90°-os forgats az A pontot a B
pontba viszi dt, ezért ha a k kort is forgatjuk,
akkor eredményil olyan &' kort kapunk, amely
tartalmazza a B pontot. Ezek alapjén a szer-
kesziés menete a kovetkezd lehet.

1. Megszerkesatjiik

k kort.

a P kiszépponti, a sugard

. Megszerkesztjilk a P kizéppontd, b sugard

.

. Elforgatjuk 90°-kal az O pont koriil a & kort, fgy a K’ kort kapjuk.
Anégyzet B esicsita k' és a ¢ korok metszéspontjaként szerkeszthetjiik.

A B pontot az O pont kiriil ~90°-kal elforgatva az A pontot kapjuk

6. A B pontot az O pont koriil 90°kal elforgatvaa C pontot kapjuk.

7. A D pontota € pont O kiilli 90°-kal torténd elforgatisdval kaphatjuk.

A megoldisok szdma a k' é ¢ kirok egymdshoz viszonyitott helyzetétdl fiigg. Megjegyezziik,
hogy haa k kort ellentétes irdnyba forgatjuk, majd az tsszes tovibbi forgatds irdnydt is megvil-
toztatjuk, akkor tovibbi megoldisokat is kapunk. Ha az OP tivolsdgot x (x> 0) jeloli, akkor
PP=x-\/2, igy a megoldisok szdma a kovetkezOképpen alakul (b2 a esetén)

v
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%2 >a+b, akkor k' és ¢ koriknek nincs kizos pontjuk, ezért nincs megoldds.
Ha x-2 = a+b, akkor k' és c érintik egymést, ezért dsszesen 2 megolddst kapunk.
Ha a+b>x-2 > b a, akkor Gsszesen 4 megolddst kapunk.
Ha x-+/2 = b~ a, akkor ismét 2 megolds addik, ms esetekben nincs megoldds.
Haaz O és P pontok egybeesnek, akkor a = b esetén végtelen sok megoldiist kapunk. ha a és b
Kaon ek, akkor pedig nem adodik megoldas.
a) Haaz ABC szabilyos hiromszogbe a POR szintén szabilyos
hiromszoge frjuk, akkor az 1684. feladat eredményei alapjdn
a két hiromszog kizéppontja egybeesik: Gzéppontot [/
az dbrdn O-val jeloltiik. A szabdlyos hiromszisg kizéppontja

cgyben magassig- és sdlypontis, czérta PO szakisz 2-szorosa
a POR hiromszdg magassigdnak (felsS dbra). 3

Béla bisi végrendelete szerint a minimilis terilletd POR =\
hiromszoget keressik. Mw&lﬂ\mbnlyus hdromszisg oldala AR 2
& magassiga ceymdssal cgyenesen ardnyos, czért teriilete

akkor a lehet6 legkisebb, ha magassiga minimalis, ami pon-

tosan akkor Kovetkezik be, ha a PO szakasz a lehet6 leg-

rividebb. A PO szakasz pedig akkor minimilis, ha PO " 0

merdleges az AB szakaszra, azaz amikor P az AB szakasz

felezGpontja. Ebben az esctben O és R is felezopontok

2 megfelel oldalakon (als6 dbra). A minimdlis teriletd beirt V %
szabilyos hiromszog oldalai tehit az ABC héromszog koz

vonalai cgyben. Mivel a kiizé bontjik az ABC hirom-
szget, ezért a legkisebb teriletd beirt szabilyos hiromszég teriilete negyedrésze az ABC
héromszoyg teriletének.

) Az, eladat erediményelaapiin 2 POR hisomsat et akdkor 2 Jehe legaagobt, ha
a PO szakasz hossza ma s. Az AB oldal belsG pnnq.u kiszott azonban nincsen olyar
imely Tegtivolabb lenne a7 O pontdl, asért valdban nem léerik maximdlis teriiletd befrt
szabilyos hiromszisg, fgy minden valamirevald birosignak el kell utasita rokis keresetet.

Megjegyezziik, hogy a beirt hiromszog teriilete a [I_ 'r[ intervallumban viltozik, ahol
T az ABC héromszog teriletét jeloli. 4

Eltolas — megoldasok

TR A megfelels eltolis az dbrin lithato.
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0 A megfelel eltolds az dbrén lithato.

@D Az ABBC négyszog paralelogramma.

(T8 Toljuk el az adott szdg egyik (az fbrdn e-vel je-
Tolt) szérft az adott AB-ral. Az eltolt €' félegye-
nes a szog misik (ffel jelolt) szirdbol kimetszi
a B’ pontot. A B’ pontot BA-ral eltolvaaz e fél-
egyenesen olyan A’ pontot kapunk, amellyel az
AB’ szakasz megfelel a feltételeknek.

{0 Az adott kit toljuk el az adott AB-ral. A kor
eltolt képe k|m:l\7| az eredeti kolhul aB
és B” pontoka B és B” pontokat BA-ral
cliolva mt.gkdpjuk a feltételeknek megfelel
AB és A’B” szakaszok misik végpontjdt.

Ha az AB szakasz hossza kisebb, mint a kér
dtmérdie, akkor a feladatnak két megolddsa van.
Ha az AB szakasz hossza éppen a kor dtmér-
jével egyenl6, akkor csak egy megolds van,
s esetekben a feladatnak nincsen megolddsa.

(T3 Toljuk el az adott &, kort az adott AB-ral. Akor

eltolt képe (k;) a szintén adott k, kirbl kimet-
szi a B’ é B” pontokat, amelyeket a BA-ral
eltolvaa k; kor olyan A’ és A” pontjait kapjuk,
amelyekre az AB" és A"B” szakaszok a feladat
feltételeinek megfelelnek.
Afeladatnak a6l fiiggden 0, 1, 2 vagy végtelen
sok megoldsa lehet, hogy a &, kor eltolt képe
milyen helyzetii a k, korrel. Az udbbi esetben
az eltolt kor egybeesik a k, korrel.
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D A feladat az 1697. feladat egy dtfogalmazdsa. Az ott haszndlt jelolésekkel az AAB'B és az AA'B"B
négyszogek paralelogrammik.
@ ) A4 4), B1;8), O3 1);
b) A(1; 6), B'(4; 10), C'(-6;3);
©) A(-1;-2), B(=6:2), C'(-8;-5).
W0 ) AG:-2), B-2;2), C(-4;-5);
b) A(5:~6). B(0;~2), C(-2:-9);
) A(T;4), B(2; 8), C(0; 1).
@D a) A'(-2;-1), B"(4;4), C"(0;9).

b) Ha az eltoldsokat forditou sorrendben alkalmazzuk, akkor az elsG eltolds utdn a kovetkezs
pontokhoz jutnk: (~4: -5), (2: 0). (~2: 5). Ha a kapott pontokra alkalmazzuk a (2; 4)
koordindtdju vektorral torténd eltoldst, akkor a (-2; 1), (4; 4), (0; 9) koordindtdjii pontokhoz
jutunk. Ugyanazokat a pontokat kaptuk, mint az a) feladatban, ami igazolja a két eltolds
sorrendjének felcserélhelGségét.

¢) Akételtol fs utdni elvégzésea (-1:2) G vektorral trté
tesithetd,

a) Igaz. b) Igaz.

e) lgaz. ) Hami

(1703

helyet-

d) Hamis.

a)

16
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1. megoldiis. Az ABC egyenl szrd hiromszog AB ala
egy tetszdleges pontjét P-vel jeloltiik. Ha a megfelel pérhuza-
mosok a hdromszig szdrait az dbréinak megfelelgen Q-ban, illetve
R hcn mcw.lk akkor az APR hiromszog szintén egyenl6 szrd,
ez A PQ szakaszt a PR mentén riénd elto-
!d\ml az RC ~7ukn~7h4l lehet d ezért PQ=RC=y. A par-
huzamosokbél a hiromszdg oldalai dltal kimetszett szakaszok
Bsszege ezek szerint:

PR+PQ=x+y=AC,
a P pont vilasztfsitd] fiiggetleniil a hiromszog szdrdval egyezik
meg. Megjegyezziik, hogy az cltolds helyett elegends lett volna
ara hivatkoznunk, hogy a POCR négyszg paralelogramma.

I1. megolds. Tikrozziik az ABC hromszoget, valamint a PR
szakaszt az AB egyenesre. A tikiozés utdn az ACBC rombuszt,
valamint a PR’ szakaszt Kapjuk. Az dbrén azonos médon meg-
jelolt szogek egyenldséacbdl kovetkezik, hogy a Q, P, R’ pontok
cgy egyenesre illeszkednek, ami mutatja, hogy
PR+ PQ = PR+ PQ=RQ,

amia P pont helyzetétd! fiiggetleniil pirhuzamos az AC'BC rom-
busz AC oldalval, ezért hosszuk is megegyezik.

telepiilés ko: tjdt O-v: it 6 i ialakuld
et e Aol et Bovel ok, ok e
ABO hiromszdg egyenl sziri, ezért az AB alap merdleges
az () estiesbol kiindul6 szogfelezdre.
A fenti szrevétel alapjin az AB it szerkesziése a kovetkezo-
Képpen tiéshet, Elfsats meggomkesatok  mis megléus e
szogfele; ajd az egyik utat (az dbrdn az ffel jeloltet)
Chojuk asabefelondne merGleges, ko hosszt veklorral Az dt
elolt képe (/) kimetszi a misik Gibol (e) a szerkesziends
B iitkeresztezdc szogfelezdre emelt merd-
legos Kimetssi a7 1 b6l 7 A Kenesrerdést

“Tekintsitk az ABCD trapézt, melynek alapiai a és ¢ (a’>c), szdrai = 7
b és d. Toljuk el a BC szrata CD-ral. Ekkora C pont dtmegy
a D pontba,a B pont dtmegy az AB alap egy belss B ponljjh'l y o

Mivel a BBCD négyszog paralelogramma, ezért B mibs]
Kovetkezik, hogy AB'=a—c, és igy az ABD h.\mmwng ol
a-c. b, illetve d.
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ak ismeretében szerkeszthetd. Ezek alapjdn a szer-

EGYBEVAGOSAGI TRANSZFORMACIOK

Lathaté, hogy a hdromszog a trapéz oldal
kc;zm Tehetséges lépései
1. Megszerkeszjiik az AB'D hiromszoget, amelynek mindhdrom oldala ismer.
2. Megszerkesiiika DC-tamely pihuzamos az AB” oldalll, egylst . AB-ral, nagysiga
a trapéz rovidebb alapjénak hosszival egyenld
3. Eltoljuk a BD szakaszta DC-ral, az eltolt szakasz végpontjaiként kapjuk a B és C pontokat.
A\mrkeulheluxék teliale, hogy Ab‘D hiromszg szerkeszihetd legyen. A hiromszog pon-
akkor haaz a
b d Srakanzox ko bénncly et hosink Gsszege nagyobb a harmadik hosszndl. Ha a hdrom-
szidg szerkeszthetd, akkor a feladatnak — egybevigdsigidl eltekintve — egy megoldisa van, mds
esetekben a trapéz nem szerkesztheto.
@B Haaz ABCD wapéz alapjai AB=a, CD = c, dUGi
pedig e és f (Id. dbra), akkor toljuk el a BD oo ¢
46t a DC-ral. Az eltolds utdn a D végpont
dtmegy a C pontba, a B pont képe az AB alap i
Bn tili meghosszabbitdsdn taldlhat6 B pont,
amelyre BB’ = c teljesil. Ekkor az ABC hirom-
szbg oldalai a+ ¢, e, f, azaz a hiromszog szer- 4 7 R
keszthetd.
Atrapéz szerkesztésének 1épései ennck megfelelden a kovetkezok lehetnek:
1. Megszerkesztjiik az AB'C hdromszdget, amelynek mindhdrom oldala ismert.
2. Megszerkesztjiik a B pontot, amelyet az A’ oldalbol a B kizépponts, ¢ sugard kor metsz ki.
3. Atrapéz hidnyz6 D cstesdt tigy kapjuk, hogy a C pontot cltoljuk a BB -ral
A szerkesztés pontosan akkor végezhetd el, ha az a + ¢, e, f oldalakbol hdromszog szerkeszthetd,
vagyis a hirom szakasz. kielégiti a hiromszog-ceyenlGtlenséget, Ebben az esetben a feladatnak

]

gyetlen megolddsa van, més esetekben a trapéz nem
Toljuk el az ABCD trapéz (az alapok AB és €D,

CD<AB) BD tl6jita DC-ral. Ekkora D pont o ! L

a C pontba keriil, a B pont B’ képe az AB alap 2

B-n tili meghosszabbitdsan taldlhat6, tovibbd

BB'=CD=c. Mivel az eltolds a szakaszt on-

magéval pérhuzamos szakaszba visz dt, ezért 4 G "

BC pirhuzamos BD-vel, igy az brén azonos

médon jeldlt szdgek cgyenlok egymissal (¢ az dulok dltal bezirt szdg kiegészits
Ggben ezért két oldal (AC = ¢, B'C = f), valamint az 4

2 mir konnyen szerkeszthet6.

Atrapéz szcrkcsztésénck Iépései a kovetkezd}

1. Megszerkeszjiik az AB'C hiromszoget két oldaldbol, valamint az dltaluk bezirt szogbol

2. Az AB’ oldalon megszerkeszjiik a B pontot, amelyeta B’ kizéppontd, ¢ sugard kor metsz ki

az AB’ szakaszbd

3. Atrapéz hidnyz6 D esicsdt gy kapjuk, hogy a C pontot eltoljuk a BB-ral.

A szerkesuthetdség feltétele, hogy az AB'C hiromszig AB’ oldala hosszabb legyen a trapéz rovi-

debb alapjdnak kétszeresénél

m:
amibdl a héroms;
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Haaz ABCD paralelogramma C csiicsaaz f, D csiicsaaz e ef
nesre illeszkedik, akkor az e egyenes AB-ral eltolt ¢’ képe
tartalmazza a a C osicsit, gy az
az f 6s ¢ egyenesck A
C csicsdnak ismeretében a D csiics is szerkeszthetd,
aziltal, hogy a C ponton 4t i
majd a pérhuzamos kimet
csot (Id. dbra). Ehhez hasonl6 szerkesziéssel kaphatjuk meg a1
a paralelogrammét, amelyben a C csics az e, mig a
az f egyenesre illeszkedik; ebben az esetben az ¢ cgycnw a BA-ral kell eltolni, és eldbb a D pont
szerkesztése torténik.
A feladatnak dltaldban két megolddsa van, ezek koziil esetleg egyik elfajulhat szakasszd. Ha a két
adott egyenes pirhuzamos, és pl. az AB-ral val eltolds az ¢ egyenest diviszi az f egyenesbe,
akkor a C pont helyzete nem egyértelmd, fgy a feladatnak végtelen sok megoldasa is lehet.
Mngc"yezzuk hogy ha a két egyenes pérhuzamos, akkor akir az is elképzelhetd, hogy nincsen
eleget tevs Ez akkor kovetkezik be, ha az ¢ egyenes egyik eltolt
kcpc sem esik egybe az f egyenessel.

@B Akét pirhuzamost az dbrin ¢ adott
P jeloli. A feladat megoldasa eldt érdemes ¢
venni, hogy a szerkesztendd egyenessel akir-
hogyan is hiizunk pérhu;
mosok kiizé esG szakasza szintén d hoss;
lesz. Ezt konnyen beldthatjuk, ha arra "ondclunk
hogy a keét pirhuzamos az ¢ és f cgyenesckbol
egy paralelogrammt metsz ki, amelynek szem-
Kozti oldalai valGban megegyeznek.
Eszrevételiink alapjd
megolddsa a kovetkezo:

1. Az ¢ egyenes egy tetszOleges A pontja, mint
kiszéppont kil d sugard kort szerkesztiink.
z. Megjeldljik a kor és az f egyenes metszéspontjait (az dbrdn Q és S).

. Meghiizzuk az AQ, illetve AS egyeneseket.

. Az AQ. illetve AS ekyenexekel :IlulJuk gy, h%y azok a P pomon Almenjenek (AQ-val

& AS: a P pontor s

!cllélclcnck megfelelnek.

Aszerkeszthetdség attdl fiige, hogy az A kzépponti kirr és az f egyenes milyen helyzetdek, vagyis

az e és f egyenesck tvolsiga ne legyen nagyobb, mint d. Ha a két pérhuzamos tavolsiga éppen d,

akkor 1, ha d-nél Kisebb, akkor 2 megolddist Kapunk. Mis esetben a feladatnak nincsen megoldiisa.

a szerkesztési feladat

a) Felhaszndlva, hogy P és Q hannadoléponlok. azt kapjuk, hogy R 3

AP=AD+DP=b

illetve

S




a7

EGYBEVAGOSAGI TRANSZFORMACIOK

Ha a ky és ky korok egyik metszéspontja A,

b) Az a) feladat eredménye alapjdn

@:m,ﬁ{m% 5],(5+1

3
Mivel DB=AB - AD ., ezért PO
tatja, hogy a keét vektor pirhuzamos.
" 1 PO 2
¢) Ab) feladat ala ) —===.
) Ab)feladat alapidn: 2=
d) Jeloliiik a PQ szakasz l:l:[uponljm F fel majd bontsuk fel
kovelkezukzpp PE. Az APt

¢) Az AC =+ b egyenlGséget fclhawnulva azt kapjuk, hogy AF
AF és AC val6ban pérhuzamos egymissal.

Haaz @ és B vektorok pirhuzamosak, akkor mindkét dlitis egy-
seerfien kovetkezik a vektormiveletek érielmezésébol. Amennyi-
bena ket vektor I egyirdnyii is, akkor az a), mig ellentétes
irdny vektorok esetén a b) feladat llitisdban teljesil egyenldscég.
Ha a két vektor nem pirhuzamos egyméssal, akkor inditsuk azo-
kat kozos kezdGpontbol, majd szerkesszik meg az @+ b és
@~ b vektorokat. A két vektor az ABCD. pdmlelogmmnm egy-egy
dtl6vekiora (Id. dbra), azaz AC =+ 5 és DB =~ b, Ha alkalmazzuk a hiromszog-egyenlGi-
lenséget az ABC, illetve az ABD hiromszgekben, ory éppen az a),illetve a b) feladatok dllitdsdt
Kapjuk. Megj hogy ebben az sem teljesiilhet egyenldség.

tovibbd az A ponton dthaladd e egyenes olyan
E\E, szakaszt metsz ki a korokbdl, amelynek
hossza megegyezik az adott szakasz d hosszd-
val, akkor az E\A. ill. az AE, szakaszok P és Q

felezpontja kiszotti szakasz hossza & (1d. dbra).

Tegyik fel, hogy a feladatot mdr megoldottuk,
majd toljuk el az e egyenest tigy, hogy eltolt
¢ képe dtmenjen a k, kor O; kozéppontjdn. Megmutatjuk, hogy az ¢' egyenes az adatokbol
megszerkeszthetd. Ha az eltolds a Q pontot a O pontba viszi, akkor a PO,Q'Q négyszog para-

lelogramma, st téglalap, és fey PO = 0,0" :% Misré

st az 05Q szakasz merdleges az e és ¢
egyenesckre, amibol kovetkezik, hogy a Q" pont illeszkedik az 0,0, szakasz Thalész korére.
A Q" pontot ezek alapjin az Oy kizéppont 5 sugart ix metszi ki az emitet Thalész-kirbal.

Az ¢ egyenest ezutdn mir kinnyen szerkeszthetjiik, hiszen két pontja mér ismert. Az
ismeretében az ¢ egyenest igy kaphatjuk, hogy az A ponton dt pirhuzamost szerkes

* egyenes.
ink ¢*-vel.
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Tegyiik fel, hogy a feladatot sikeriilt megoldani, majd toljuk el
az APB hiromszdget az ABCD paralelogramma AD oldalvek-
tora mentén. Ekkor az A csies a D estesba, a B csies a C
csﬂcsb'l. miga P pont a P’ pontba keril dt. Mivel az APPD

a PBCP’ négyszogek paralelogrammik, ezért PA = P'D és
PB P'C.Minthogy a PA =a és PB=b szakaszok hossza adott,
csakigy minta C és D pontok, ezért a DP'C hiromszog scer-
KeszthetG; a P pont a D kivzépponti a sugard, és a C kozép-
ponti b sugard kirok metszéspontja (Id. dbra). Az ABCD para-
lelogramma hidnyz A és B csicsaita D és C pontok P'P vektorral eltolt képe adja meg.

A szerkesztés diszkusszidja elég nehéznek bizonyul. A megolddsok szima a két kr egymishoz
viszonyitott helyzetét6l, valamint a P és P’ pontok kolcsonos helyzetétdl fiigg. Ha ugyanis a két
Kir valamelyik metszéspontja ugyanolyan tévolsdgra van a DC egyenestol, minta P pont, akkor
a megfeleld PP pirhuzamos a DC oldallal, igy a D és C pontok eltolt képe illeszkedik a DC
cgyenesre, ami azt jelenti, hogy az egyik megolddsul kapott paralelogramma szakassz fajul el.
Amennyiben a P pont és a krok ériniési pontja vagy metszéspontjai killonbozG tévols

van(nak) a CD egyenestdl, gy a szima a h é &l
Plggen s kvetkexidppen alkul Ha o >b 68 DC>a 4y akkor 0, ha DC =a + b, akkor 1,
ha a - b<DC<a+b, akkor2, h: a— b, akkor megint 1, végiil ha DC < a - b, akkor
ismét 0 megolds adddik.

A ot s sueksatend ABCD oégyiafg oldalait ot sor
rendben AB . CD s CD

sck hajldsszogét o jel at fel, hugy 2 eladator
sikeriilt mcgoldanl 8 clemezzik a ke ford Toljuk ¢l a négy-
szd¢ CD oldalit tgy, hogy a D pont az A pontba keriiljon.
Haa C pont képét ¢’ Jelnh akkor az AC'CD négyszig para
lelogramma, ezért AC"= . toviibbd az AC’ szakasz és
a DC egyenes p&rhuzamoss.\ga miatt CABS = . Eszrevételink
lehetdiséget ad a € pont szerkeszésére, hiszen az ABC® hirom-
szogben két oldal, valamint az dltaluk bezdrt szog adott. Ezek alapjd
a kovetkerd lehet. Felvessaik az AB szakaszt, majd a2 A csishoz dmdsoljuk az adot @ szoget.
A szerkesztett szigszirra rimérve a szinién adott ¢ igot, megkapjuk a C” pontot. A kivet-
kez6 Iépésben a C pontot szerkeszthetjiik, hiszen egyrészt C'C = d mmu c illeszkedik a € kozép-
pontd, d sugart korre, misrészt BC= b miatt C illeszkedik a B kozéppont b sugard kre, igy a
két kor metszéspontjaként a C pont valdban szerkeszthetd. A négyszog hidnyz6 D csicsa
az A pont C'C-ral torténd eltoldsival szerkeszthetd. Megjegyezziik, hogy a feladatnak — egybe-
viigésigidl eltekintye - legfeljebb két megoldisa lehet. Az adatok felvételtd] fiiggden elforduihat,
hogy a kapott ABCD négyszg konkiv, esetleg hurkolt.

a szerkesziés menete

@& Ha n két vektor kirziil valamelyik a nullvektorral egyenld,
az |a+ bl=a- bl egyenlGség nyilvinvalan teljesil. Meg
jegyezziik, hogy ebben az esetben az @ és b vektorok merﬁlv
gesek egymdsra, hiszen a nullvektort bdrmely vektorra merd-
legesnek tekintjii

kkor

Ha a két vektor pirhuzamos egymssal s egyik sem a null-
vektor, akkor egyirdnyd vektorok esetén |2+ 5| >|a- 5|,
ellentétes irdnyi vektorok esetén pedig |a+ b| <|a— bl ezért egyenlGség nem teljesiilhet.
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Mis esetekben az @+ b és @b vektorokaz @ és b vektorok dltal k.{emneupmleluwmm
egy-egy dtlovektorai (Id. dbra), ezért a hosszuk akkor és csak akkor egyezik meg, h:
parlclogramma 46 ugyanolyin hossiak. Mivelaz ABC & ABD hiromsgckben kéckét odal
megegyezik, ezért harmadik oldalaik akkor és csak akkor egyenldk, ha a két hiromsziig egybeviigo.
A ket hiromszog egybevigdsiginak sziikséges és elegendd feliétele, hogy a paralelogramma A
és B csicsindl 16vG belsG szogei megegyezzenek. Mivel a két szog osszege 180°, ezért csak gy
lehetnek egyenldk, ha mindkettd 90°-0s, azaz a paralelogramma téglalap. Azt kaptuk tehit, hogy
| +b|=ld-bl teljesiilésének ~7uk\ege\ és elegends feltétele, hogy az @ és b vektorok
egymisra merdlegesek legyenck.

EGYBEVAGOSAGI TRANSZFORMACIOK

Haaz @ é b yektorok valamelyike nullvekior, akkor termé-
zetesen |+ | =|d—Bl. Ha a két vektor egyirdnyi, akkor
@+b|>|d-bl, ha viszont ellentétes irdnydak a vektorok,
akkor |+ 5| <|a- 5|

Haaz d és b vektorok nem pérhuzamosak s kivzis kezdo-
32 ABCD parslelograme fesae Ki (d. bra),
DB =d-b Az ABC és ABD hirom-

A harmadik oldalak koziil az a rovidebb,
isebb szog van, ezért | @ + bl <|a - b| pon-
tosan akkor teljesiil, ha ABCE < BAD<. Mivel a ket szbg az ABCD paralelogramma AB oldaln
nyugszik, ezért dsszegik 180°, ezért ABCE < BADS akkor és csak akkor teljesill, ha az ABCS
hegyesszog és BADS tompaszog.

Eredményeinket Ssszefoglalva azt kapjuk, hogy az |d+ bl <[ - b sszefiigaés akkor és csak
akkor teljest @ és b vektorok tompasziget vagy egyenes ak be egymdssal.

| haaz @ zdget i

Geometriai transzforméciok — megoldasok

@ a) A két hiromszog nem feltétleniil egybevigs.
b) Akét hiromszog nem feltétleniil egybevigo.
¢) Akét hiromszog egybeviigo.

d) AKét hiromszog egybevige.
G a) Akét téglalap egybevigs,
b) Akét téglalap egybevigo.
) Akéttéglalap egybevigs.
d) Akét téglalap nem feliétieniil egybevigo.

@73 a) A két paralelogramma nem feltétleniil egybevago,
b) Akét paralelogramma nem feliétleniil cgybevigo,
¢) Akét paralelogramma egybevigd.

d) Akét paralelogramma egybevigo.

@7 a) A két rombusz nem feltétlenil egybeviige.

b) Akét rombusz egybevigé.
) Akét rombusz egybevigd.
d) Akét rombusz egybevigo.




€7 a) Az AEF, ECD, CAB hiromszogek egybevigok egymd

a) Mivel az ADE, DCH, CBG, BAF hiromszigek egybevigok
és

MEGOLDASOK - 9. EVFOLYAM

sal
(az O kzéppont Korill forgatdssal vihetok egymésba). Ebbol 7 £
ad6déan AE = EC = AC, azaz.az AEC hiromszg szabilyos.

b) Az AEC héromszog, valamint az ABCDEF hatszog terii-

letének ardnya 1:2. Ez azonnal beldthaté, ha behizzuk A 0
az OA, OC., OF szakaszokat. Ezzel a hatszoget hirom
egybevigd rombuszra osztottuk. Az AEC hiromszig oldalai

Ik egy-egy ilyen rombuszban, fgy megfelezik a rombuszok
teriiletét

és egyenl szdriak, ezért szdraik megegyeznck, ami igazolja, @ @

hogy a kialakulé EHD, GHC, FGB, EFA hiromszogek szintén "

egyenl szirtak. Mivel az utGbbi hiromszdgekben a szirszog

90°~ 2.1, ezért e hiromszisgek pironként egybeviigok. by d

Megmutatuc hogyaz EHGF négysag négyue. Aveigic
. o

hdromszogek alapon fekvé szogeit a-val. Ekkor egyszerd A

sabguabiolds mitajs, hoty sz egyenls szich ZHD hromastghen EDIf% =902

& 5°+ a. Ugyanigy ithatjuk be, hogy A 5°+ o szintén teljesii Vegul

az ADE egyenl sz hiromszbgben DEA% = 180°~ e Szdmoljuk
E csiesind kialakulo szoget:

HEF& =360°-2-(45° + @) - (180°~2- ) = 90°.

Természetesen ugyanilyen médszerrel megmutathat, hogy a négyszog tbbi szoge is 90°-o0s,
ezértaz EHGF négyszbg valdban négyzet

b) Az fbrén bejelolt egyenesek az dbra tikirtengelyei, fgy Gssze-
sen 4 ilyen egyenes van.

) Az dbrin szerepl6 két négyzet kozos kizéppontia korili
k-90°0s (k € Z) forgatisok az dbrdn szerepld alakzatot
onmagdba viszik dt.

2 EHGF négyszog

Tiikrozziik az ABCD trapézt BC szdrdnak F
felezopontjdra. A tikrozés sordn a B és C csi-
uok helyet cserdloek, 2 BD 41 itmegy
zakaszba. Az dbra jelol haszndlva
mmauuk hogy az AD'C hiromszoyg oldalaira
a+c. AC=e (a trapéz egyik dlja).
o  (a trapéz misik 46ja).
A hdromszdgben birmely két oldal dsszege nagyobb, mint a harmadik oldal, ezért AC + D'C > AD,
iz ¢+ >a+c. Tekintettel arra, hogy a trapéz kzépvonaldnak hossza az alapok hosszénak

szimtani kozepével egyenl, ad6dik, hogy e +f > 2+ k, amibdl valoban azt kapjuk, hogy

2L
2
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EGYBEVAGOSAGI TRANSZFORMACIOK

Az mm j:lhléeil haszndilva beldthatjuk, hogy az AEG, BFE, CGF
dromszdgek caybevigok cgymdssal. Ehhe csak amyit kell ézre-
ek, hogy a hitomsatgekben kétkét oldal (. AE = BF,
AG = BE), valamint az ltaluk bezdirt sz0g megegyezik (ez ut6bbi
indhirom setben 60°). A7 esybovdzcdahol Kovetkesi, hogy
A hiromssbgek harmadik odala s mogegyerik, ami igoz0l, ¢
hogy az EFG hiromszog szabdlyos.

a) Az ABC hiromszdg CT magassiga két egy-
bevigo, derékszogii hiromszogre bontja
a hiromszoget. Megmutatjuk, hogy az AGI
¢s BEH haromszogek egybevigoak a kelet-
kez6 héromszogekkel.

Az ACT hiromsziyg dtfog6ja egyenl6 az ABC
hiromszig a oldaldval, tovibbd hegyes-
szigei 60°, illewve 30%osak. Az AGI és BEH
héromszogek dtfogdja szintén a hosszisdgd,
tovibbd az A, illetve a B csiicsokndl 16vG hegyesszogeik 180° - 90° — 60° = 30°%osak, ezért
a két haromszog valban egybevigd az ACT hiromszdggel.
Az egybevigdsaghol kovetkezik, hogy a tov:
A =m, illewe BH=CT'

b) Az ABC hiromszog koré irt kor kizéppontja illeszkedik az AB oldal felezGmerdlegesére.
Mivel TH = TB+ BH = TB + m, valamint TI = TA + Al = TA + m, tovibbd TB = TA, ezért
a T pont nemesak az AB. hanem a HI szakasz felezGpontja is egyben. Ekkor azonban
az AB szakasz, valamint a HI szakasz felezmerdlegese egybeesik, igy az ABC hiromszog
Koré it ko kozéppontja valdban illeszkedik a HI szakasz felezomerlegesére.

¢) Haaz ABC hdromszdg hegyesszogd, akkor
az AIG hiromszg egybevigd a CTA hirom-
szbggel. tovibbd a BEH hiromszog egybe-
vigé a CBT hiromszoggel. Ennek igazold-
sthoz vegyik észre, hogy AG = CA, mindkét
hiromszog derékszgd, 1GA% = TACS = a,
mivel a szogek szdrai pdronként merdlegesek
egymdsra, é mindkeus hegyesszog (merdle-
ges szt szgpin). O azt kaptuk,
hogy az AIG ésa CTA hiromszogekben két-
ket szosg egyenld, tovdbbi a nagyobbal szemkiszti oldalak is megegyeznek, tehdt a két hiromszog
valdban egybevigs egymssal.
Ekkor viszont a tovibbi megfeleld oldalaik is megegyeznek, azaz Al = CT = m, és éppen ezt
kellett bizonyitani. Ertelemszerd modositdsokkal igazolhato, hogy BH = CT=m szintén
teljesiil.
A b) feladat dllitdsdnak igazoldsdhoz elegendG arra hivatkoznunk, hogy az AB szakasz
felezGpontja ugyanolyan tévolsdgra van az I ponutdl, mint a H ponudl. mivel Al = BH.
EDbol kovetkezik, hogy az AB szakasz és az IH szakasz felezomerdlegese ezittal is egybeesik,
és fgy az ABC hdromszog koré ithat6 kor kozéppontja illeszkedik az IH szakasz felezomers-
legesére is.

s megegyeznek, azaz

2]

m.

S’
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@) Az FH szakasz kizépvonal a BCA hirom-
é

szogben, ezért 2

BC

=5 i
A GI szakasz. kozépvonal a BDC hirom- e
szogben, igy w
G1="2. 2

A BDC hiromsatg sabllyos, et 5D = 5C,
amibol kovetkezik, hogy F/ Hason- U
16an lathatd be, hogy JH (,F Lnthnquk.
hogy az FHJ és FGI hiromszogekben két- i ¥ &

ket oldal megegyezik. Megmutatjuk, hogy az
egyenls oldalak dltal kizrefogott szdgek is megegyeznek, amibdl azonnal kévetkezik, hogy a két
hitomsz6g cgybevigd. Haszniljuk fel, hogy az ABC hiromszog HF kozépvonala pihuamos
a BC oldallal, amib6l kivetkezik, hogy AHFS = ACBS onl6.
mondhat6 a hiromszdg GF kmepv(m'
jesill. Vegyiik észre, hogy az A
Kizépvonalak a megfeleld szabilyos. hiromszgekben. A trapéz szdrdn fekG szogel 180°ra
egészitik ki egymist, an 2 hosszabb alapon fekva szogek 60°osak.
it AR~ B F FGI%, amit bizonyitani akartunk.
Megjegyezzi, bogy ha 7= 05 akkor /HF« FGI% = 180°, ami mutatja, hogy ebben az

esetben mindkét héromszd
) Az el bsonyiotak al.\pﬂn a FHI

és FGI b ybevagok, amibsl €
azonnal kovelkeﬂk. hogy az FIJ hiromszog
cayenl szir, és FJ = FI. Tekintsik a CJI
héromsziget. Mivel J az EC oldal felezs-
pontia, ezért JC = HC = GF, és hasonléan
CI'=GI. EgyszerG szogszimolds mutatja,
hogy

JCIE= 60+ 7+ 60°= 120°+ 7.

Kordbbi r:redmenyunk dmwn JCIE=FGI, J
ezért a JCI & romszogekben
Kétkét oldal, et 2 ok ot i G B
szogek megegyeznek, és ebbdl adédan
a két hromszog egybeviigs egyméssal. A haromszogekben ekkor a harmadik oldalak is meg-
cgyeznek, azaz JI = . tehit az FIJ hiromszog valSban szabdlyos.
Amennyiben az ABC hiromszog szabiilyos,
gy az FIJ hiromszog egybevigs az ABC . 4 3 , o
hiromszoggel, amint azt az dbra is mutatja.
tben az FI oldal -

példaul Pitagorasz tételével kis:
molha(o ' F1J hiromeros maga
ighol a terilete:

a3

dga, majd
ama

7=

m=




EGYBEVAGOSAGI TRANSZFORMACIOK

a) A feladat Pitagorasz tételének egy kevésbé
‘eyakori, geometriai transzformécidkkal dol- L
goz6 bizonyitdsdt kéri. Az dbra jeloléseit
haszndlva megmutatjuk, hogy a befogékra
rajzolt négyzetek részeibol dtfedés nélkil,
hézagmentesen kitolthetd az dtfogora rajzolt -
négyzet.

Az iitfedéshez eltoldsokat haszndlunk fel; .
az IMOL négyszgeta WRGS nq.y\zu;he g
az MCJO négyszoget a TXSB n 3 = b
az OJBK négyszoget az AUYT n«.nyszogbc. ¥
az LOKH négyszoget az UFRV négyszisgt
és végill az EACD négyzetetaz YVWX négy-
zetbe visszilk dt.
Vizsgdljuk elGszor a BC befogdra rajzolt
négyzetet. Az O pont korili 90°-os forgatds a
anégyzetet nmagdba viszi i, az O-n dtmend o # 5
Két merdleges egyenest pedig egymisba.
EDbol kovetkezik, hogy a két egymisra merdleges ,vigds” négy egybevigd részre bontja
anégyzetet.
Ezutdn toljuk el az IMOL négyszoget a WRGS négyszogbe. Mivel MO és OL merdlegesek
caymisra, ezért az eltolds megvaldsithatG; az R pontaz FG, az S ponta GB oldalra lleszkedik.
Toljuk most az LOKH négyszoget az UFRV négyszogbe. Ez pontosan akkor tehetd meg, ha
MU + o AB. Ez azonban teljesiil, hiszen az ABKM négyszog ~7=mkdni oldalai pérhuza
mos ez anégyszog paralelogramma. Ebbol kovetkezden = AB, vagyis a két
mw hossrinik Gsszege valban kiadja a hiromszdg dtfogdjdnak hosezi, Mivel 11 6 K
ak, ezért eltolt képeik is parhuzamosak, ami igazolja, hogy a V' pont illeszkedik
az RW szakaszra, azaz az R pontndl sem hézag, sem dtfedés nem alakul ki.

Ezutin toljuk az MCJO négyszdget a TXSB négyszogbe. Ahhoz, hogy ez megtehetd, meg kell

mutatnunk, hogy LJ = LO + 0J = AB. Emlitettik, hogy az O kiriili 90°-os forgatds az O-n

dtmenG merdlegescket egymdsba viszi 4t, amibol azonban az is kivetkezik, hogy LJ elforgatott

képe MK, ezért LJ = MK. Mir littuk, hogy MK = AB, igy LJ = AB is teljesiil. Megjegyezziik,
hogy az S pontndl ugyanigy nem alakul ki sem dtfedés, sem hézag, mint ahogy azt mdr
az R pontnil littuk.

Az eddigiekbd] mdr az is kivetkezik, hogy az OJBK négyszoget az AUYT négyszogbe tudjuk

tolni tigy, hogy az ABGF négyszog oldaiai mentén schol nem alakul ki ditfedés és héza

Azt kell még megmutatnunk, hogy az EACD négyzetet az YVWX négyszigbe lehet tolni. Lattuk,

hogy az ABKM négyszog paralelogramma, és fgy BK = AM, amibol egyszertien adédik, hogy

BK -MC =AM -MC =AC.
Mivel a mdr ismertetett eltoldsok a BK szakaszt az YT szakaszba, az MC szakaszt pedig
az XT szakaszba viszik ft, ezért
YX = YT~ XT'= BK - MC = A
HaSouln L, Hogy s XYY exyeat (ot o
részt az eltolds minden szakaszt Gnmagdval pi az YT
és ar UV Srakasrok hajliseroe mescayerik o LI Srakasrok hlissogével Er uidbbi

Kkett6 szakasz viszonta BC oldali négyzet két szomszédos oldalira lleszkedik, gy merdlegesck

egymésra. Ez bizonyitja, hogy az XYVW rombusz négyzet, amely egybevigé az EACD négyzettel.

AC-vel egyenl et b
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b) Joval egyszertbb az egyenls szind derékszogd
héromszog esete. Ekkora BC befogdra rajzolt
négyzet nem négyszogekre, hanem egyenld
sz derékszigh hiromszogekre esik szét.
Az dudarabolds azeset-
ben is mikodik, amit az aldbbi dbrdn meg-
jelenitet segédvonalak szépen szemlélietnek.

Vegyes feladatok — megoldasok

a) Szbgeinek nagysdga szerint hérom ilyen deltoid létezi
L. megoldas: 80% 80% 30°, 170°;
IL megoldds: 30% 30% 807, 220
11 megoldds: 125° 125° 80°, 30°.
b) Szbgeinek nagysdga szerint két ilyen delioid Iétezik. A szgek az egyes esetekben:
1. megoldds: 100°, 100°, 40° 120°
IL megolds: 110% 110% 100° 40°

Ha a szimmetriatengely két oldaldn 40°-os szogek vannak, akkor nem kapunk deltoidot, mivel
anegyedik szogre 180° adodna

A szogek az egyes esetekben:

WE A négyszog szogeiz 30° 30° 150°, illetve 150°
€ED Mivel 288° =

a) igen; b) nem; <) igen;
d) igen; e) igen.

12249 ezért az dllitds igaz.

D A téglalapok, illetve a rombuszok.

Van ilyen nyoleszog. Az dbrin egy négyzet oldalainak negyedeld-
pontjait kitoiiik Gssze. A kapott nyoleszig nem
szabilyos, ugyanakkor a négyzet kozéppontja korilli 90°-os
forgatds Gnmagdba viszi it
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» 2
P 7\
€70 a) Kozéppontosan szimmetrikus konkdv négyszog nem létez

mivel egy ilyen négyszognek szikségképpen két konkdv
szioge is lenne, igy a bels szogeinek dsszege nem Iehetne
360°

b) Kozéppontosan szimmetrikus konkdv hatszog Iétezik. Tlyet
kapunk példiul, ha az dbrin is lithato modon egy trapézt
kozéppontosan tiikroziink rovidebb alapjnak felezdpontjdra.

) ) Haaz ABC hiromszoget tikszziik AB olda-
ldnak F felezGpontidra, akkor a kapott BCAC"
paralelogramma oldalai a és b, egyik dtldja
2.5, hosszisigd. Ezek alapjdn a szerkesztés
1épésci a kovetkezok:

1. Megszerkeszijiik a BCC® hdromszoget,
melynek oldalai ismertek: a, b és 25,
2. Megszerkeszjiik a CC’ szakasz F felezo-
pontjit.
3. Tikrozzik a B pontot az F pontra, igy kapjuk az ABC hiromszog hidnyz6 A csiesdt.
b) HA lukruuuk az A pontota BC oldal G felezSpontjéra, akkor
mszog két oldala és egy szoge ismert, hiszen az
AC négyszg paralelogramma, amibol kovetkezik, hogy
ACA< = 180°— q.. Ezek alapjin a szerkesziés menete a kvet-

kezd,

1. Az adott A akasz C végpontidhoz felmérjiik a
nmu o nagysiigi szoget.

2. Az A pont - mint kaéppont kol — 2.5, sugard kort

Py

5 Akt 1 lipbben reetiiet gl imeles
azA po

4. az AA szakasz G 0 at

5. Az ABC hiromszog hmny;() B esiicsit a C pont G-re
vonatkozo tikrozésével k:

) Azadott m, szakasz nemesak az ABC hirom-
szognek, hanem az AC'BC paralelogram-
ménak is magassdga, ahol C*a C pontnak
az AB szakasz F felezGpontjira vonatkozoé
tiikorképe. A szerkesziés menete ezek alapjdn:
1. Azadott AC = b szakasszal, att6] m, tivol-

sdgra, parhuzamost szerkesztiink. A pir-

huzamos tartalmazza a B és C* pontokat.
2. A C’ pontota C kizéppontd, 2s, sugard kor metszi ki az 1. pontban szerkeszet parhuzamosbol.
3 ik a CC" szakasz F

4. A B pontot tigy kapjuk, hogy az A pontot tikrizziik az F pontra.
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llva a szerkesztés lépései a kivetkezok:

1. Felvessziik a BC egyenest, majd kijelolink rajta egy tetszdleges B pontot

2. A BC egyenessel, attl m, tavolsigra, pérhuzamost szerkesztiink (e), amely tartalmazza
az A é C* pontokat

3. Megszerkeszjiik a B kozéppontd, b sugard k kort.

Az e egyenes és a k kor metszéspontjaként megjeloljiik a C” pontot.

Megszerkesztjiik a C* kiszéppontd, 2+, sugard ¢ kort.

Megjeloljiik a ¢ kor és a BC egyenes C metszéspontjdt.

jiik a CC” szakasz F 0l jt

© o

[N

*

Ahidnyz6 A estesot tgy kapjuk, hogy a B pontot tikrozziik az F pontra.

Haaz ABCD trapézt BC szdirinak E felezGpont-
jéra tikrozziik, akkor az dbra szerinti ADAD.
paralelogrammit kapjuk, amelynck AD' oldala
az adot kozépvonal hosszanak kétszerese. Ezt
az észrevétel felhaszndlva a szerkesziés konnyen
elvégezhetd. A szerkesztési lépések leirdsa sordn
az dbra jeloléseit haszndljuk.

a) 1. Megszerkesztjiik az AD'=2-k hosszlsigi szakaszt.
drhuzamost szerkesztiink az AD' szakasszal, att6l az adott magassdggal egyenl tivolsigra.
3. A trapéz D estiesit az A kizéppontd, d sugard kor metszi ki a 2. lépésben szerkesztett
pérhuzamosbol.
a DI szakasz E ji

2

5. Atrapéz B csiesit az E kiszépponti g sugard kor metszi ki az AD' szakaszbl.

6. Atrapéz hidnyz6 C csiesita BE egyenes, valaminta 2. Iépésben szerkesztett pérhuzamos
metszéspontjaként szerkeszthetjik meg.

b) 1. Megszerkesztjik az AD'= 2k hosszsigd szakaszt.

Pérhuzamost szerkesztiink az AD szakasszal, a6l az adott magassiiggal egyenld tivolsdgra.

Az AD’ szakasz A végpontjdban felmérjiik az AD és AB oldalak dltal bezirt szoget.

A 3. Iépésben szerkeszett szogszir kimetszi az AD' egyenessel pérhuzamos egyenesbol

a D pontot.

B =

a DD’ szakasz E ji

. Az E ponton t olyan egyenest szerkesztiink, amely a BC és BA oldalak ismert szigét
zitja be a BA oldailal.

. A 6. Iépéshen szerkesztett egyenes kimetszi az AD' szakaszb6l a B csiicsot, az AD-vel

pirhuzamos egyenesbdl a C cstcsot.

£y

£y

¢) 1. Megszerkeszijiik az AD'C hiromsziget, melynek oldalai ismertek: AD' a kizépvonal
Kétszerese, masik két oldala az ABCD trapéz egy-egy dtlgja.

A B csiicsota C kizéppontd, b sugari kor metszi ki az AD' szakaszbol.
Megszerkesztjiik a BC szakasz E felezGpontjit.

4. A D esiicsota D" pont E kozéppontra vald tikrozésével kapjuk.

w e
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€ZE) Az dbra, és igy a belsd™ hatszdg is forgdsszimmetrikus az eredeti hatszog kozéppontja ko
k-60%0s (k € Z) forgatdsokra nézve, ezért a kialakuld ,,belsG™ hatszdyg is szabilyos.

B0 a) Az dbra, és igy a kozépen kialakulé négy-
szog is roms;zunmcmm mutat a négyzet
kozéppontja kol k-90° € Z) forga-
tisokeanésve,ami csok ligy Iehelwge\ hogy
a,bels6” négyszog is négyzet, Mivel szakasz.
& elforgatott képe egymissal a forgatds
sz0gét zirjdk be, ezért példdul DE mer6-
leges CH-ra, tovibbd CH merSleges GB-re,
amib6l az is kovetkezik, hogy DE és GB
pirhuzamosak. Ekkor viszont a DLKG négy-
szogben DL és GK pirhuzamosak, ezért
a négyszog trapéz. amelyben az LK szr
merdleges az alapokra. HasonlGan lithat6 be,
hogy a CKJF, BJIE, AILH négyszogek is
ugyanilyen tulajdonsdgiak.
Forgassuk ¢l a H pont koril a DHL derékszigd haromsziget 180°-kal; ckkor a H pont helyben
marad, D képe A, L képe L' (1d. dbra). Megmutatjuk, hogy az LLIA négyszog négyzet.
Ehhez elGszr is vegyiik észre, hogy a HL szakasz parhuzamos az AF szakasszal, tovibbd H
a DA oldal felezGpontja, ezért HL egyben az AID hiromszig koz«.pvonala is, igy HL hossza
Al hosszinak fele. Az elmondotiakb6l kovetkezik tovébbd. hogy L = Al valamint
TAZ LD 11, exéras LLIA négyszog szemkozti oldalai egyenls mmmk fgy LLIA para-
Ielogramma, Mistészta négyszdg L esdesinl 90°-os szdg van, fgy természetesen téglalap is
ceyl

n.
Végil vegyiik észre, hogy az ABCD négyzet kizéppontja Koriili 90°-os forgatis a DL szakaszt
Al ks vl e e I - Al ittt 1D, = i, bl L= Al el B o
mutata, hogy az LLIA églalap két éd an négyzel.
Ha ehhez hasonléan az AEI, BFJ, CGK Imomsmgckcr is nso‘t al cucmquk a megfelels
oldalfelezs pontok kil akkor ezzel az ABCD négyzetet ot egybeviigé négyzetté daraboljuk dt.
Ez viszont azt jelenti, hogy az IUKL és az ABCD négyzetek teriiletének ardnya I :5.

Tmlm érelének meg’ordl sa alapjin az ABC
omszog C csiicsaaz AB dtfog
e rajzolt kéron taldlhato, amibol az Kovet-

 logy a2 AOC hiromsad egyenl soind
(OA = OC, mindkettS a Thalész ).
7 czyenls szir héromszDg alapidn wEyan-
akkora nagysigd szogek taldlhatdk, emiatt
CAO% CO4% = e, ebbdl kivetkezden az AOC
Mooty Kl ge OB w21 el
Ha az ABC hiromszo

rizziik a C pontotaz AB egyenesre. A Kapott
CC0 hiromszsg minden oldala 2-m hosszii-
sdgi, ezért a hiromszog smb&lyos A CO ésa C'O oldalak a tikiozés AB tengelyével ugyan-
akkora szget zimak be, ezért 2- =307, amibdl az ABC haroms Ggei mir kinnyen
szamolhatdk: 15° illetve 75°
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A m.omwog alapjdhoz it kor kozéppontja (Q) a hiromszdg
61 indul bels6 szogfelezore, tovibbi a masik két kiils
Cinek stbgfclestire 1 Mlesskedik. Ha a O pontnak az alap
egyenesére vonatkozo tikirképe egybeesik a hiromszog koré irt
Kor O kozéppontjaval, akkor az AQ, BO, A0, BO szakaszok
indegyike  hitomsat Ko i o sugarival egyenls howz'
sdgu, igy az AQBO négyszig rombusz. A r
a2 6k mesfelezk,erért OABS = BAS = . Mivela O pont
22 ABC hiocnat A excsind] s bl ang (elez6]ének egy
pontia, ezért a killsG szog nagysdga 2- c, igy C hiromszog
alapon fekvG szogei 180°~2- o nagysfguak. Euymm szog-
szdmolds mutatja, hogy a hiromszog szirszogére:
ACB% = 180°~ 2+ (180°~ 2 ) =4+ ot 180°.
Vegyik ez ugyanskboc, bogy CAO% = 190°-3: , & el
ACO hiromszdg i egyenlG szdrd, ezért
80°-3- .
imolva azt kapjuk, hogy
60

ACOd =CA0%
Ebbdl a hdromszog szdrszogét
CB%=2-(180°-
Az ABC hiromszog szdrszgére kapott két eredmény bsszehas
40~ 180°=360°~6-
4o

A héromszosg szogei ennek megfelelen:
= CBAS=72° és ACB&=36"
A két hdromszisg kivzos része szabdlyos hatszog. Ehhez elbb
megmutatjuk, hogy szogei megegyeznek, majd uténa hogy
oldalai is egyenlok.
Mivel s sl orkn akass s kigephizams egyoidie
ezért BC’ és BC egyarint 60%-0s szoget iz ABC szab
Iyos hiromsz6g AB oldaldval (1d. dbra). Ebbél KovetkezGen

Hasonldan beldthatd, hogy a hatszog minden ge 1200
Az ERGHI) batsang nyildnalésn Kakppontoen shme
rikus, kozéppontja az ABC h: ki

ponga. A szimmetridbol kovukcuk hogy szemkozti oldalai megegyeznek, azaz EJ = HG,
EF= anakkor a CC" ceyenes kivis szimmetriatengelye a hatszdgnek, tovibba
a1 ABC é ABC hitomszogeknek. A Iengel etkezményeként EJ = FG.
A BB’ egyenes is megillapit-
ok, oy a hatszog oldala i megu-yel.mk b6t adbacun hatszog szabilyos.

@D Ha a hiromszog magassdgai m, = 5 em, m, = 10 cm, m, = 15 cm, akkor a hdromszog teriletét
hiromféleképpen kiszdmolva azt kapjuk, hogy
a:5_b:10_c-15
2 2 z
Ekkor b+c=t-a+toa=2
275" g
hédromszog nem létezik.

a<a, igy nem teljesil a hiromszig-cgyenlGilenség, ezért ilyen
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a) Az ABCD négynl 0 kazéppnm,a khrhli ‘JU”rm forgatds az
ABK i i

0 c
a CDM hi |mm\m§ghe Vi mm\zdgcld AN hirom- A
sziigbe, miga DAN hdromszoget az ABK hiromszogbe vis:
Ebbol Kiwetkerik, hogy a KLMN néaysrie foredsorimmet . N,
sk a2 O pont kicl 90°on forgacacs e Egyeten J
ilyen tulajdonsigd négyszog van, a négyze!
)1
0 ]
b) Jeloljik x-s7el a KLMN négyzet oldaldnak hosszft. Ekkor B “
anégyzet dtldjira 7
Ha a KM egyenes az ABCD négyzet AB és CD oldalt
a T é P pontokban metszi (Id. dbra), akkor a KT szakasz X w |10
az ABK szabilyos hiromszog magassiga, ezért
5 4
KT=10-23 543, .
amib6l A 5

=10-KT=10-5-V3,
A PT szakasz ugyanolyan hosszi, mint az ABCD négyzet oldala, tovibbd
PT=PK+KM+MT=2-PK+x-\2.
Felhaszndilva. hogy az imént PK-t mdr kiszémolwk. valamint hogy az ABCD négyzet oldala
10 cm, azt kapjuk. hogy

2:(10-5-V3)+x-2

x=5-2-(V3-1)=5,18.
A KLMN négyzet oldala tehdt koriilbelil 5,18 cm hos

A feladatok megoldasdhoz hasznosak lehetnek
akovetkezs szrevételek. Ha az ABC hirom-
sziog A esiiesita C pont koril elforgatjuk gy,
hogy a kapoit A pont illeszkedjen a BC oldal
C-n' uili meghosszabbitsira, akkor a kapott
BAA hiromszoghen BA = a + b, tovbbi az
AAC hiromszig cayenl szdrd, amelynck cbbl
kifolydlag C estcsa illeszkedik az AA' szakasz
felezomerdlegesére.

Vegyiik még észre, hogy az AAC egyenld szir hiromszogben a C cstesndl I6v6 kils6 szog a nem
szomszédos belsG szogek dsszegével egyenld, amibol kovetkezik, hogy

AACE = AACK = %

A megolds minden esetben a BAA hiromszg szerkeszthetGségén alapul.

275




MEGOLDASOK - 9. EVFOLYAM

a) A szerkesztés lépései:
1. Azadott a+ b hosszisigd BA' szakasz6l S S

m, tivolsfgra pérhuzamost szerkesztiink.

2. A B csiicsban a BA' szakaszra dtmdsol-

¢ 9
juk az adott B szbget. Mo

3. Alapot szogeir a BAvel pithuzamos >

egyenesbdl § 0 3 0 *

hdromszig A csiics
4. Az AX szakasz felezomerdlegese kimetszi a BA' szakaszbol a hidnyz6 C esicsot.
A kapott ABC héromszig a feladat feltéieleinek megfelel. A feladatnak minden esetben egy
megoldsa van.
Ezzel egybeviigé megoldist kapunk, ha a pirhuzamost, valamint a § szoget a BA' szakasz
masik partjn is megszerkesztjik. A két hiromszog a BA' egyenesre vonatkozd tengelyes
tiikrozéssel vihetd dt egymisba.

b) Aszerkesztés 1épései:
1. Az adott a+ b hosszsig BA' szakaszt6l m, tivolsdgra pirhuzamost szerkesztink.
2. B kizépponttal, ¢ sugdrral kirt szerkesztiink.
3. Akor kimetszi a BA-vel pérhuzamos egyenesbl a hiromszog A esicsit.
4. Az AA' szakasz felezomerlegese kimetszi a BA' szakaszb6l a hidnyz6 C csicsot,
Afeladatnak 0, 1,2 megolddsa lehet, attdl fiigaden, hogy a B kozépponti kr milyen helyzetd
a BA-vel pérhuzamos egyenessel.
Tovibbi megolddsok adédnak, ha a metszéspontokat a BA' szakasz mdsik oldaldn is

megszerkesajik. Az gy ad6ds megolddsok a kordbban megkapott megolddsok BA egyenesre
vonatkoz6 tiikorképei.

©) A szerkeszés lépései:
1. Az adott a + b hosszt

gt BA' szakaszt6l m, tvolsagra pérhuzamost szerkesztiink.

2. Az A cstiesban a BA' szakasszal L nagysiigi szoget bezdro félegyenest szerkesztiink.

3. Akapott félegyenes kimetszi a BA-vel pirhuzamos egyenesbdl az A csticsot.

4. Ahdromszdg hidnyz6 C esicsit az AA szakasz felezGmerdlegese metszi ki a BA' szakaszbol.
A feladatnak minden esetben | megoldsa van

A Kapott megoldds BA" egyenesre vonatkoz6 tiikorképét megkaphatjuk, ha a pérhuzamost,
valamint a szdget a BA® szakasz misik oldaldn is megszerkeszjiik.

d) A szerkesztés 1épései:
1. Azadott a+ b hosszisigi BA' szakasz B csdesdhoz dtmésoljuk a 8 nagysigd szoget.

2. Az A csiiesbana BA' szakasszal L nagysiigi szoget be:

6 félegyenest szerkesztiink.

3. A két szerkesztett szdgszdr metszéspontjaként megkapjuk a hiromszog A ¢
4. Ahdromszog hidnyz6 C esiesit az AA szakasz felezGmerdlegese mets
Afeladatnak 1 megoldisa van.

Amegoldis BA egyenesre 6 épe haa frakat a BA' szakasz
misik oldalin szerkeszjiik meg.

at.
i ki a BA' szakaszbol.
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Jeloljiik a ket telepiil

A-val é B-vel, tovibbd legyen ASTB
gy olyan it Kt telepulés Kozot, amelynek ST darabja az -
pilydra merdleges (Id. dbra). Toljuk i az A pontot az
vektorral. Ha az eltolt pont A’ akkor az AATS négyszog pml&
logramma, ezért az ASTB torott vonal hossza megegyezik
az AATB (orott vonal hosszival, igy a feliételek szerint ennek
hosszt kell a lehetd legrividebbnek vl ink. Mivel a sz6ban
forg6 rott vonalban az AA’ szakasz az S pont helyzetétGl
iggetlenil mindig ugyanakkor, ezt legends az AT st
vonal hosszit minimalizlnunk, ahol a T pont az autGpilya B-h
Kaelebbi htirvonldn vilosk. Togyt fl, hogy o hairvonalbol az AB sraki
metszi ki. Ekkor AQ + + TB ahiromszig-cgyenldtlenség miatt, ami mutatia, hogy
az AQB {6t vonal” hossza b vy i nagyobb, mint az ATB torott vonal hossza, akirhol is
vessziik fel a 7 pontot (Q és T persze kiilonbozek). Utdbbi észrevételiink lehetdséget ad a szer-
kesziés elvégzésére.

1. Toljuk el az A pontota ¥ vektorral, jeldljiik az eltolt pontot A-vel.

2. Jeloljitk meg az AB szakasz és az auépilya B-hez kivzelebl
3. Allitsunk merdlegest a Q ponton it az aut6pdlya hatdrvonalaira.

4. Az iménti merdleges kimetszi az A-hoz kizelebbi autépélya hatdrvonaldbsl a P pontot.
5. Az APQB orott vonal megfelel a feladat feltételeinek.

2 a Q pontot

A megoldishoz toljuk el a p egyenest az AB-ral, majd a megfeleld K pontot vagy pontokat
akapott p’ egyenes és a k kor metszéspontja(iként szerkeszthetjiik. A K pont(ok) ismeretében
a PK szakasz misik végpontja a K pont BA-ral torténd eltoldsdval szerkeszthetd. Tovabbi
megoldist vagy megoldisokat kaphatunk, haa p egyenest nemesak az AR, hanema BA vekior
mentén s eltoljuk. Az fgy kapott egyenest az dbrikon p” jeloli

Ezittal a megolddsok szimanak elemzése okozza a legtobb nehézséget.

Ha az eltolt egyenesek egyike sem metszi Haazc,y‘k eltolt egyenes érintia k kort, a misik
a k kort, akkor a feladatnak nincsen megoldisa. akkor | megoldst kapun}

Ha az egyik eltolt egyenes két pontban metszi  Ha az egyik eltolt egyenes 2 pontban metszi,
a k ko, a misik elkerdl, akkor két megoldst a misik érini a k Kori, akkor hérom megoldds
kapunk. Szintén 2 megoldis adédik, ha mindkét  adédik.

eltolt egyenes érinti a k

.
Veégiil négy megoldst kapunk, ha mindket eltolt egyenes 2 pontban metszi a kort.

217




MEGOLDASOK - 9. EVFOLYAM

a) Abeirt és koriilirt korok kozéppontia csak a szablyos hdrom-
szogben esik egybe. Jeloljik az ABC hiromszog befrt és
Koriilrt krének kozos kozéppontjdt O-val, beirt korének
sugarit r-rel, korilirt korének sugardt R-rel. Ha a beirt kor
ahéromszog oldalait az dbra szerint a T, P, O pontokban
érinti, akkor az AOT, BOT, BOP, COP, COQ hiromszigek
mind egybevigéak egyméssal, hiszen mindegyik derékszogd,
tfogdjuk hossza R, egyik befogdjuk hossza . Ezek alapjin
az ABC hiromszdg oldalaira es6 befogdik is megegyeznek:
ennck hosszit az dbrdn x-szel jeloltitk. Lithatjuk, hogy
az ABC héromszog minden oldala egyenlG hosszisdgd, igy a hiromszog valdban szabdlyos.
) Astlypont s cagaseigpont sk bl hiomsatgben
esik egybe. Ha ugyanis a hdromszog siilypontja és magassag-
pontja azonos, akkor a silyvonalak egyben a megfelels
oldalhoz tartoz6 magassdgvonalak is, amibol kovetkezik,
hogy bérmely magassdgvonal megfelezi a hérom:
feleld oldaldt. Ha viszont az ABC hiromszig CF magas-
sigvonala megfelezi az AB oldalt, akkor az AFC és BFC amm
derékszogi haromszogekben a befogék megegyeznek, igy
akét hiromsabg egybevig, amibdl azonnal adédk, hogy
ABC hiromszog egyenl szird. Mivel
barmely mdgmmgvunuldl kivilasztva azt kapjuk, hogy a magassdgvonalat kézrefogé oldalak
megegyeznek, ezért a hiromszog valoban szablyos.
¢) Haaz ABC hiromszisgben a silypont egybeesik a kit kor
Kkozéppontjdval, akkor a hdromszog szabdlyos. Ugyanis ha
S siilypont és a kiriilirt ko kozéppontia is egyben, akkor
indkettS a oriilirt kor sugardval cgyenlG.
romszogben igy két oldal egyenlG, teht a hdrom-
szog egyenld szird, amibol SAB% =
BS egyenldségnek egy tovibbi kivetkezményeként
az AF & BG silyvonalak is megegyeznek, hiszen a sdlypont
asdlyvonalat 2: 1 ardnyban osztja, ezért mindkét szakasz
misfélszerese a koriilirt kor sugardnak. Ekkor a BFA és AGB
hiromszogekben két-két oldal megegyezik (AF = BG és AB koziss oldal), tovibbi az egyenls
oldalak dltal bezirt szdg is egyenld, ezért a két hiromszog egybevig egymdssal. Ez azt is
jelenti, hogy AG = BF, amibdi AC = BC kivetkezik, azaz az ABC hiromszg egyenld szdrd.
Mivel hitomsabginkben bimely kit silyvona egyenls hossdsdgi, czén ugyanez érvényes
az oldalakra s, amibol tényleg kvetkezik, hogy a hiromsziyg sz:

Tegyiik fel, hogy az ABCD konvex négyszog tengelyesen szimmetriku Mwelnlengclym vonat-
Koz tiikriizés sordn a négyszog minden csticsa a négyszog valamely csdcsdba megy 4, ezért két
eset lehetséges; a tengely a négyszienck 0 vagy 2 esicsdt tartalmazza.

Ha a né; egyetlen csiicsa sem illeszkedik a 1 tengelyre, A

akkor a £ mindkét partjdn a négyszog két-két cstiesa helyezkedik el. ¢
Ekkor a  egyenesre vonatkoz6 tikrozés az A esicsota B, a D
csiiesot a C pontba viszi dt. A tiikrozés tulajdonsigai alapjdn
pont és képe kozti szakasz merdleges a tikortengelyre, ezért
DC és AB egyardnt merdleges a 1 egyenesre, és fgy egymd
pirhuzamosak. Az ABCD négyszog tehit szimmetrikus trapéz.
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Ha a 1 tengely a négys At és C-t tartalmazza,
aklor a engely saséghéppen suévlasto égyes

L A 1 egyenesre vonatkoz
B szakasz kep: AD, a CB szakasz képe u). ezértatavolsig-
e tulajdonsig alapjdn AB = AD, tovibbi CB=CD. Az ABCD

négyszigben AB + CD CB. azaz a szemkozti oldalak s
sszege megegyezik. Mivel a feltételek alapjdn az ABCD négy-

szog konvex, ezért az érintdnégyszogek tételének megfordi- )

tisdbol kovetkezik, hogy az ABCD négyszog érintGnégyszig.

a) Az dbra jeloléseit haszndlva megmutatjuk,
hogy a P,P,P;P, négyszogben PP, és PyPy
pirhuzamosak és egyenlG hossziak, igy
anégyszog valdban paralelogramma.

Az AP szakasznak az F; felezdpontra vonat-
koz6 tiikorképe P\B, fzy AP és PB pir-
huzaimos ogymisal, tovibd hossuk meg-
egyezik. Ehhez hasonléan a PC s
a2 B felesGpontsa vonatkozt lukorkcpc PB,
igy PC és P,B pirhuzamos egymissal, és
ak. Tekintsiik czutin az

APC és PBP, hiromszogeket. Lituuk, hogy

akét hiromszdgben két-két oldal pirhuzamos

egyméssal, amibdl kovetkezik, hogy APC< = PBP, (egydlldsii szdgpdr). Mivel a két hirom-
szbgben a két-két pirhuzamos oldal hossza is egyenld, ezért a két haromszog egybevigs egy-
miissal. Az egybevigdsig kivetkezményeként AC = APy, és e két oldal is pérhuzamos egymiissal.

Az el6z6hoz hasonlé gondolatmenettel azt is beldthatjuk, hogy az APC és PyDP; hiromszogek is

cgybevigdk, csak eztal az £, illetve 3 pontokra vonatkoz6 kiszéppontos tikrozés tulajdon-

sdgait kell felhaszndlni. Az cgybevigdsigbl adodik, hogy AC = PP, tovibbi a két szakasz
parhuzamos is egyméssal,

Eredményeinket osszefoglalva lecndhauuk hog y 2 pp, & PPy szakaszok pithuzamosak

az ABCD négyszog AC dtléjdval, tovbl . Ezzel beldttuk, hogy a P,P,PiP,

négyszog paralelogramma, amelynek két- K& s e ABCD nés eysaog cgy-egy dGdval
cgyenld, és azzal pirhuzamos.

A hiromszig kiizépvonaldra vonatkozé isme-

retekkel a PPy és PP, szakaszok pirhuza-

mossfga, valamint egyenldsége a Kovetkezd
médszerrel igazolhat6. Az FiF ¢

vonal a PP és az ACB hiromszogekben,
czért PPy & AC is pirhuzamos FF>-vel,
amibé] ad6déan a két szakasz persze egy-
missal is pdrhuzamos. Mivel a hiromszog
oldala ketszer olyan hossz, mint a pérhuza-
mos kiszépvonala, ezért AC = PP =2 FiF.

Hasonléan; FiFy kzépvonal az ACD & a

P,PyP héromszogekben is, ezért PyP;

&8 a ket snakasz. pérhuzamos is cgymissal

Az eredményeket osszefoglalva azt kapjuk, hogy PPy = PiP, tovibba mindkettd pérhuzamos

AC-vel, ami bizonyitja, hogy a P,P,P,P, négyszog pdralclogmmmn
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b) Littuk, hogy a P pont helyzetétdl fiigget-
lenill a P{P,PyP; paralelogramma két-két
szemkozti oldala pirhuzamos és egyenld
az ABCD négyszog dldival. EbbGl adodéan
a PP, paralelogramma teriilete figget-
len a P pontt6l. Erdemes ezért egy olyan P
pontot valasztani, amelybol Kiindulva a kapot
PP,PyP; paralelogramma teriilete konnyen
Kifejezhet az ABCD négyszog teriiletével.
Tiyen pontnak ttinik az dti6k metszéspontja
(1d. dbra). Ebben az esctben a PiPyPyP;
paralelogrammét az AC és BD 6k négy
Kisebb paralelogrammira bonijdk, melyek-
ben az ABCD négyszog oldalai egy-egy dtlét alkotnak. Az 6 a paralelogramma teriiletét
megfelezi, ez€rt az dbran azonos modon megjelolt teriiletrészek egyenldk. Ebbol kovetkezden
a PP,P;P,, valamint az ABCD négyszogek teriiletardnya 2.

) Abizonyitds sordn sehol nem haszndltuk fel, hogy a P az ABCD négyszog belsS pontja, ezért

poi rvényesek.

kovetkeztetéseink kiilss

a) A hézagmentes, dtfedés nélkilli parkettd-
Zishoz be kell litnunk, hogy példiul a C
estiesndl keletkezd szogek Gsszegben pon-
tosan 360°-ot tesznek ki. Ez azonban konnyen
igazolhat, hiszen a tikrozes szigtart6 tulaj- 2onag
donsdga miatt, a keletkezG szogek megegyez- a)
nek az eredeti négyszog belso szogeivel, PN
amelyeknek dsszege valoban 360° Az dbrdn o
az eredeti négyszog szogeit, valamint a C
esticsniil kialakulG szogeket tintettik fel,
ugyanakkor az dttekinthetdség érdekében
a pontok cimkéjét mdr nem jelenitettiik meg.
Szintén sziikséges, hogy a négyszogrdcsban szomszédos négyszogek rintkezd oldalai
ugyanakkordk legyenck. Ez is teljesiil. mivel az érintkez6 négyszogoldalak minden esetben
caymis tiikirképei, iikrozés a sszi jeyezziik, hogy
‘gondolatmenetiink Konkdv négyszgre is érvényes, gy a sik azokkal is kiparkettizhat.
ftdson tdl érdemes i. hogy milyen vihetdk cgymdsba
derdcs kiilonbz6 elemei! Példul a kozds oldallal rendelkez6 négyszdgeket kozép-
éssel, a csiccsal érintkezGket eloldssal tudjuk egymisba vinni. Az dbrirdl leolvashatd,
hogy ket kizéppontos tikriizés egymis utdni elvégzése egy eltoldssal helyetiesithetd,
Ha egy négyszog kozépvonaldt valamelyik
végpontjdra tikrozziik, akkor a tikorkép.
valamint a kiinduldsul vett kozépvonal ter-
mészetesen egy egyenesre illeszkednek.
Ha a kizépvonalat a nem illeszkedG oldalak
felezGpontjira titkrozziik, akkor a tikérkep
& a Kozépvonal a tiikrozés wlajdonsigai
miatt pirhuzamos egyenesckre illeszkednek.
Ebbol kovetkezik. hogy a kizépvonalak
tartGegyenesei paralelogrammardcsot alkot-
nak (az fbrdn szaggatott vonallal jelolve).
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¢) Akizépvonalaki

@@ «

)

)

leszkeds egyenesek a par-
Kettzisban szerepl6 minden négyszoget négy
részre vignak szét. Az dbrin nyomon kdvet-
hetd, hogy az ABCD négyszig egyes részei
a tikrozések sordn mely négyszogekbe men-
nek 4t; az azonos szdmmal jelolt négyszogek
egymissal egybevigok. Lathatjuk, hogy
az ABCD négyszisg részeibol valGban dtfedés
nélkill, hézagmentesen kirakhat6 a paralelog-

rammarcs paralelogramméja (az dbrén piros
szinnel jelolve).

Anégyzet O kizéppontja kiriili 90°-os (vagy
~90°%-0s) forgatds az AD oldalegyenesta CD.

cldalegyenesbevie t,exft b 2.2 pontt

az O pont koriil 90°-kal (vagy ~90°-Kal) elfor-

Sl akkor a keletkezt > pont llesshedik

a CD egyenesre. Ezek alapjin a szerkesztés

Iépései a kovetkezok l:hemek

1 Elfogauc s P pomat sz 0 pont il

Kal, igy kapjuk a P pontot.

2 Mcgsmkcszuuk 2 0P egyenest.

. A P ponton it merlegest llitunk a QP"
egyenesre.
A merdleges és a QP egyenes mt\\(:’k
pontja a szerkesztends négyzet a
AD pontt a2 0 poit el kml i
gatva megkapjuk a négyzet C
A C pontotaz O pont korill 9o° k1| ufor-
‘gatva megkapjuk a négyzet B csiicsit.

A B pontotaz O pont kil 90°-kal elfor-
gatva megkapjuk a négyzet A csicsit.
Haa P pontotaz 1. Iépésben ~90°kal forgat-
juk, 6s a obbi forgatds irdnyat is megvaltoz-
tatjuk, akkor egy tjabb, a feltételeknek szintén
megfeleld négyzetet kapunk eredményiil
@l
Mint az a) feladatban ldttuk, dltaldban két megolddst kapunk. Ez alél a kévetkezs esetek

jelentenek kivételt

Haa P vagy a O pont valamelyike egybeesik az O pontial, akkor értelemszeren a feladatnak
ncs megoldis:

A két ellentétes irdnyi forgatds ugyanahhoz a négyzethez vezet azokban az esetekben, ha
P és a 0 pontok egybecsnek, vagy ha 2 PO suakasz feleatponta a2 O pont. Az lgbhi
esetben a P pont megegyezik a négyzet D csicsiv ut6bbi esetben P=A és 0=
Ezekben az esetekben tehit a feladatnak csak | megoldm van.

A feladat hatdrozatlan, ha a 2. 1épésben megadott QP egyenes nem szerkeszthets, Ez akkor
Kovetkezik be, haaz O i 90°-0s vagy ~90%os forgatds a P pontota Q pontba viszi dt.
Eztaz esetet a c) feladatban tirgyaljuk.

w e

IS

N

=

dbra).
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o Tegyilk fel, hogy az O pont koriili 90°-os forgatds a P pontot a Q pontba 4t. Ekkor
a 0P egyenes nem szcrkcszmc!c ezyércimien iszen P'= . Ha felveszink @ ponion it
egytet 007). ak} bbi Iépései minden gond nélkiil
vcgmmmdnmk. és :r:dmenyul egy,a Iell:l:leknek megfeleld négyzetet kapunk. Az elmon-
dottakbl kivetkezik, hogy a Q ponton dtmenG minden egyes cgyeneshez (kivéve természe-
tesenaz OQ egyenest) egy megoldds tartozik, azaz a feladat feltételeinek végtelen sok négyzet
tesz eleget

2ighena P s O pontk itk lov(\bhm P 224D, 0 2 CD oldslegyenes
egy-cgy pontj PDQ%=90°. 'nmm tételének m pidn a D pont teh:
illeszkedik a PQ mint dtme emelt korre (Id bal oldali dbra). E ki mndcn
0-161 kiilinbiszs pomj.l Cay alkalmas négyzer D esicsival egyerik meg

Anégyzet tovibbi cs is egy-egy megfelel6 Thalész-korre illeszkednek (Id. jobb oldali dbra
Ezcket a kiroket gy kapjuk, hogy a PQ szakasz.fol¢ it kot az O pont kil 90"kal, 180°kal,
illetve 270°l elfogatl: Megjgsezaik. hogy pdiula & ponta P és 0 portok O K-
pontra vonatkoz6 tiikirképei folé emelt korre illeszkedik. A Thalész-korok kézis O metszé
pontja egyetlen négyzetnek sem Iehet csdcspontja.

Jeloljik a ket tereptdrgyat A-val, illetve B-vel,
a falut P-vel. A feladat szerint a P ponton dt
olyan, az A és B pontokat szétvilaszi e egye-
nest kell szerkeszieniink, amelynek az A & B
pontoktl mért tivolsigosszege éppen az adott
d hosszisfggal egyenl (az dbrin d, + dy = d).
Vegyiik észre, hogy ha az ¢ egyenest bnmagival
pirhuzamosan eltoljuk gy, hogy az elolt ¢ kép
dtmenjen az A ponton, akkor a B pont ¢’ egye-
nestdl mért tivolsiiga éppen d, igy lehetdségiink
nyilik ¢ egyenes szerkesziésére; az ¢’ egyenes
ugyans éini 2.5 kidpponu d suga kot
Az ¢ egyenes ismeretében az e egyenes s:
kesztése mdr nem okoz nehézséget, csak .nmyl
dolgunk marad, hogy pérhuzamost hizzunk
ponton it az ¢ egyenessel.
Az it megépithetGséaének vizsgdlata j6val nehezebb feladat, mint a tervezése. Ha az A pont
a B kzépponti d sugard kirek belsG pontja, akkor természetesen sem az ¢’ egyenes, sem pedig
a feltételeknek megfelel it nem szerkeszthetd.
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Ha az A pont a kbrnek kiils6 pontja, akkor

az A ponton keresztiil két érintd is szerkeszt-

het6 a kirhoz. A két érinté mindegyikébol

elvileg egy-egy megfelel utat s kapunk, ame-

Iyekbal azonban nem feltétlenil mindegyik, st

esetleg egyik sem tesz eleget a feladat feltéte-
nek.

Ha ugyanis példdul az ¢ érintd szétvilasztja
& P pontokat (az fbra eg

‘mutat), akkor a megfelelG ¢ egyenesnek éppen

a B ésaz A pontoktdl mért tivolsigkilonbsége

lesz egyenl d-vel (dy — dy = d).

Hasonl6 helyzet dll el akkor is, haa B ponton

keresztiil ¢-vel pdrhuzamosan hizott egyenes

vilasztja szét az A

egyenlG d-vel, azaz d,

d;

és P pontokat, csak akkor az A és B pontokidl mért tivolsdgok killonbsége
d.

Az dbmn i tartomdnyt jeloltiik meg, amely-
bol 6 P pontokra mindkét it megfelel
@ fladat fchc!clclnck

Az dbrin megielolt tartomdny pontjaira a feladat-
nak egy megoldisa van.

Az dbrdn megjelolt pontok esetén egyetlen
megoldist sem kapunk.

Az A pontilleszkedik a B kizépponti d sugard
Korre. Ekkor az A ponton 4t egyetlen érintG
szerkeszthetG a korhoz. Haa P pont az fbrdn
megjeldlt sévba esik, akkor a feladatnak egy
megoldsa van, mds esetben a feladatnak nincs
megoldasa.
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Afoly6t ffel, a két wristacsalogatd litvinyossigot A-val és B-vel
jeloltik az dbrdn. Feladawnk az f egyenesen olyan P és O
pontok szerkesziése, amelyre az APOB torott vonal hossza
a lehetd legkisebb, tovabbd PQ = d, az elre adott tdvolsdg.
Toljuk el az A pontot az f egyenessel pirhuzamosan a B pont

d hosszisdgi vektorral (Id. dbra). Ha a kapott
pontot A' jeloli, akkor az APQA’ paralelogramméban AP = AQ,

AA'= PQ. Ekkor az APQB (oot vonal hosszira teljesiil, hogy:
AP+ PQ+QB=AQ +AX + QB =d + AQ + OB,

amelyben a d hossatsigitész 3 P & 0 pontok elyzté] fggetlentl serepel, ez legends

AQB toritt vonal hosszit Ezzel a feladatot etkez6, j6l ismert
pmhl:mud adottak az f egyenes ugyanazon partjan az A’ és a B pontok. oot meg
az f egyenesen azt a Q pontot, amelyre az AQ és a OB szakaszok hosszinak Gsszege a lehetd
legkischb,

Az dtfogalmazott problémit az 1589. feladatban mdr megoldottuk. A megolddshoz tiikrozzik
a B pontot az f egyenesre, majd a kapott B” pontot kissik dssze A” ponttal. Az AB’ szakasz

f egyenesbol kimetszi a keresett O pontot. Visszatérve az eredeti feladathoz, a Q pont
ismeretében a P pont n konnyen szerkeszthetS; nincs mds dolgunk, csak a Q pontot el kell
tolnunk az AA-ral.




STATISZTIKA

9.7. STATISZTIKA

Az adatok abrazolasa — megoldasok

Az oszlopdiagram kinézhet példaul gy, mint a bal oldali dbra.

Napi futdsteljesitmény Almatajtak
o
|2 iz
A i
H i
W i
o
s b
g ]
3
i )
g
L hetis hedd seda csUONOk  péntek sking. Jonatén idared

G Osszes: 3 miz a. A diagram a jobb oldalon lithat6.

Egykek szdma: 8, egy tanulora 12° kozépponti szog jut. Készitsiink tibldzatot:

. jonatdn: 0,5 mdzsa, idared: 1,5

Tanulo Kozéppont s269
; 8 12.8=9% Sopmek 105
Topemek 257%)
2 12 12212 = 140
Sopmek 2339
0 7 27 =84
4 3 12:3=3
dsszesen E) 360" mm——

WT®) Egy szézalékra 3,6° kozépponti szog jut.
Kaegoria | busz eherauty furgon swemélyats  osszesen
[Kpponisztg | 60-U= 60 106090 20 -150=80 360 -20°= 10" %0
16,67%  907:36°=25%  80°:36°=2222% 130°:36°=36,11% 100%

@) Minden jdrmire 5° kozépponti szog jut.

Kategsria busz teherautd furgon swmélyato  asszesen
Kazépponti szbg 100° a0 90 130° 360"
Darabszam 2 w0:5=8 05 =18 130°:5°= 26 72

0 A kereskedd megszakitott értéktengellyel probalta eltitkolni a csokkenés mértéké
2és: Azzal leginkibb a Ggia foglalkozik, hogy els6 rénézésre mirt nem tiinik fel
ahdrom pont
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A pirt: nem Jnvull nagymértékben a biincselekmények felderitése. B pdrt: nagymértékben nétt
a hatckon:

szeg) Mmdke( diagram séntit, hiszen nem a felderitett bunu:lekmenyek E
hanem azoknak az dsszes biincselekményhez vi
5%-05 a felderités ardnya vagy 95%-0s!)

a) Kezdjiik a tdblizattal. [ e e

Szizalékos hatdrok (a fels hatér mir jobb
jegyet én): Fo 1 b 2 3 8
0-26%: elégtelen, 26-42%: elégséges, 42-62%: kizepes, 62-82%: j6. 82%-t6l: jeles.

b) Mivel 15 tanulénk van, az egy tanuléra jut6

ma az érdekes,
indegy, hogy

Kozépponti szog: Do vl
s 70
1er o, s %)

B 13.33%)
Az els két kategbridra jutd kiwéppon szog N il
gy 24, a kozepesre 48° a j6ra 72% a jelesre
e 1925 A agram s v v fon

)

G a) A gyakorisigi tiblizat adatait az oszlopdiag-
ramrdl olvashatjuk le:

b) Az egy tanuldra juté kozépponti szog:
360°_ 130 ot
0
fay ajeles tanulkra 48° a jokra 84°, a kze-

) az elégségesekre 60°, az elég-
telenckre 12° jut.

i

@0 «) Ancttnek ment az sms-ck B

100% = 20%-a, §
360°
Kiiak pedi  35%-5. Hg ugyanamnyi i
ott, mint Anett, igy Angéldnak
o ek 155,
b) Ha Zsani 7 sms-t kiildstt Klirinak, akkor
egy izenetre

-
126" gogs o
&

Kozépponti sz0g jut. Ugyanigy Anctt és Hugi egyardnt 4-4 iizenetet kapott, Angéla pedig
5 darabot.
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a) Akeresett vonaldiagram: b) Azegyes szigek rendre 90°, 135°, 45% 90°
Munkalds Bardtra szant d5.
g-
i s
i csmn
s
.
b
2 s
h
o
™ o o Can
€) Ossze kell adnunk az cgyes napok oszlopait,  Fgaa™ ™ s s siea | osit
hozzdadni az értékhez még nyolcat, és kivonni
a kapott szamot 24-bdl. Marad6 id6 (ora) 5 3 8 5

a) EIs6 Iépésben hatdrozzuk meg, milyen dsszefiiggések v
Ehhez jeloljik a lakonépességet A, a teriiletet B, a népsti
100 km?-re jutd telepiilések szdmdt E-vel.

a kilonl stlopok koziit.
get C, a lclcpulcvck szamit D, a

Alakossdg szmit 1000-A adja meg. A népsirtséghez a lakossdg szdmét (f6) kell osztani a teri-

lettel (km?) ‘elepu iés
Képletek: P

A 100 km-re jutd telepilésszim mértékegysége fzy a megfelels

2897300 ———=418,9=419
6916
Nincs mds dolgunk, mint
Az els6 6t kérdezett adat soronként lefelé haladva, figyelve a kért kerekitésekre:
€= 10480 g5 5 _ g9,
11116
B= 9“6)2;00 =14119,1=14119; D=4,5-134,33=604,4 = 604;

8547729

=1506,96 = 1507.

A dél-alfoldi régio :oldban azzal szembesiiliink, hogy egyszerre hdrom adat is hidnyzik
(4,3, D) & csak Ketd ismert (C, E). Ezekbol nem wdjok megdllapita meretlencket.
sor nem segit, Ceressink olyan oszlopot, amelyben mdr elég informdcid 4l rendelkezé-
siinkre! Tlyen oszlop az els:
A=10045.4 - (28973 + 11048 +997.9 + 960.1 +1236.7 + 1507.0) = 1341.6.
fgy A és C-bGl mir a teriiletet és a telepiilések szfm: amithatjuk a Dél-Alfold sordban:
_ 1341600
7

=18378,08~18378; D=1,4-183,78=257,2=257.
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Az utols6 sor hidinyz6 B é D adatait egyszerd Gsszegzéssel kapjuk meg:
B=6916+ 11116 + 11328 + 14119 + 13433 + 17729 + 18378 = 93019;

G=

= 188+ 401 + 655 + 655 + 604 + 389 + 257
A C és E oszlopot pedig a képletekbdl kapjuk:

10045400

hibknak:

=107.9=108; E=——=

ések: A képlclckcl az els6 sor megadott adataibl is kikovetkeztethetjiik. Az eredeti,
adatai nem pontosan illeszkednek a kiszdmitott értékekhez.

b) Atérképrol az | Iooo hkmra jut6 véllalkozdsok szimit olvashatjuk le. Az elz6 feladatban éppen
ima (1000 szlo al

¢

a lakossig

) szerepelt az ¢

pban. igy egyszeri szoi

Ratuk a véllakorisok szimdt. Péidiul Nyugar Dunintilon

NyugatDundnti
‘Kozép-Dunantdl

Dé-Dundntil

Kzép-Magyarorszag
EszakMagyarorszdg

Eszak-Alfold
Dé-Af0d

Orszag dsszesen

119-997.9 = 118750.1 = 118750.
Foglaljuk ezt, illetve a diagramrd] leolvasott szizalékokat tablizatba.

| Vlakozisok szama |
118750
121528
108491
495438
102646
135630
150259
1232742

val

78375 (6%)

7778 (64%)

72689 (67%)

217983 (#4%)
65693 (64%)

88160 (65%)

105181 (10%)
705869 (57%)

megllapit-

| Eubiltirsas vallalkozok
40375 (34%)
43750 (36%)
35802 (33%)
277445 (56%)
36953 (36%)
47470 (85%)
45078 (30%)
526873 (43%)

Mivel a szizalékok a tirsas villalkozsok szdmit mutatjak, eloszoyr ket szémujuk Ki, majd kivo-

nissal megkap

Megjeg

‘Asizalékok minél pontosab leohvasisihor éndemes egy vonalzdtllesienia.o5e-

Topok mellé.

Eoyén vélakozsok egiok szt

"D

DO Kiho EMo EA DA

Tarss vilkazdsok gk et

A&

az el6z6

tablazatbol.

(bal oldali dbrdn) a
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1772

776
1778)
1779}

1750}
1781

1783}

@A kordmgmmhnr (jobb oldali frén) eldsabr s Ki kel szimolnunk oz zegyes régikban levS
trs:

taz Osszes tirsas
Vinatkorisok i 36375
fay példdul a Nyugat-Dundntilon makodik az osszes ilyen véllalkozds

0766 = 0,077, azaz 7,7%-a.

526873

Nyugat-Dunntil kérdiagramhor szikséges kizépponti szoge:
%’&%-mm:zmﬂ.

HasonlGan a tobbi érick:

Regio Ny-D KD 0D (2 En EA

Tarsas vallalkozés | 77%:27,6° 83% 299" 68%245° 526%1895° 7.0%,252° 0% 324"

Megjegyzés

Az adatok jellemzése — megoldasok

Ahdmérsékletek dtlaga: 17,14 °C.
Ahibik dtlaga: 0.4. A hibdk terjedelme: 5.
Nem.

) Nem, mert 30-3,15 = 94,5 nem egész.
5) 20 vagy 40.

a) Nem viltozik.

b) I-gyel esokken.

¢) 1-gyel novekszik.

300 kg

Az egyszerre utazdk sz

Az épitdia
Atirds

K-darabkak hossziisdgainak me

ik darabszdmdnak modusza: 6, terjedelme: 4.

a) Oszlopdiagram vagy hisztogram.

D-A
86% 308"

A megadott diagramrdl leolvasott értékek miatti kis eltérés nem réhat6 fel hibanak.

b) A 180°ndl 1év6 Kategériaclem vagy ha éppen hatdr, akkor a két oldalon dll6 elemek szdmtani
kozepe.

@) Abedobott érmék medidnj; . méduszy: 10.

b) Az ﬂleldnek legaldbb 4 darab, |e"feljcbb 8 darab 50-es érmét szabad a jegykiadé automatiba

@) Amédusz a 10 eurés.

) Ha 30 db 10 curds és 30 db A & helyettik 6 db 65 és 6 db 100 curds

cimletet tett a kasszba, akkor az 5 eurdsbol lesz a legtbb.
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-

Jeloljiik J-vel az utolsé jegyet. fgy a szoveg szerint:
344434547
5

>3,6, ahonnan J>3.
fgy K:
Megjegyzés: Mivel nagyon kevés a lehetdség. egyszert probilkozdssal is hamar célt érhetiink.

ak csak a d-cs vagy 5

jegy a megfeleld.

Osszesen 5 darab értéket kell megadnunk, amelyeknek medidnja 0 és médusza ~1. Ebbol adoddan

rgsorban a kozépsd elemnek 0-nak, eldite viszont moduszként két ~1-nek kell lenni. A medidn

utini két clemet nem tudjuk meghatdrozni, csak annyi informécidnk van, hogy pozitiv egész
értékek és kiilonbozek. Hlletve ismerjiik az dtlagukat:

(D +0+x+
5
A feltételek szerint ilyen érték csak az 1 °C és 2 °C. Tehit a heti homérsékletek rangsorban:
-1°C, -1°C, 0°C, 1°C, 2°C.

Kezdjik el felimi a rangsort. Tudjuk, hogy a legkisebb érték 2 °C. a legnagyobb 5 °C, a medidn
pedig 3 °C. igy a rangsor:

0.2, ahonnan x +)

2°C, X°C, 3°C, Y%C, 5°C.

Mivel nem kell a w dtlagot kerekiteni, X + Y-nak S wbbszorosének kell lennie.

Réadssul a rangsorba is illeszkedniik kell, ezt pedig csak X=2°C és ¥'=3°C teszi lehetdvé.
Osszegezve: az ftlag 3 °C, a moduszok pedig 2°C és 3 °C.
a) Az utols6 fajtébsl Biielem | 1xi 12 x4 23 ossmesen

1100 +40.:33) Darab 0 o B 1510
darab van a készletben. A tdblizat

b) Amédusz és a medidn is az 1 x2-es épitdelem (a rangsort példiul az elemen leva biitykok szima

) Késeitsiink egy téblizatot az adatokrl

LEGD-dlemek
Epfielem | 1x6 1x8  2x4  2xB dsszesen gz
Dasb | 50 25 4 2 1% b
LI =
Az oszlopdiagram: 4 =
i
b
s
o

e ke a2

b) Abittykok dlagit kell szimolnunk:
50:6+25-8+40-8+20-16 _
135
Mivel egészre kell kerekiteniink, a megolds 8.
) A pontszimok dtlaga:
3:38+1-33+4:26+3-20+5-18+2-15+27

22,25,
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b) Aszizalékok pontszamra forditva: p—
3=12; 40-045= —
40-0.6=24; 40-0.8=32. G —
Figyelembe véve, hogy a felsd hatdr mir jobb jegyet ér, a tibldzat kitolthet6.
za kszepes, medidnja pedig a 10. és 11. elem dtlaga:
343

Fo | | | |

a) A feladat csak a tdblizatban jelzeticket kér-
dezi, azaz nem kell hozzdszimolnunk ma-
gukat a megkérdezett tanulkat. Osszesen s
18 66 van 26, igy az egy fore jutd kozép- e
poni szdg: o

18
Az egyes kategéridkra jut6 szogel
0-3:20% 4-7:80° 8-11: 120
12-15: 60° 16-19: 80°.
b) Mivel nem ismert, hogy egy-egy kategd
akkor hibizzuk, ha a kategériahatrok s
11,5+4-55+6-

=20°

-1

(=

belil mi az életkorok megoszlisa, a legkisebbet
mtani kozepével szdmolunk:

5+3-13,5+4-17.5

10,61

Atestyérek dtlagéletkora 10,6 év.

Az egyik iskoldnak legyen N, a misiknak N +40 végzs tanuldja. Mivel az Gsszesitett ftlag

(360) kiszelebb esik a 340-hez, ennek az iskoldnak nagyobb sillyal kell az dtlagban szerepelnie,

itt van t6bb didk (¥ +40). A két iskoldban szerzett pontok sz 0-(N +40), illetve 420-N.

Az itlagbdl egy egyenletet frhatunk fel:

340-(N +40)+420-N

2-N+40

innen dtrendezések utdn N = 20. Azaz a 420 pontos
gizett, a 340 pontot produkildban pedi 60.

Megjegyzés: Ha nem jut esziinkbe a feladat elején leit  okoskod:

dlni a forditott esetet! Ekkor az egyenletbd] N-re negativ érték adédi

=360,

tlagot produk4l6 inézményben 20 f6 rettsé-

', az sem baj. Alljunk neki megvizs-
. gy ezt az esetet kizdrhatjuk.

) Ha csak ennyit tudunk, akkor az dtlag

+4:2
2+4n

332<8 LPERD)

Innen akdr akir az aldbbi
73,04 43321=332:(224+m) <6-5+n-4+9-3+4-243-1<
<3.39-(22+ 1) = 74,58 +3.39n.

Mar kiilon kezelve a két oldalt

73.04+332n <68 +4n & 68 +4n <7458 +3.39n.

504<068n és 0611<658 = T4d<n<108.
Ennyi informdci6 tehdt nem elég, n lehet 8, 9 vagy 10. Az osztdly létszdma pedig lehet 30, 31
vagy 32 £6.

Rendezve:

201



) 93000 km?-0,1

€D a) Ha csak az A és C termék mi

-

b) Legaldbb kozepest irt 15 + n 6. Atlaguk
5+

8:54n-449:3 34y
1540

Innen
0,131 < 1,05,

vagyis n<807.

Ez mir elég a pontos érték meghatdrozdsdhoz, n = 8. Az osztaly pedig 30 fs.

= 11160 km?.

b) 93000 km?-0,2 = 18600 km? a jelenlegi
erddteriilet. 1950 65 2010 kiszott 6 darab i
éves periodus van. A kizben lett erddterii-
Tetet kell osztanunk 6-tal:

18600 - 11160
6
Atizévenkér itlagos novekedés 1240 km2,
¢) A vonaldiagramon osszesen 7 éréket kell
jelolniink (az elsG periddus elejét és az utols6
Végét is).

240.

1 veze-
t6nek, akkor kettejik dtlaga:
00 +4200 _
B0
A megadott dtlag azonban 3900, amibsl
az kovetkezik, hogy a D terméknek is vezet
terméknek kell lennie. Az dtlagb6l mar meg
tudjuk mondani D darabszimt is:
3800442004 D
3
ahonnan D = 3700.
b) Ahelyes oszlopdiagram az dbrén lithat.

4000.

=3900,

b) Ha27-en jdmak az osztdlyba, akkor egy fore
LN
73
kozépponti szog jut. fgy a tibldzatunk:
A kitoltott tiblizat alapjdn konnyen készit-
hetiink oszlopdiagramot.
¢) Akordiagramon sorban jonnek ezymis utdn
a jegyek (rangsor), igy a medidnt az cgyenes-
szognél taldljuk (j6). a médusz pedig a leg-
nagyobb teriletd rész (jeles).

A et novecso

0 wn o w0 @0 0

Termélelatisok

4
3
1
o
8 ¢ 0 €

*

[r—

a) Hirombetdis kodokat az A, B, C jegyekbdl 3-3-3 = 27-feleképpen készithetiink.

miegy | 1 2 3 4 5 ossesen

sing 0 4 s w120 %60

i) g fe ool w
cempgyokautss

.



il
= 'd
S

a) Jeloljiik a megtériilési rétdt M-mel, a dolgozok szdma legyen D, a gydrtott termékek ezres

darabszdma 7. A szivegbdl tdjuk, hogy M % Legyen mondjuk a babagydi6 részleg ritéja
My =25, a ruhagyért6é M, =2. Ismerve a képletet és azt, hogy mindkét részlegben T= 40,

meg tudjuk adni a dolgozdk szimét 20 33=16 6 D= 2’ 20.

) A megtersirita maga s cgy dtlag: azt mutatja meg, itlagosan hiny czer termeke gyirtot e
cgyetlen dolgoz6 f6l év alatt. A legegyszertibben tigy kapjuk meg az egész gydrma vonatkozo
éricket, ha vessziik az dsszes legydrtott terméket és elosztjuk az dsszes dolgozok sziméval.

.22,

Ez pedig két tizedeste kerekitve M = %

Megjegyzés: Szamoljunk utdina, hogy ez nem a két rdta szdmtani dtlaga. Annak értéke ugyanis
2,5+2

,25. Ha

iindenképpen dtlagolni

karunk, tin. harmonikus dtlagot kell szimolnunk:

) Erdemes a szdmoldst a harmadik sorral kezdeni, onnan tudjuk, hogy egy csupasz baba dra 1500 Ft

res babaruha ennek misfélszerese, azaz 2250 . Mivel babiik felét sliziették csak sajdt

il a5 s babik 6 ruhik cladibol 20000- 1500 5 20000-2250 = 7 Ft bevé-

telhez jutott a cég. A feloltoztetett babik viszont a babatest és a ruha egyiites drdndl annak

70%-val tbbért keltek el, vagyis (1500 +2250)- 1,7 = -ért. Ebbol is tudtak gydrtani

20000 darabot, 127500000 Ft-os bevéelt értek el igy. A cég dsszes bevétele a kettG dsszege,
2025 millio Ft.

@) Aviltozds mértékének kiszamitdsandl az adott év termelését az el6z6hoz viszonyitjuk: egysze-

riien elosztjuk vele, és az eredményt kifejezziik .wualékhan Ezek az arfinyok az évek sordn rendre

,nx

Sadzalékban megfogalmazva mondhatjuk ezt a !cnuclcsw €l626 évinek 150%-a, 166,67%-a
65 80%-a. Vagy mondhatjuk fgy is: az éves termelés elszor 50%-kal. majd 66.67%-kal nove-
kedett, végiil 20%4«41 esokkent.

b) Avaltozds dtlagos ménc’kc az a7 egyetlen énék, amivel ha mindhdrom évben novekszik (vagy
csokken) a termelés, akkor minta valésigban. Tudjuk, hogy a ermelés 20000 darss
volt 2000-ben. Vagyis (ﬂyan szimot keresiink, amire igaz:

20000-1,50-1,6667- 0.8 =20000-g- .
20000-rel lehet egyszerdsiteni

Innen — akir problgatdssal is — kapjuk:

Vagyis az ilagos évenkénti novekedés 26%, lletve az 1673 évinek mindig 126%-a.
Megjegyzés: Ezaz dtlag sem szdmtani dtlag, hiszen az 1,322 lett volna. Un. mértani vagy geo-
metriai dtlagot szamoltunk, harmadik gyokit vumunkh m szdm szorzatdbol:

Y1,5-1,6666-0,8=1,26.

) Ha ebben a mértékben novekszik a termelés, akkor 2004-ben a 2003. évi darabszdm 1,26~
szorosit fogjdk termelni. Szam szerint 40000+ 1,26 = 50400 darabot.

203




Jellie az A kategéridba esd iigyfelek

1] ———

mit x, a B-be esdkét y, a C-be tartozokat pedig z
(ne feledjiik, hogy pozitiv egész megolddsokat keresiink). Ekkor a szoveg szerint felithatunk egy
hirom egyenletbdl 46 egyenletrendszert:

2.

10x +25y +302
x4y

20

Ha az elsG egyenlet kétszereséhez hozzdadjuk a mdsodikat, akkor x és y Kiesik, csak z ismeretlen
marad. Innen z = 50. Ezt behelyettesitve mondjuk a masodik és a harmadik egyenletekbe, mir csak
kétismeretlenes rendszeriink van:
y-x=25
10x +25y +1500
x4y +50

Az els6 sorbol kifejezve y-t és behelyettesitve a misodikba, olt egy egyismeretlenes egyenletet
kapunk. Atrendezve
35x 42125 = 40x + 1500
125 6 y=150.
325 fot kérdezett meg a kozvélemény-kutat cég

alaki, ahonnan

A kérdésre a vilasz tehdt 125 + 150 + 5
a mobilszolgdltat6 meghiui.s..’bdl

arde el kel smerink  képlethen a fordion

cids Iépésekkel, akir egyszert

razolhatuk a fgavényt, A7 fra !ulajdonkcppcn egy oszlopdiagram (ha

 pontokbl merdlegeseket bocsitandnk az ¥ tengelyre). A figgvény énckei adjdk az tgyfelek
it, fey a rajzrdl leolvashatjuk a megolddsokat

Napivendégek megosztisa

P

G

helyen veszi fel maximumit, igy a kérdezett nap a kedd.
b) Az egyes napokon rendre 13, 14, 13, 10 és 5 vendég érkezik, sszesen 55 6. Az egy fohoz
tartoz6 kizéppont szog:

iy az egyes napokon érkez0khoz kb. 85,1° 91,6 83,1% 63.4° és 32,8 szig tartozik (a kr-
diagram a jobb oldali dbrn lithatG).
) Anapi dtlag egyszerd szdmtani dtlaggal kaphat6 meg:
13+14413+10+5
5
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Vegyes feladatok — megoldasok

D ) Préb{xlgalmul vagy az 15-n-(n+1) =30
5 perc, és czalatt 4,5, 6,7, 8
damb krumph
b) Az oszlopdiagram az dbrén lithat6.

o re—
—
—

0 ) Mivel rigesdlnivalokra a pénzénck csak ¢
1024t ktbte, élelmiszerrs ‘pedig 40%-ot, mgf“ Lt
ahelyes vélasz a négyszeres szorzo.
b) A kordiagram (€lelmiszer 12 €, italok 6 €,
tisztilkodszer 9 € és rigesa 3 €) az dbrin | wossmen -
lithat6. 28 e
e
(B ) Az oszlopdiagram a bal oldali dbrin lithato.
b) Adjuk ssze az egyes értékeket, de ne feledjiik a 25-0s szorzét:
20041504100 +125 0
25
) Akirdiagram a jobb oldali dbrén lithato.
es gaoatiss -
g £
bl
= W Lo
4 n 5o
i

150

i

0]

7

5 ety

] ok Loogaty

Lromeot ety Wegecs Noregnon

(8 ) A pénzek terjedelme: 9, medidnja: 2, modusza: 1
b) Mivel a szimtani dtlag = 3,54, igy ez a cimlet az 5 eurds.

D ) Az egyszerre eladott gombocok sziménak terjedelme: 3, médusza: 2.
b) A medidn: 2.5. A szdmtani kozép: 2.




-
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I8 a) Medidn = Médusz = 5.
b) Aszimtani dtlag: 7.5.
) 3,16 & 3,7 kozott véltozhat, ez Koriilbelil 9,5%-0s visszaesést illetve 5,7%-0s novekedést
jelenthet
b) Anégy hidnyz6 ithatott 5, 5, 5, 2 vagy 5, 5,4, 3 vagy 5,4, 4, 4 érdemiegy( dolgozatot.

a) Haa kategdriakozepekkel szamolunk (végiil pedig 4,5-tel), akkor a becsiilt dtlag: 1,83. Két ok
miat Iehet az dtlag problémds: ceyaltalin nem biztos, hogy a Kategdridkon beliil egyenletes
abetétek megoszlsa (pedig a kozéppel ezt tételezziik fel), illetve az utolsé kategoria nines
leziirva, ott gyakorlatilag bérmekkordk lehetnek a betétek.

b) Ha mindig az alsG hatdral szdmolunk, akkor az dtlag = 13, Az eltérés igy 0.5.
¢) A pontos felsG érték birmekkora lehet, hiszen az utols6 kategria feliilrdl nincs lezdrva.

Kiadja a Mozaik Kiado, 6723 Szeged, Debreceni u. 3/B. Telefon: (62) 470-101, 554-664
E-mail: kiado@mozaik.info.hu + Honlap: www.mozaik.nfo.hu « Felel6s Kladﬁ Torok Zoltén
Készult az Innovariant Kit.-ben, Szegeden - Felels vezels: Drdgan Gyort

Terjedelem: 26,46 (A/5) iv + 2017. jdlius « Tomeg: 525 g - Raktari wam s 2321



